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Das  EigeDtumliche  dieses  Buches  liegt  teils  in  der  Anorduung, 
teils  10  der  Auswahl  des  Stoffes,  den  es  bietet. 

Die  Differentialrechnung  wird  nicht  im  Zusammenhange  behandelt. 
Auf  die  Differentiation  der  Funktionen  mit  ^iner  Variabein  folgen  so- 
gleich Anwendungen  des  ersten  Differentialverhältnisses  auf  die  Be- 
stimmung vom  Maximum  und  Minimum  dieser  Funktionen,  auf  ebene 
Kurven  und  auf  die  Entwickelung  der  gewöhnlichsten  unendlichen 
Reiben. 

Sodann  werden  einfache  Integrale  abgeleitet  und  dieselben  dazu 
benutzt,  um  Beispiele  aus  der  Geometrie,  der  analytischen  und  technischen 
Mechanik,  der  Physik,  der  mathematischen  und  physikalischen  Geo- 
graphie etc.  zu  lösen.  Wer  die  Infinitesimalrechnung  studiert,  hat 
auch  schon  einen  Kurs  der  mechanischen  Naturlehre  durchgemacht. 
Deshalb  konnte  dieser  Abschnitt  nicht  nur  Beispiele  über  Rektifikation, 
Quadratur  und  Kubatur  der  Kurven,  sondern  auch  Aufgaben  über 
Schwerpunkte,  Trägheitsmomente,  mechanische  Arbeit,  Reibung,  An- 
ziehung nach  dem  Gesetze  der  Gravitation,  Wärme  etc.  bieten.  Die 
Zahl  der  durchgeführten  Aufgaben  dieser  Abteilung  beträgt  148.  Diese 
Beispiele  sollen  einerseits  äben  im  Anschreiben  der  Differentialgleichung 
und  im  Integrieren  derselben,  anderseits  aber  auch  das  Interesse  fär 
den  Gegenstand  wecken.  Bs  hat  dabei  nicht  die  Meinung,  dass  der 
Studierende  eine  jede  dieser  Aufgaben  durcharbeite,  bevor  er  zu  einem 
weiteren  Teile  der  Theorie  übergeht.  Er  wird  aus  der  gebotenen  Zahl 
jene  auswählen,  welche  ihm  am  meisten  zusagen. 

Erst  nach  diesen  anschaulichen  Debnngen  folgt  im  zweiten  Teil 
der    Differentialrechnung:    die    Wiederholung   der    Differentiation    und 
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die  DiifereotiatioD  der  Fanktioneo  mit  mehreren  Veränderlichen,  nebst 
den  gewöhnlichen  Anwendungen  auf  Geometrie  and  Analysis.  Hierauf 
folgen  im  zweiten  Teil  der  Integralrechnung:  eine  Erweiterung  der 
theoretischen  Partien,  die  vielfachen  Integrale,  die  Wiederholung  der 
Integration  etc.  Angereiht  sind  49  ausgeführte  Aufgaben  aus  ver- 
schiedenen Gebieten. 

Der  theoretische  Teil  ist  somit  nach  methodischen  Gesichtspunk- 
ten geordnet  und  auf  das  Notwendigste  beschränkt.  Dagegen  ist  das 
Gebiet  der  Anwendung  sehr  erweitert  und  dadurch  der  Beweis  er- 
bracht, dass  mit  wenig  Lehren  nach  den  verschiedensten  Seiten  hin 
erspriessliche  Resultate  gewonnen  werden  können.  Das  ist  es  auch, 
was  Manchem  bei  Durchsicht  des  Buches  auffällt  und  ihn  für  die 
Sache  gewinnt.  Die  Mehrzahl  derer,  welche  mathematischen  Studien 
obliegen,  haben  weder  die  Absicht,  noch  die  Kraft,  die  Mathematik 
um  ihrer  selbst  willen  zu  studieren.  Sie  betrachten  diese  Wissenschaft 
als  Hilfsmittel,  um  die  Vorträge  in  den  Fach-Kursen  verstehen  zu  können. 
Diesen  Studierenden  soll  Vortrag  und  Lehrbuch  nach  Möglichkeit  ent- 
gegen kommen.  Seit  längerer  Zeit  geschieht  es  auch  mehr  und  mehr, 
dass  im  Unterricht  der  höheren  Mathematik  den  theoretischen  Partien 
solche  Beispiele,  wie  sie  unser  Buch  bietet,  nachfolgen.  Wir  kennen 
Dozenten,  die  zu  diesem  Zwecke  das  Buch  benützen.  Es  sind  uns 
auch  Briefe  zugekommen,  welche  zeigen,  mit  welcher  Freude  die  Ver- 
fasser dem  Studium  des  Buches  obliegen. 

Gegenfiber  der  dritten  Auflage  enthält  diese  Auflage  einige  Modi- 
fikationen und  Erweiterungen. 

So  wurden  Aufgaben  beigefügt  über  Quantität  der  Bewegung, 
das  Potential  und  die  mechanische  Wärmetheorie. 

Zum  Schlüsse  glauben  wir  noch  darauf  hinweisen  zu  dürfen,  dass 
unsere  Arbeit  unter  den  Litteraturnachweisen  figuriert,  welche  der  vor 
einem  Jahr  verstorbene  Herr  Prof.  Dr.  Rudolf  Wolf  in  Zürich  in 
seinem  „Handbuch  der  Astronomie,  ihrer  Geschichte|und  Litteratur^, 
Bd.  I,  1890,  auf  S.  108  im  Abschnitt  über  Mathematik  auffahrt. 

Winterthur,  im  März  1895. 

Der  Verfasser. 
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Einleitung. 


y  legriff  nni  leieicbMUig  der  Puaktionen.  Id  der  Gleichang 
y  =  x^-|-2x-f3  denke  man  sich  die  Grösse  x  veränderlich,  so  ändert 
sich  auch  der  Wert  von  y,  d.  h.  der  Wert  des  gesammten  Ausdrucks 
anf  der  rechten  Seite,  und  zwar  entspricht  jedem  Wert  von  x  ein  be- 
stimmter Wert  von  y.     Wenn  z.  B. 

der  Wert  .  .  .  .  x  =  0,     1,     2,     —1,     —2,  .  . 
so  wird  der  von  y  =  3,     6,  11,         2,         3,  •  . 

Bbenso  sei  in  der  Gleichung  y  =  logx  die  Grösse  x  veränderlich, 
so  wird  auch  y,  d.  h.  der  Logarithmus  von  x,  sich  ändern. 

Die  Abhängigkeit  der  Grösse  y  von  der  Grösse  x  wird  dadurch 
angedeutet,  dass  man  nach  Johann  Bernonlli  sagt,  es  sei  y  eine 
Panktion  von  x.     Die  Abhängigkeit  wird  bezeichnet  durch 

y  =  f(x). 

Man  liest  diese  Gleichung:  ^y  gleich  Punktion  x'\  Statt  f(x) 
wird  auch  F(x),  y(x),  V^(x)  geschrieben. 

Das  Zeichen  f(x)  enthält  keineswegs  das  bestimmte  analytische 
Gesetz  der  Abhängigkeit,  es  wird  damit  nur  die  Abhängigkeit  der 
Grösse  f(x)  von  der  unabhängig  Veränderlichen  x  im  allge- 
meinen bezeichnet. 

Man  weiss,  dass  das  Volumen  v  einer  Kugel  von  ihrem  Halb- 
messer r  abhängt,  deshalb  kann  man  schreiben  v  =  f  (r).  Sollte  aber 
der  Halbmesser  als  Funktion  des  Volumens  dargestellt  werden,  so 
wurde  v  zur  unabhängig  Veränderlichen  und  es  könnte  geschrieben 
werden  r  =  f  (v). 

In  gleichem  Sinne  ist  auch  die  Gleichung  z  =  f  (x,  y)  aufzufassen. 
Es  wird  durch  sie  angegeben,  dass  z  in  irgend  einer  Weise  von  den 
swel  ▼eränderlichen  Grössen  x,  y  abhängig  sei.  Hängt  eine  Grösse  von 
drei  andern  ab,  so  kann  man  ihren  Zusammenhang  andeuten  durch 
o  =  f(x,  y,  z)  n.  8.  w. 

Aatenheimer,  Elementorbach.  1 


2.  EfaldliBg  der  PankliMM.  Die  PuDktiODen  nerdeo  nach  Leib- 
nitz  eiugeteilt  io  algebraische  nod  traDsceodente.  Die  alge- 
braiscbeo  entstehen  durch  die  Operationen  der  Addition,  Sablraktion, 
Multiplikation,  Division  nnd  Potenzierang  mit  konstanteD  ExpoDenten. 
Ihre  einfachsten  Formen  sind 


Sie  sind  alle  enthalten  in  dem  allgemeinen  Ansdrnck 
(a-^_b_x^cx''+^.)" 
(Ä  +  Bx  +  CV +  ..)"■ 
Die  transcendenten  Funktionen  umfassen  alle  übrigen  Fanktionen, 
nimlich    Potenzen    mit   verSnderlichen    Exponenten,    Logarithmen    nnd 
trigonometrische  Zahlen.     Ihre  einfachsten  Formen  sind 
a",     logx,    sinx,    coax. 
Wenn   eine  Gleichang   zwischen   zwei    veränderlichen  Grössen    in 
Hinsicht  der  einen  GrOsse  anfgelCst  ist,  so  wird  die  Funktion  eine  ent- 
wickelte (explicite)  genannt.     So  sind   y  =  a  +  bx  +  ox*,  y  =  sinx 
entwickelte   Funktionen   von   x.     Ist  die   Gleichang  aber   in   Hinsicht 
der  einen  Veränderlichen  nicht  aufgelöst,  so  heisst  sie  unentwickelt 
(implicite).     Solche  Funktionen  sind  z.  B. 

a"  +  axy  +  b  =  0,       Kx*  +  f  -  log  * . 

Sie  werden  gewöhnlich  durch  den  Ausdruck  f(x,  y)  —  0  bezeichnet. 

S.  ftesMetrtachc  lantellaig  der  Faaktlaaci.  .Tede  Funktion 
y  —  r(i)  oder  F(x,  y)=:0  mit  einer  anabhüngig  Veränderlichen  l&sst 
sich  nach  Descartes  auf  folgende  Weise  darstellen. 

p.  Es   seien  Ax,  Ay  {Fig.  1)  zwei   recht- 

°'  winkelige  Koordinatenachsen.    Man  trage  eine 

Reihe    aufeinander    folgender    Werte    von  x, 
vom  Anfangspunkte  A  aus,  auf  der  Abscisseu- 
achse  Ax   ab,    errichte  in  den   Rudpankten 
dieser  Abscissen   Lote  auf  die  Abscissen- 
achse,    mache  diese   Lote,   Ordinaten   ge- 
nannt,   gleich    den    entsprechenden    Werten 
von  y   und  verbinde  die  Endpunkte  der  Or- 
dinaten,   so    entsteht    im    allgemeinen    eine 
krumme  Linie,  welche  das  Gesetz  der  Funktion  zur  Anschauung  bringt. 
Wenn   in    beistehender  Figur   die   Abscisse  Am'   des  Punktes  m  als 
positiv   angesehen   wird,    so   mnss  die   Abscisse  An'   des   Punktes   o, 
welche  nach  entgegengesetzter  Richtung  vom  Anfangspunkt  A  liegt,  als 
negativ  betrachtet  werden.    Ebenso  haben  die  Ordinaten  mm'  nnd  nn' 
entgegengesetzte  Richtungen   in    Bezug   auf  die    Abscissenacbse.      Wird 
also  mm'    als    positiv  angesehen,    so  muss  nn'  negativ  sein.     Abscisse 
nnd  Ordinate  eines  Punktes  heissen  dessen  Koordinaten.     Der  Punkt, 
dessen  Koordinaten  x,  y  sind,  heisst  kurzweg  Punkt  x,  y. 
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Auf  diese  Weise  koostroiert,  gibt  die  GleicliuDg  y^^2px  eine 
Parabel,  a^y*  +  b^x*  =  a*b^  eine  Ellipse,  y  =  logx  die  Logistik.  Die 
Gleichung  y  =  ax  +  b  vom  ersten  Grad  ist  der  einzige  Fall,  wo  die 
Verbindungslinie  der  findpunkte  der  Ordinalen  eine  gerade  Linie  liefert. 

4.  Stetigkeit  der  PunktitBea.  Durch  die  geometrische  Darstellung 
einer  Funktion  y  =  f  (x)  oder  F(x,  y)=0  erhält  man  eine  Kurve  mit 
unendlich  vielen,  unmittelbar  aufeinander  folgenden  Punkten.  Die 
Stetigkeit  der  Kurve,  also  auch  die  Stetigkeit  der  Funktion, 
liegt  nun  darin,  dass  immer  je  zwei  dieser  aufeinander  folgenden  Punkte 
unendlich  nahe  aneinander  liegen,  dass  also  unendlich  kleine  Aende- 
rungen  der  Abscissen  auch  unendlich  kleine  Aenderungen  der  Ordi- 
oaten  zur  Folge  haben.  Wo  dies  zutrifft,  heisst  die  Funktion  eine 
stetige  oder  kontinuierliche. 

Sobald  je  zwei  aufeinander  folgende  Ordinaten,  welche  einen  un- 
endlich kleinen  Abstand  voneinander  haben,  eine  endliche  oder  unend- 
lich grosse  Differenz  geben,  so  erleidet  die  Kurve,  also  auch  die  Funk« 
tion  eine  Unterbrechung  der  Stetigkeit,  sie  macht  einen  plötzlichen 
Sprung  von  einem  Ordinatenwert  zum  nächstfolgenden.  Dieser  Unter- 
brechung der  Stetigkeit  der  Funktion  entspricht  ein  bestimmter  Wert 
von  X.     Die  Funktion  heisst  diskontinuierlich. 

L  Die  Funktionen  a  -f  x,  ax,  a^,  sin  x,  cos  x  ändern  sich  zwischen 
den  Werten  x  =  —  :»  und  x  —  +  oc   stetig;   ebenso  x",  wenn  n  eine 

ganze  positive  Zahl  bezeichnet.  Die  Funktionen  j^x,  logx  sind  stetig 
zwischen  den  Werten  x  =  0  und  x  —  -f  ^  • 

IL   Die  Funktion     ^  ,   worin  n  eine  ganze,  positive  Zahl  bezeich- 

nen  soll,  ist  stetig  zwischen  den  Werten  x  —  —  x  und  x  =  0,  sowie 
zwischen  den  Werten  x  =  0  und  x  =  +  x .  Dagegen  erleidet  sie  eine 
Unterbrechung  der  Stetigkeit  für  x  =  0,  weil  ihr  Wert  für  x  =  0  un- 
endlich gross  wird  und  zwar  =  -f  x,  wenn  x  durch  eine  Reihe  posi- 
tiver Werte  zu  Null  wird,  und  =  —  x,  wenn  x  durch  eine  Reihe 
negativer  Werte  in  die  Null  übergeht. 

a  X  -f-  2 

III.  Ebenso  ist  ,- -.^  für  b  =  x  und     „    *    -       ■     für  x  =  2, 

(b  —  x)^  x'  +  2  x  —  8 

sowie  für  x  ==  —  4  diskontinuierlich,  weil  für  diese  Werte  die  Nenner 
zu  Null,  also  die  Funktionen  =  +  o;    werden. 

IV.  Die  Funktionen  cotgx,  cosecx  werden  diskonttnaierlich  für 
X  =  ±  a?r,  wo  a  irgend  eine  ganze  Zahl  bezeichnet.     Denn  es  ist 

cos  X  1 

cotg  X  ==  -  .-     ,      cosec  X  -^  — : 

sin  X  sm  X 

und    der   Nenner  sin  x  wird   =0  für  x  "=  ib  ä^-     Ganz  ebenso   kann 

gezeigt     werden,     dass    tangx,    secx     diskontinuierlich     werden     für 

2^4-1 
X  =  ± r w,  wo  a  eine  ganze  positive  Zahl  sein  soll. 

5.  üreaiwerte  der  PuHkli^Hea.  Man  lasse  die  Variable  x  einer 
Fanktioo  f(x)  sich  stetig  ändern.  Nähert  sich  hierbei  der  Wert  der 
Funktion  mehr   und  mehr  einer  bestimmten,  konstanten  Grösse,  ohne 

i* 


^, 
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diese   überschreiten   zu   köuuea,   so   wird   diese  Grösse   ein  Grenzwert 
oder  aach  kurzweg  Grenze  der  Funktion  genannt. 

I.  Wenn  im  Brache       —     die   Grössen  a  und  x   positiv   bleiben, 

a  ~i~  X 

jedoch   X    mehr  und   mehr    abnehmen  soll,    so   wächst  der    Wert  des 

Braches  ohne  Ende  und    nähert  sich   der  Grösse         als  einem  Grenz- 

a 

wert,  welcher  für  x  =  0  erreicht  wird. 

II.  Der   gewöhnliche    Bruch  |  gibt  |  =  0,16666..      Verwandelt 
man  diesen  Dezimalbruch  in  die  Reihe 


10    '    10^    '    10^    '    10*    '    *•    '    10" 

und  läs&t  darin  den  Exponenten  n  immer  grösser  werden,  so  nähert 
sich  die  Summe  der  Glieder  der  Reihe  mehr  und  mehr  dem  Werte  \ 
und  erreicht  ihn,  wenn  n  unendlich  gross  gedacht  wird.  Folglich  ist 
I  ein  Grenzwert  der  vorstehenden  Reihe. 

III.  Man  beschreibe  in  einen  Kreis  vom  Halbmesser  r  ein  regel- 
mässiges Vieleck  von  n  Seiten  und  verbinde  die  Eckpunkte  desselben 
mit  dem  Mittelpunkte,   so   ist   der  Winkel  zwischen  zwei  benachbar- 

ten   Radien  =  —     Grade,     folglich    eine    Seite    dieses    Vielecks  = 

n 

180 
2rsin ;  mithin  der  Umfang  desselben 

D 

2rnsm       -  . 
n 

Dieser  Umfang   wird    sich   um  so  mehr  dem  Umfang  des  Kreises 

nähern,   je   grösser  die  Anzahl  n  der  Seiten  wird.     Für  ein  unendlich 

grosses  n  erreicht  der  Umfang  des  Vieleckes  den  Kreisumfang.     Folg- 

180 

lieh  nähert  sich  das  Produkt  n  sin aus  einem    ohne  Ende  wach- 

n 

senden  und  aus  einem  ohne  Ende  abnehmenden  Faktor  einer  konstan- 
ten Grösse,  der  Grösse  7r  =  3,14..,  weil  der  Umfang  eines  Kreises 
=  2 rir  ist.  In  diesem  Sinne  kann  ir  als  Grenze  jenes  Produktes  an- 
gesehen werden. 

Wenn  eine  veränderliche  Grösse  nach  einer  Grenze  im  vorstehen- 
den Sinne  konvergiert,  so  schreibt  man  häufig  das  Zeichen  lim  (von 
limes  die  Grenze)  vor  dieselbe.  So  kann  man  im  letzten  Beispiel 
schreiben 

lim  2rnsin  =  2tt. 

n 

IV.  Die  Fläche  dieses  Vieleckes   besteht  aus   Dreiecken   mit  der 

1 80  1 80 

Grundlinie  2rsin und  der  Höhe  rcos ;  die  Fläche  eines  die- 

n  n 

ser  Dreiecke  ist  daher  r^sin -cos .     Da  aber   2  8inacosa  = 

n  n 
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sio  2  a,  so  wird  diese  Fläche  sein     -  r^siu     —  und  somit   die  Fläche 

2  n 

des  ganzen  Vieleckes 

"     1    2     .     360 
r^^n  sin 


2 n 

Nimmt  hierin  n  bis   ins  Unendliche   zu,  so   verwandelt   sich   die 
Fläche  in  die  Kreisfläche  rV.     Daher  wird  sein 

,.     1    9     .     360         9 

hm  -  r-^n  sin =  r-^-Tr. 

2  n 

Da  bei  der  Aenderung  nur  n  variabel  ist,   so  kann   mit  der  kon- 
stauten  Grösse  —  dividiert  werden,  wodurch  man  erhält 

r         •     360        . 

hm  n  sm =  2  tt. 

n 


sin  X 
V.   Der   Wert   der   Funktion wird    für  x  =  0   zu   1.      Denn 

X 


es  ist 


sin  X    ^  X        ^  ,      sin  x  ^     sin  x 

<       =1     und  >    =  cos  X. 

XX  X  tang  X 


Lässt  man  nun  x  gegen  die  Null  hin  abnehmen,  so  nähert  sich 
cos  X  mehr  und  mehr  der  Einheit  und  erreicht  sie  für  x  =  0.  Für 
diese  Abnahme  von  x  hat  man  daher 

,.      sinx         . 
lim =  1. 


Erster  Teil  der  Differentialrechnnng. 


I.    Differentiation  der  Pinktionen  mit  einer  Variabein. 

6.  iMwIckclUBg  des  Riffcreitlalbegrif«.  la  der  Gleichung  y  =  f  (x) 
lasse  mao  x  zanehmeD  um  A  x,  so  wird  sich  auch  im  allgcmetoeD  y 
um  eioea  Wert  ftodern,  der  mit  zl  y  bezeicboet  werde.  Pär  diesen 
geänderten  Zustand  hat  man 

y  + Ay  =  f{x^  Ax), 
Ay  =  f(x+ Ax)^,f(x), 
^J,  ^  f(Jt+ Ax)-f(x} 

A  X  A  X 

L&sst  mau  in  der  letzten  Gleichung  A  x  ohne  Aufhören  gegen  die 
Null  abnehmen,  so  nimmt  auch  Ay  ab.  Wird  A  x  =  0,  so  wird 
auch  f  (x  +  A  x)  —  f  (x)  =  0,  also  A  y  =  0.     Für  diesen  Greozzustand 

geht  also   das  Verhältnis  -^   über    in    die    unbestimmte   Form    J|. 

Gleichwohl  entspricht  dem  Ausdrucke  %,  wenn  er  ans  der  Gleichung 
y  =  f(x)  ans  obigem  Vorgang  entstanden  ist,  immer  ein  bestimmter 
Wert,  welcher  im  allgemeinen  eine  Funktion  von  x  ist. 

Um  dies  zu  zeigen,  stelle  man  die  Gleichung 
'^'  nach  §  3  geometrisch  dar.    Es  seien  (Fig.  2)  die 

Abscissen  AM'  =  x,  AN' =  x  +  A  x;  die  Ordi- 
nalen MM'^y,  NN'  =  y  +  Ay.  Man  ziehe 
MP  parallel  zur  Abscissenachse,  so  ist  MP  =  A  x, 
N  P  —  A  y.  Wird  durch  die  Karvenpunkte  M  und  N 
eine  Sekante  gelegt,  so  erhält  man  vermöge  des 
rechtwinkeligen  Dreiecks  NMP 


Ax 


=  lang  N  M  P. 


Man  xiehe  darch  den  Kurveopookt  M  eine  geometrische  Tan- 
gente M  6  an  die  Kurve  und  lasse  A  x  ohne  Aufhören  abnehmen ,  so 
ruckt  der  Punkt  N  gegen  M  hin,  die  Sekante  dreht  sich  um  M  und 
nähert  sich  ohne  Aufhören  der  Richtung  der  Tangente.  Wenn  A  x 
verschwindet,  so   fSlIt   die  Sekante    mit   der  Tangente  MG  zusammen, 

X 

metrische    Tangente    des    Winkels    a,    welchen    die    Berührungs- 
linie MG  mit  der  Abscissenachse  bildet.     Man  hat  daher 


und  das  vorstehende  Verhältnis  — -     geht    über    in    die    trigono 


(1)  lim  -^-^-  =  TT  =  tang  a. 

Da  die  Grösse  tanga  bei  jeder  Kurve  von  der  Lage  des  Berüh- 
rungspunktes abhängt,  so  ist  tanga  eine  Funktion  der  Abscisse,  also 
der  Grenzwert  ^  eine  Funktion  von  x. 

Lässt  man  in  y  =  f  (x)  die  unabhängig  Veränderliche  x  sich  stetig 
ändern,  so  ändert  sich  im  allgemeinen  auch  der  aus  Gleichung  (1) 
hervorgehende  Wert  tang  a.  Allein  dieser  gibt  die  Neigung  der  Kurve 
zur  Abscissenachse,  mithin  auch  die  Schnelligkeit  an,  mit  welcher 
sich  y,  d.  h.  die  Funktion,  ändert.  Dieser  Grenzwert  (1)  ist  daher 
von  grosser  Wichtigkeit.  Es  ist  deshalb  nötig,  für  denselben  eine  be- 
sondere Bezeichnung  einzuführen,  welche  den  Ursprung  des  Wertes  % 
erkennen  lässt.    Man  gelangt  zu  derselben  durch  folgende  Betrachtung. 

Bevor  die  Differenz  A  x  zu  Null  wird,  durchläuft  sie  eine  Reihe 
von  Werten,  welche  kleiner  sind  als  jede  noch  so  kleine  angebbare 
Grösse,  d.  h.  eine  Reihe  unendlich  kleiner  Werte.  Einem  solchen  un- 
endlich kleinen  Wert  von  A  x  entspricht  auch  im  allgemeinen  ein  un- 
endlich kleiner  Wert  von  A  y.  Die  unendlich  kleinen  Werte  der  Diffe- 
renzen A  X,  A  y  bezeichnet  man  nach  Leibnitz  mit  dx,  dy,  ver- 
tauscht also  A  mit  d,  nennt  dx,  dy  Differentiale,  und  zwar  dx  das 
Differential  von  x,  dy  das  Differential  von  y  und  definiert  diese  Diffe- 
rentialien  durch  die  Gleichung 

(2)  lim  II  =  j^  =  tang  «, 

d.  h.  man  ersetzt  in  (1)  das  Zeichen  —  durch   — -.     Euler  hat  auch 

0  dx 

in  (2)  dx  nicht  als  unendlich  kleine  Grösse,  sondern  als  Null  gedacht, 

dy 
AHein  es  kann  --     auch  dann  als  das  exakte  Mass  von  tanga   anse- 

dx 

sehen  werden,  wenn  man  sich  vorstellt,  es  erreiche  das  Verhältnis  die 

Grenze  tanga,  wenn  dx  die  Null  als  Grenze  erreicht. 

Bei  dieser  Auffassung  bleibt  d  x  eine  Grösse,  welche  mit  x  gleich- 
artig ist.  Bezeichnet  z.  B.  x  eine  Linie,  so  ist  dx  auch  eine  Linie; 
bezeichnet  x  eine  Fläche,  so  ist  d  x  ebenfalls  eine  Fläche  u.  s.  w.  Das 
Gleiche  gilt  von  d  y  in  Bezug  auf  y.    Es  kann  daher  mit  d  x,  d  y  multi- 


dy 
pliziert  nod  dividiert  werden,  ohne  dass   das  Verhältnis  —. —  anfhOrt 
•^  dx 

als  Grenzwert  von  ■■   ■'    lo  dienen. 

Ax 

d  V 
Das  Verbältnis  -p-   wird  der  DifTereotialquotient  oder   das 

Differeatialverbältnis  der  Funktion  y=  f(x)  genannt.  Der  Vor- 
gang, durch  nelcheo  die  Differenti allen  der  Funktionen  abgeleitet  wer- 
den, heisat  Differentiation  und  der  Inbegriff  der  Regeln,  welche 
bei  der  DiffereDtiation  der  Funktionen  aufgestellt  werden,  die  Diffe- 
rentialrechnung. 

7.  las  chaTaktcrlstlHbe  .fretcck.  Man  denke  sich  in  der  vorher- 
gehendea  Pigar  eine  Reibe  anfeinander  folgender  Earvenpunkte  M,N,.. 
und  die  entsprechenden  Dreiecke  MPN,  deren  Katheten  Ax  und  Ay 
sind,  eingezeichnet,  so  kann  ans  der  Form  dieser  Dreiecke  auf  den 
Verlauf  der  Kurve  geschlossen  werden.  Dabei  nimmt  man  die  Ab- 
sei ssendilferenzen  A  X  gleich  gross,  d.  h.  konstant  an,  so  werden 
im  allgemeinen  die  Ordinatendifferenzen  A  y  nngleicb  ausfallen.  Was 
von  den  Differenzen  gilt,  trifft  auch  zu  fnr  die  Differentialien  dx  nud  dy. 
Das  Dreieck  mit  den  Katheten  dx  und  dy  beisst  das  charakteristische 
Dreieck.  In  ihm  wird  das  Differential  der  unabhängig  VerSoderlichen 
als  konstant  betrachtet. 

Ans  einer  Vergleichnng  dieser  Dreiecke  ergeben  sich  folgende 
Schlüsse.  L&sst  man  die  Abscisse  zunehmen  und  nimmt  dabei  auch 
die  Ordinate  zu,  so  ist  dy  positiv;  nimmt  aber  die  Ordinate  ab,  so 
geht  y  in  y  —  dy  über,  d.  h.  das  Differential  d  y  wird  negativ.  Aendem 
sich  daher  die  Variabeln  x  nnd  y  iu  gleichem  Sinne,  so  haben  auch 
dx  nnd  dy  gleiche  Vorzeichen;  ändern  sie  sich  in  entgegengesetztem 
Sinne,  so  sind    anch    die  Vorzeichen  von  d  x  und  d  y  entgegengesetzte. 

Wenn  die  Tangente  an  die  Kurve  parallel  zur  Abscisse  nach  se  wird, 
so  ist  tangu~0,  also  wird  aoch  im  entsprechenden  charakteristischen 
Dreieck  dy  — 0.  Wird  die  Tangente  parallel  zur  Ordinatenachse,  so 
wird  tang  a  —  ^^  x ;  also  wird  auch  d  y  anendlicb  mal  grosser  als  d  x. 

$.   MfferHtiatlai  der  ruiktUn 

(1)  y  =  x«-x-2. 

Ylg  3  Man   stelle   diese  Gleichnng   geometrisch 

dar,  so  entsteht  eine  Parabel  CEC  (Fig.  3). 
Nun  sei  AB  — x  die  Abscisse  und  BC  =  y 
die  [Ordinate  eines  Korvenpunktes  0.  Man 
lasse  X  am  BB'—  Ax  zunehmen  und  ziehe 
die  Ordinate  B'C,  sodann  CD  parallel  zu  Ax, 
so  wird  y  am  A  y  =  DC  wachsen.  Zieht 
man  durch  die  Kurvenpunkte  G,  C  eine  Se- 
kante, 80  gibt  das  entstandene  rechtwinkelige 
Dreieck 

(2)  tangC'aD  =  A.-. 


Aas  Gleicbang  (1)  folgt  aber  aach  * 

y  +  A  y  =  (x  4-  A  x)2  -  (x  4-  z:.  x)  -  2, 

Ay  =  2x.£AX-Ax  +  (A  x)^, 

(3)  ^  =  2  X  -  1  +  A  x. 

A  X 

Lässt  man  dud  in  den  Formeln  (2)  and  (3)  die  Grösse  A  x  ohne 
Aufhören  abnehmen,  so  nähert  sich  der  Karvenponkt  C  dem  Punkte  G 
und  die  Sekante  CG'  der  BerQhrungslinie  GF,  welche  durch  G  geht. 
Bildet  diese  Beruhrungslinie  den  Winkel  a  mit  der  positiven  Richtung 
der  Abscissenachse,  so  erhält  man  somit  als  Grenzwert  des  Verhält- 
nisses (2) 

dy 
tang  a  =  -r^. 
dx 

Allein  das  Verhältnis  (3)  nähert  sich  hierbei  dem  Grenzwerte 
2x  — 1  und  erreicht  denselben  für  ein  verschwindend  kleines  A  x; 
folglich  wird  sein 

(4)  tang  a  =  2  x  —  1 . 

Um  die  Bedeutung  dieses  Grenzwertes  (4)  hervortreten  zu  lassen, 
lege  man  der  Abscisse  x  stetige  Werte  von  x  =  —  x  bis  x  =  +  oo 
bei,  so  durchläuft  der  Punkt  G  alle  auf  der  Kurve  liegenden  Punkte 
und  da  die  Tangente  GF,  welche  diesem  Punkte  in  seiner  Bewegung 
folgt,  die  Richtung  der  Kurve  im  jeweiligen  Berührungspunkte  angibt, 
so  erhält  man  durch  den  Inbegriff  der  Werte  (4)  eine  Vorstellung  von 
der  Richtnngsveränderung  der  Kurve,  also  auch  von  der  Schnelligkeit, 
mit  welcher  sich  die  Grdinate  oder  die  Funktion  ändert,  wenn  sich 
die  Abseisse  stetig  ändert. 

Die  Tangente  durch  den  Punkt  G,  welcher  nach  unten  am  weite- 
sten von  der  Abscissenachse  absteht,  muss  parallel  zur  Abscissenachse 
sein.     Setzt  man  also  a  =  0,  so  folgt  aus  (4) 

2x  —  l-=0,       x  =  0,5. 

Dieser  Wert  von  x  ist  die  Abscisse  AH  des  tiefsten  Punktes  G. 
Setzt  man  diesen  Wert  x  =  0,5  in  Gleichung  (1),  so  erhält  man  als 
Ordinate  des  tiefsten  Punktes:  GH  =  —  2,25. 

In  den  Punkten  E  und  L  schneidet  die  Parabel  die  Abscissen- 
achse.    Für  diese  Punkte  ist  y  —  0,  also  nach  (1) 

X*  —  X  -  2  =-  0,       X  --  0,5  ±  1,5. 

Der  eine  Wert  x  =  0,5  -f  1,5  =  2  ist  die  Abscisse  des  Punktes  E, 
der  andere  Wert  x  =  0,5  -  1,5 —-- 1  die  Abscisse  des  Punktes  L. 
Setzt  man  diese  Werte  für  x  in  Gleichung  (4),  so  erhält  man  für  die 
Richtung  der  Kurve 

im  Punkte  E  .  .  .  tang  a  =  +  3, 
im  Punkte  L  .  .  .  tangar  =  --  3. 

Die  Tangente  in  E  bildet  also  mit  der  positiven  Richtung  der  Ab- 
scissenachse den  gleichen  Winkel,  den  die  Tangente  in  L  mit  der  nega- 
tiven Richtung  dieser  Achse  macht. 
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Die  Karve  sdineidet  die  OrdinaieDachse  in  K.  Für  diesen  Punkt 
ist  X  =  0,  also  nach  (4)  tanga  =  —  1. 

Für  X  =  ±  X  wird  tanga  =  ±  x;  also  stehen  die  Kurven-Ele- 
mente, welche  rechts  and  links  von  der  Ordinateliachse  unendlich  weit 
vom  Anfangspunkt  entfernt  liegen,  senkrecht  auf  der  Abscissenachse. 

9.  MirereitiatitB  einer  Ftteni  mU  gamen   pttitWeB  Eiptaeaten. 

Man  setze  y  =  x",  wo  der  Exponent  jede  positive  ganze  Zahl  bezeich- 
nen kann.  Wenn  x  in  x  +  A  x  übergeht,  so  wird  y  zu  y  +  A  y. 
Deshalb  wird  sein 

(1)  y  +  A  y  =  (x  +  A  x)". 

Durch  Entwickelung  nach  dem  binomischen  Lehrsätze  erhält  man 

y  +  A  y  =  X»  +  nx"-^  A  x  +  "-^^- x""»  (A  x)*  + 

1-2-3  ^        ^ 

Zieht  man  y  =  x"  hiervon  ab  und  dividiert  mit  A  x,  so  folgt 

Ax""""         '       1.2      ^       ^^   '  123  ""       ^^^^   +•• 

Lässt  man  hierin  A  x  gegen  die  Null  konvergieren,  so  nähert  sich  der 
Wert  der  rechten  Seite  der  Grenze  nx"~^;  folglich  erhält  man  für  den 
Fall,  wo  A  X  verschwindend  klein  wird, 

dx 
oder  auch  indem  man  x"  statt  y  schreibt  und  mit  dx  multipliziert 

(2)  d  X"  =-=  n  x"-^  d  x. 

Das  Differential  der  Potenz  x"  wird  also  erhalten,  wenn  man  den 
Exponenten  n  zur  Vorzahl  macht,  den  Exponenten  um  1  vermindert 
und  mit  dem  Differential  der  Grundzahl  x  multipliziert. 

Nach  dieser  Regel  erhält  man 

y  =  x  dy==dx  -—- ==  ly 

dx 

dy 
y  =  X*  dv  =  3x'^dx  ^^  =  3x^ 

dx 

f(x)  =  x''  df(x)-=7x«dx  ^^^-  =  7x«. 

dx 

19.  lifferentiMl  einer  Fnnktitn  mit  kMsUnCeni  Faktnr.  Die  ge- 
gebene Funktion  sei 

y  =  af(x), 

worin  a  einen  konstanten  Faktor  bezeichnet.  Man  setze  f  (x)  =  r,  so 
ist  nach  dem  bisherigen  Verfahren 

y  +  A  y  =  a  (r  +  A  r), 
Ay  =  a(r+Ar)  —  ar  =  aAr. 
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Setzt  man  bierio  ar  statt  y  nod  geht  zum  DifiFereotial  ober,  so  ist 

dar  =  adr, 
daf(x)  =  adf(x). 

Hieraus  folgt,  dass  der  konstante  Faktor  bei  der  Differentiation 
unverändert  aus  der  Funktion  in  das  Differential  übergeht  und  dass 
dieser  Faktor  vor  oder  hinter  das  Differentialzeichen  d  gesetzt  wer- 
den kann. 

I.  Wenn  y  =  2  x*,         so  wird     d  y  =  6  x^  d  x ; 

y  =  4ax*,  dy  =  20ax*dx. 

IL  Der  Radius  eines  Kreises  sei  x,  seine  Fläche  F,  so  ist  F  =  tx^. 
Durch  Differentiation  dieser  Gleichung  erhält  man 

dF  =  27rxdx. 

Geht  daher  x  in  x  -fdx  über,  so  nimmt  die  Kreisfläche  zu  um  eine 
Ringfläche,  deren  Länge  2^x  und  deren  Breite  dx  ist.  Diese  Ring- 
fläche ist  das  Differential  der  Kreisfläche. 

Dividiert  man  den  Wert  von  dF  durch  jenen  von  F,  so  ist 

dF  _^dx 
F  X 

Beim  Uebergang  von  x  in  x  -f-  d  x  nimmt  daher  die  Fläche  zweimal 
stärker  zu  als  die  Seite.  Wenn  z.  B.  die  Zunahme  dx  zu  x7)~iiTi$^ 
von  X  angenommen  wird,  so  beträgt  die  Zunahme  dF  f(^9(^  von  der 
Fläche  F.  Dies  gilt  streng  genommen  nur  von  unendlich  kleinen 
Aendernngen. 

IIL  Der  Radius  einer  Kugel  sei  x,  sein  Volumen  V,  so  ist 
V  =  ^x^w;  folglich  durch  Differentiation 

dV-4x*7rdx. 

Nimmt  daher  x  um  dx  zu,  so  wächst  das  Volumen  um  eine  Kugel- 
schicht von  der  Oberfläche  4x^7r  und  der  Dicke  dx,  nimmt  also  zu 
im  Verhältnis  von 

dV  _     dx 
—  o 

X 

II.  Mfferential  eiaes  Aggregates.     Dieses  Aggregat  sei 

u=A  +  f(x)  +  <f(x)  +  .., 

worin  A  ein  konstantes  Glied  bezeichnet.  Man  setze  f  (x)  =  y,  ff  (x)  =  z, 
und   führe  die  gleichzeitigen  Werte  y  +  A  y,  z  +  A  z  ein,   so^  kommt 

u  +  A  u  =  A  +  (y  +  A  y)  +  (z  +  A  z)  +  . . 
Au--Ay4-Az  +  .. 

Geht  man  von  der  Differenz  zum  Differential  über,  so  ist 

du  =  dy-|dz+.. 

du  =  df(x)  +  dy(x)+  .. 
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Somit  ist  das  Differential  eines  Aggregates  gleich  der  Summe  ans 
den  Differentialiea  der  einzelnen  Glieder  and  das  Differential  eines 
konstanten  Gliedes  gleich  Null. 

L  y  =  a  +  bx  +  cx^       dy  =  bdx  +  2cxdx, 

y  =^  x«"  —  b X",  dy  =  (m  x»""^  —  n b x"-^ d  x. 

II.  Es  seien  p,q  die  Katheten  und  s  die  Hypotenuse  eines  recht- 
vrinkeligen  Dreiecks,  so  ist  s^  =  q^  -f  p^.  Man  denke  sich  nun  die 
Kathete  q  konstant,  lasse  jedoch  p  stetig  wachsen,  so  nimmt  auch  die 
Hypotenuse  stetig  zu.     Die  Differentiation  gibt 

sds  =  pd  p. 

Es  entstehen  also  zwei  Rechtecksflächen  von  gleichem  Inhalt.  Da 
nun  s  immer  grösser  ist  als  p,  so  wird  ds  kleiner  als  dp,  d.  h.  die 
Hypotenuse  ändert  sich  weniger  rasch  als  die  Kathete. 

III.  In  einer  cylindrischen  Röhrenleitnng  vom  inneren  Durchmesser  D 
und  der  Länge  L  bewege  sich  Wasser  mit  der  Geschwindigkeit  v;  auf 
diese  Geschwindigkeit  werde  ein  Gefälle  H  verwendet,  so  ist  nach  Prony 

H-(av-l   bv2)-^, 

in  welcher  Gleichung  a  und  b  konstante  Zahleuwerte  bedeuten.  Nun 
nehme  auf  einmal  H  um  dH  zu,  so  wird  die  Geschwindigkeit  v  um  dv 
steigen,  während  alle  anderen  Grössen  der  Gleichung  dieselben  bleiben. 
Welches  Verhältnis  besteht  zwischen  diesen  Zunahmen? 

Die  Differentiation  der  gegebenen  Gleichung  gibt 

dH  =  (a-r2bv)^dv, 

woraus  das  Differential  Verhältnis  d  H  :  d  v  her  vorgebt.  Dividiert  man 
aber  die  zweite  Gleichung  durch  die  erste,  so  wird 

dH^a^-|-2bv    djv 
H         a  H-  b  v       V  ' 

Nun  ist  a  sehr  klein  gegen  b  (nur  circa  0,05  von  b);  daher  der  Zähler 
des  zweiten  Bruches  fast  nahe  zweimal  grösser  als  dessen  Nenner.  Mit- 
hin wächst  das  Gefälle  zweimal  rascher  als  die  Geschwindigkeit. 

IV.  Es  bezeichne  t  die  Temperatur  des  Wassers  und  q  die  Anzahl 
Wärmeeinheiten  oder  Kalorien,  welche  nötig  sind,  um  1  kg  Wasser  von 
0  Grad  auf  die  Temperatur  t  zu  erwärmen,   so  ist  nach  Regnault 

(1)  q  --  t  +  0,00002  t^  -r  0,0000003  t^ 
Hieraus  folgt  durch  Differentiation 

(2)  -^  =  1  -1-  0,00004 1  -i-  0,0000009 1*^. 
dt 

Nun  ist  dq  die  Wärme,  welche  1  kg  Wasser  erfordert,  wenn  seine 
Temperatur  um  d  t  zunehmen  soll.  Es  sei  nun  c  jene  Wärme,  welche 
für  1  kg  nötig  ist,  damit  die  Temperatur  um  1®  steige,  also  die  spezi- 
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fische  Wärme  des  Wassers,  so  verhalten  sich,  innerhalb  der  kleinen 
Aendernngen,  die  Temperatarztinahmen  dt  und  1^  wie  die  entspre- 
chenden Wärmezanahroen  dq  und  c,  so  dass  man  hat 

d  t :  1  =  d  q  :  c,  woraus    -  =  X  ^  / 

daher  nach  Gleichung  (2)  die  spezifische  Warme  des  Wassers 

c  =  1  +  0,00004 1  +  0,0000009  f^. 

12.  Differential  eines  Prtdolites  ans  ?ariabeln  faliUrett.  Das  Pro- 
dukt sei  xy,  wobei  y  eine  Funktion  von  x  sein  soll.  Es  nehme  x 
um  A  X  zu,  80  wird  y  um  A  y  und  das  Produkt  xy  um  A(xy)  zu- 
nehmen.    Folglich  erhält  man 

xy  +  A  (xy)  =  (x  +  A  x)  (y  -f-  A  y), 
A  (xy)  =  X  A  y  +  (y  +  A  y)  A  x, 
^  (xy) 


A 


i         \Axy     "^ 


Wenn  A  x  ohne  Ende  gegen  0  abnimmt,  so  nimmt  auch  A  y  im  Aus- 
druck y  -r  A  y  bis  zum  Verschwinden  ab,  d.  h.  es  nähert  sich  y  -f  A  y 
der  Grösse  y  als  einem  Grenzwert;  folglich  erhält  man  durch  den 
Üebergan^  von  der  Differenz  zum  Differential 

d(xy)  dy     , 

Tx-==^"d7  +  >'' 

oder  indem  mau  mit  dx  multipliziert 

(1)  d(xy)  =  xdy +  ydx. 

Somit  ist  das  Differential  eines  Produktes  aus  zwei  veränderlichen 
Paktoren  gleich  dem  ersten  Faktor,  multipliziert  mit  dem  Differential 
des  zweiten,  mehr  dem  zweiten  Faktor,  multipliziert  mit  dem  Diffe- 
rential des  ersten. 

Dividiert  man  Gleichung  (1)  mit  dem  gegebenen  Produkt,  so  folgt 

(2)  ^^-^-^^  =  i^-  +  ^1 

xy  X         y  * 

Das  in  dieser  Gleichung  enthaltene  Gesetz  ist  leicht  erkennbar. 

Für  drei  Faktoren,  welche  von  derselben  Variabein  abhängen,  erhält 
man  aus  (1)  und  (2)  durch  dasselbe  Verfahren 

d(xyz)  =  xydz  +  xzdy  +  yzdx, 

d  (x y z)  _  d X    ,   d y       dz 
xyz  x  y  z 

Nach  Regel  (1)  findet  man 

y  =  (1  -  x)(l  +  x2),         dy  =  (-  1  +  2x  -  3x2)dx, 

y  =  (a  +  x)(a  —  x),  dy  =  —  2xdx, 

y  =  (a2-x2)x^  dy  =  x*(5a2-7x2)dx. 
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13.  PifferentiAl  eines  Irnches  mit  Teranderlicheiii  Zililer  und  Neuer. 

Im  Bruche         seien    Zähler    und    Nenner  Funktionen    derselben    ver- 

V 

änderlichen  Grösse.     Man  setze 

a 


(1)  y 


v' 


maltipliziere  mit  v  and  differentiiere  die  Gleichung  u  =  y  v,  so  folgt 

du  =  ydv  +  vdy. 

Hieraus  folgt,  wenn     -  für  y  geschrieben  wird 


»  ^  (t)  = 


vd  u    -  ad  V 


Das  Differential  eines  Bruches  ist  also  gleich  dem  Nenner,  multi- 
pliziert mit  dem  DifiFerential  des  Zählers,  weniger  dem  Zähler  mal 
dem  Differential  des  Nenners,  alles  dividiert  durch  das  Quadrat  des 
Nenners. 

,„  X  ...  adx 

Wenn  y  = 


y  = 

u   -r  A  \v-  -r  X.-J- 

a  +  bx  2a  +  b  +  bx 

'    (i-xi^'        ^y^— (r_x)3  ^''* 

Man  dividiere  Gleichung  (2)  durch  (1),  so  erhält  man 

d Y       du       d  V 


a  +  x 

"     "'       (a  +  x)*' 

a  +  X 
a       x' 

2adx 

^y==(a---x)»' 

a 

—  2axdx 
'^^~   (b^  +  x2)2  > 

b^  +  x2  ' 

a  +  bx 

2a  +  b  +  bx 

(3) 


y         u 


Es  sei  gegeben  v  =  -    .       »so  wird  nach  dieser  Regel 

b  +  ex 

dy  cdx  ,       .  acdx 

y  b-j-cx  ^  (b  +  cx)2 

14.  Dlffereiiilal  einer  Potent  mit  beliebigeni  Eipnnenten.    Für  einen 
ganzen  positiven  Exponenten  gilt  nach  §  9  die  Regel 

(1)  d  X"  =  n  x"-*  d  X. 

Nun   sei  zunächst  die   Potenz  x~"  zu  differentiieren,  in   welcher 
der  Exponent  eine  ganze  negative  Zahl  sein  soll.     Man  setze 

(2)  y  =  X- 
so  wird  y  =  —^  oder  auch  yx"  =  1. 


P — 11 


—      15      — 

Hierin   ist  die  linke  Seite    ein  Produkt   aus  veränderlichen  Faktoren, 
die  rechte  Seite  aber  konstant;  daher  gibt  die  DifPerentiation 

x"dy  4-nyx"-Mx  =  0, 

woraus  folgt,  wenn  mit  x"  dividiert  wird 

d  y  =  —  n  y  x~^  d  x 

oder  indem  man  rechts  den  Wert  von  y  ans  (2)  einfährt 

(3)  dy  =  —  nx-"-*dx. 

Daher  gilt  fär  negative  Exponenten  die  gleiche  Regel  wie  für  positive. 

Es  sei  ferner  der  Exponent   ein   positiver  oder  negativer  Bruch. 
Die  Potenzen  dieser  Art  haben  die  Form 

p 

(4)  y  =  x  ^  , 

worin  p  und  q  positive  oder  negative  ganze  Zahlen  bezeichnen.    Poten- 
ziert man  (4)  mit  q,  so  folgt  y*^  =  x^.     Daher  durch  Differentiation 


qyq-i(jy  =  pxP-^dx;     dy  =  —  ^-;z:f  dx. 

q  y** 


""  U-i) 


Da  aber  nach  (4)  y**"*  =  x  '*         ,  so  wird 


p 


(5)  dy=  P-x^      dx. 

q 

Das  Gesetz,  das  in  (5)  enthalten  ist,  stimmt  mit  dem  in  (1)  und 
(3)  überein.  Daher  gilt  für  gebrochene  Exponenten  die  gleiche  Regel 
wie  für  ganze. 

Im  vorstehenden  wurden  die  Exponenten  als  rationale  Zahlen  vor- 
ausgesetzt. Allein  die  Regel  gilt  anch,  wenn  die  Exponenten  irratio- 
nale Zahlen  sind,  weil  man  diese  immer  als  Grenzen  ihrer  rationalen 
Nährungswerte  auffassen  kann. 

Beispiele. 

d  x~^  =  —  x~''^  d  x ;  d  X  ^  =  —  X     -^  d  x ; 

d  x""*  =  —  4  x"*^  d  X ;  d  x  "^  ■--  —  x 

o 

d  (^-7^)  =  d  (a  +  b  x)  X-»  =  d  (a  x"»  -f  ■  b)  =  - 


1 
c    -»dx 

> 

2adx 

X« 

) 

adx 

x^   • 
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Bezeichnet   mao  diesen   Zahlwert  mit  e,   so  wird   die  Grösse  (4)   fäf 
den  Grenzzastand  =  log  e ;  daher  folgt  ans  (2) 

— ^x  =  loge 
d  X 

oder  indem  man  logx  statt  y  schreibt 

dx 


(7)  dlogx  =  loge 


X 


In  dieser  Gleichung  ersetzt  nnn  log  e  die  Zahl  0,4343  der  Glei- 
chang  (3).  Allein  in  (7)  ist  die  Basis  des  Logarithmensystems  gleich- 
gältig.  Man  nimmt  e  znr  Basis  eines  Logarithmensystems  und  nennt 
die  entsprechenden  Logarithmen  natürliche  oder  hyperbolische. 

Fnr  die  natürlichen  Logarithmen  ist  löge  —  1,  weil  der  Logarith- 
mus jeder  Basis  =  1  wird.  Folglich  erbfilt  man  für  natürliche  Loga- 
rithmen aus  (7) 

(8)  dlogx  =  -^. 

Das  Differential  des  natürlichen  Logarithmus  einer  veränderlichen 
Grösse  wird  also  erhalten,  wenn  man  das  Differential  der  veränder- 
lichen Grösse  durch  diese  Veränderliche  dividiert. 

Wenn  in  der  Folge  Logarithmen  vorkommen  und  nichts  über  die 
Basis  derselben  bemerkt  ist,  so  sind  immer  natürliche  Logarithmen 
darunter  verstanden.     Nach  obiger  Regel  ist 

2d  X 

d  log X*  =  — ^;  d  (x  log x)  =  (1  +  log x)  d  x. 

d log (a  +  x)  =  -^  ;  d log (x  +  FT -f^)  =  ,.-^1-. 

17.  Mferential  der  EiptneBtUlgrötte  a"".  In  dieser  Grösse  sei 
die  Basis  konstant.  Man  schreibe  y  =  a^  und  nehme  auf  beiden  Seiten 
die  Logarithmen,  so  ist 

log  y  =  X  log  a. 

Durch  Differentiation  dieser  Gleichung  ergibt  sich  nach  §  16  u.  10 

— ~  =  d  X  log  a. 
y 

Man  schreibe  hierin  a^  für  y,  so  folgt 

(1)  da*  =  a*dxloga. 

Das  Differential  der  Exponentialgrösse  a*  ist  also  gleich  dieser 
Grösse,  multipliziert  mit  dem  Differential  dos  Exponenten  und  dem 
natürlichen  Logarithmus  der  Basis. 
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Wenn  die  Grösse  a  zur  Basis  der  oatüriicheD  Logarithmen  wird, 
also  den  Wert  e  =  2,71828..  hat,  so  ist  loge=l  und  Gleichung  (1) 
geht  aber  in 

(2)  de*  =  e*dx. 

Durch  DiTision  dieser  Gleichung  mit  e^  folgt 

de'' 


e* 


=  dx. 


Denkt  man  sich  nun  die  Gleichung  y  =  e^  geometrisch  dargestellt  und 
Iftsst  man  x  sich  stetig  ändern,  so  entsteht  die  Proportion  d  y :  y  = 
dx:l.  Wenn,  wie  dies  gewöhnlich  geschieht,  dx  konstant  bleibt,  so 
ist  auch  das  Verhältnis  d  y :  y  der  ganzen  Kurve  entlang  konstant. 

Nach  Gleichung  (2)  wird  sein 

dx 
de»(x—  l)  =  e*xdx;       de'««*  =  e'"»*--^. 

de-^*= -2xe-^*dx;      deV^^eV^*-      ^^ 


2Kx  • 

18.  iifffreitlai  der  Expenentialgrösse  (f  (\Y,    Man  schreibe  y  =  u^, 
nehme  auf  beiden  Seiten  die  Logarithmen,  so  kommt 

log  y  =  X  log  u. 

Wird  difFerentiiert  und  berücksichtigt,  dass  u  eine  Funktion  von  x 
ist,  so  erhält  man  nach  §  16  und  12 

=  X f-  log  u  d  X, 


y  u 

und  hieraus,  wenn  der  Wert  von  y  eingeführt  wird 

d  u*  =  X  u*""^  d  u  4"  u*  log  u  d  X. 

Somit  besteht  das  Differential  aus  zwei  Teilen.  Der  eine  Teil 
wird  erhalten,  wenn  man  in  u^  den  Exponenten  konstant;  der  andere 
Teil,  wenn  man  in  u'^  die  Grundzahl  konstant  betrachtet. 

19«  ilffereDtial  eines  Sinas.  Man  setze  y  ==  sin  x  und  betrachte 
die  Grösse  x  als  Bogen,  beschrieben  mit  dem  Halbmesser  =  1.  Lässt 
man  x  übergehen   in  x4-  Ax,  so  wird  y  zu  y  +  Ay  und  man  erhält 

y  +  Ay  =  sin(x  +  Ax). 

Entwickelt  man  sin(x  + Ax)  in  zwei  Teile  und  zieht  y  =  sinx 
ab,  so  kommt 

(1)  Ay  =  sin  x cos  Ax  +  cos  x sin  Ax  —  sin  x. 

Ax 
Nun  ist   aber  cos  Ax  =  1  --  2  sin^  — ^,  folglich  gibt  Gleichung  (1) 

Ax 
Ay  =  cos  X sin  Ax  —  2  sin  x  sin^  — r-, 

2* 
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d  tang  X  =  — ^ d  X,     d  cotaDg  x  = 

dtaDsx  ^  - — s-,      d  cotanex  = r-s-- 

COS'X  BlDTt 

Dm   die  übrigen   trigonometri sehen   FuDktiotieD  zd   differenüierea, 
berück  sichtige  mao  die  Relationen 

1  1 

seci  =  — — ,      cosecx  =  ^ — , 
cos  A  SID  X 

sin  vers  jt  =  1  ^  cos  x,      cos  vers  x  =  1  —  sin  s, 
so  folgt  aoter  Anwendung  vorangegangener  Regeln 

sin  X    ,  ,  cos  X   , 

dsecx  —  — ^-  dx,      d  cosecx  — r=     dx. 

cos^x  sin*x 

d  sin  vers  x  =  sin  z  d  x,       d  cos  vers  x  —  —  cos  x  d  x. 

23.  Ilfereitlal  itw  HretifiiktUHv   4rcnisiHB«  vid  AkuschImi. 

Es  ftei  der  Halbmesser  AB  (Fig.  5)  eines  Kreisbogens  —  1,  der  Kreis- 
bogen BC  — X.  Zieht  man  CD  senkrecht  anf  AB  und  setzt  Cl>  —  y, 
AD  =  z,  80  ist 

(1)  y  =  sin  X,       z  -  cos  x. 

Pjg_  5_  In   diesen  Gleichungen   sind  y  und  z   als  Funk- 

tionen des  Bogena  x  dargestellt,  Wenn  umgekehrt 
der  Bogen  als  Funktion  des  Sinns  oder  Cosinus  aas- 
gedrSckt  werden  soll,  so  schreibt  man 

(2)  X  —  arc  sin  v,       x  =  arc  cos  z. 

Diese  Gleichungen   sagen:   x  ist  der  Bogen  (Arcns), 
dessen  Sinus  =:  y  und  dessen  Cosinas  =  z. 
Um  das  Differential  d  X  des  Bogen s  zn  erhalten,  differentiiere  man 
die  Gleichung  (1).     Man  erhält 

d  y  =  cos  X  d  X,       d  z  =  —  sin  x  d  x. 

,„,  d    = -^  d=—    "^^ 

cos  X  '  '  sin  X  ■ 

In  diesen  Gleichungen  muss  cosx  durch  y  nnd  sinx  durcli  z  aus- 
gedrfickt  werden.     Nun  ist  aber  vermOge  der  Gleichungen  (I) 


o.x  =  Kl- 

■in 

X- 

Vi 

—  y^ 

mx  =  yT= 

"coT 

x  = 

VT 

-^*-: 

Hierd 

arch 

geheo  d 

e  GleichaDgen 

(3) 

aber  in 

ds.- 

dv 

d> 

= 

¥ 

dl 
T-  z*' 

oder 

wenu 

mm  die 

Werte  Ton  x 

aos 

(2) 

hier 

einführt 
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(4"!  d  arc  sin  y  =  :r=7^j=r-  :, 

(5)  d  arc  cos  z  =  — 


Aus  (4)  and  (5)  folgt  anmittelbar 

.     X  a  dx 

d  arc  sin  —  = 


—  d  y  1  —  X  dx 


d  arc  cos  Ki  —  x  =  ^. —      .  __.       _  . 

Kl  -  (1  -  x)        2  Kx  -  x^ 

24.  lifferential  y«b  ArcastaBgens  hbiI  ArguscBtaigens.     Es  sei 

(1)  y  =  tangx,       z  =  cotgx. 

Drückt  man  x  als  Funktion  von  y  und  z  aus,  so  schreibt  man 

(2)  X  =  arc  tang  y,       x  =  arc  cotg  z. 

In  diesen  Gleichungen  bezeichnet  x  einen  Bogen,  beschrieben  mit 
dem  Halbmesser  =  1,  dessen  Tangente  =  y  und  dessen  Cotangente  =  z 
sein  soll.     Man  sucht  das  Differential  des  Bogens  x. 

Die  Differentation  der  Gleichungen  (1)  gibt 

dx  .  dx 


<^y  =  ZZ2::'  dz=- 


cos-'x  sin'x 


(3)  dx  =  cos^xdy,     dx  =  ~  sin^xdz. 

Hierin  sind  cos  x  und  sin  x  mit  Hilfe  der  Gleichungen  (1)  auszudrucken 
durch  y  und  z.  Nun  ist  aber  nach  bekannten  trigonometrischen 
Relationen 


cos^x  =  - — -— TT  =  -1 — :  — «,        sin^x  — 


1  -I-  tong^x       1  +  y*'  1  +  cotg^x       1  +  z^* 

Setzt   man   diese  Werte  und   die  von  x  aus  (2)  in  (3),  so  erhält  man 
die  gesuchten  Differentiale 

fM\  j     ^  ^y  j        X  dz 

(4)  d  arc  tang  y  =  Y~r~2»  ^  *^^  ^^^  z  =-=  —  -  -   -^, 

Auf  ähnliche  Weise  findet  man 

j  dx  -  dx 

d  arc  sec  x  =  —-r/^^^  ^-=--.         d  arc  cosec  x  ~ :;-  -  -  .  --_ -. 

xKx^-l  xKx^-1 

2S.  üffereDtiatioH  der  VuiktUneD  tob  FuBktUBeB.  Die  veränder- 
liche Grösse  einer  Funktion  ist  öfters  eine  Funktion  einer  andern  ver- 
änderlichen Grösse.     Dies  ist  z.  B.  der  Fall  in  den  Ausdrücken 

log  (x  +  2  X*),       log  sin  x,       tang  ]/^a^  —  x*. 


d  y  = TT^ — --  cos  V^a^  —  x*^. 
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Solche  FanktioDen  können  darch  eine  passende  Sabstitution  oder 
Transformation  immer  auf  eine  der  einfachen  Funktionen  gebracht  wer- 
den, deren  Differentiale  bisher  abgeleitet  wurden.  Einige  Beispiele 
werden  dies  zeigen. 

I.  Es  sei  zu  differentiieren  y  =  (a  +  bx°)". 

Man  setze  a  +  bx"  =  z,  so  ist  y  =  z",  also  dy  =  nz"""*dz  nnd 
dz  =  mbx'°~Mx.     Drückt  man  z  wieder  durch  x  ans,  so  folgt 

dy  =  n(8  +  bx")"-*-mbx"-*dx. 

IL  Die   gegebene  Funktion  sei  y  =  sin  Ka^  —  x^. 

Manschreibe  V»^  —  x*  =  z,  so  ist  y  =  sinz,  dy  =  coszdz. 
Führt    man   in    die    letzte   Gleichung    ein    cos  z  =  cos  V^a^  —  x^    und 

d  z  = ,- ^=— ",  so  wird 

y^i^^x^ 

xdx 

lil.  Es  sei  gegeben  y  =  log  9^  (x). 

dz 
Man  setze  y(x)  =  z,  so  ist  y  =  logz,  dy  = ;  mithin 

z 

Hieraus  erhält  man  unmittelbar 

\  ^  X  j ,       .  cos  x 

dlog(a~x)=-  ,         dlog8inx=    — — dx. 

a  —  x  sm  X 

IV.  Zu  differentiieren  y  =  a*  +  *'***. 

Für  X  +  2  x'"^  —  z  erhält  man  y  =  a*,  d  y  =  a*  d  z  log a ,  d  z  == 
(1   r4x)dx;  folglich,  indem  man  z  durch  x  ausdrückt 

dy  =  a»+2x^(i  +4x)dx-loga. 

V.  Es  sei   ferner  y  =  e*  . 

Man  schreibe  a*  =  z,  so  ist  y  ^  e*,  dy  =  e*dz;  allein  dz  = 
a'logadx;  folglich 

dy  =  e*  -a*  log  ad x. 

Auf  diese  Weise  können  folgende  Gleichungen  abgeleitet  werden 

dx    .    .  ,         .     1  -x^  2dx 


d  cos  log  X  =  —    --   sin  log  x ;         d  arc  sin 


dlog 


X    ^"'         1  +  x*^  1  +  x^' 

Kr+ X  +  K 1  -  X  dx 


Ki  +  x-  Ki~x        xVT^x^' 

d  (sin  x)*  =  x  (sin  x)*~*  cos  x  d  x  +  (sin  x)*  d  x  log  sin  x. 
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H,  kllgtmtlmt  iantrIliDg  des  iilferentials  der  PonktioMei  ?•■ 
^■■ktUiiea*  Die  Fanktion  einer  FnnktioD  kaon  allgemeiD  mit  dem 
Aosdnick  F[f(x)]  bezeichnet  werden.     Es  sei  za  differentiieren 

(1)  y  =  F[f(x)]. 

Man  setze  zur  Abkörznng 

(2)  z  =  f(x),     also     y  =  F(z) 

and   difTerentiiere   diese  beiden  Gleichungen,   so   wird   mair  nach   bis- 
heriger Bezeichnung  schreiben 

(3)  dz  =  df(x),       dy  =  dF(z). 

Allein  df(x)  nimmt   in   der  Ansfnhrung   die  Form  r(x)dx  und  dF(z) 
die  Form  F'(z)dz  an,  worin 

die  Differentialqaotienten  bezeichnen.     Man  erhält  daher  aus  (4) 

dz  =  f'(x)dx,      dy  =  F'(z)dz. 

Setzt  man  in  die  zweite  dieser  Gleichungen  die  Werte  von  y,  z  und  d  z, 
so  erhält  man  als  gesuchtes  Differential 

(5)  dF[f(x)]  =  F[f(x)].r(x)dx. 

Man  kann  die  Differentialquotienten  (4)  noch  in  folgender  Form 
andeuten 


dz        df(x)             dy 

dF(z) 

dx           dx    '           dz 

~     dz    • 

Also  die  Differentialen  bezeichnen  mit 

dz  —  -  7       -dx,          dv  '- 
dx 

-^  -   -       •  dz. 
dz 

Setzt  man  in  die  zweite  dieser  Gleichungen  die  Werte  von  y,  z  und  dz, 
so  erhält  man  als  gesuchtes  Differential 

(6)  dF[f(x)]_-^j^^.-^^.dx. 

In  den  Gleichungen  (5)  und  (6)  stimmen  die  drei  Faktoren  rechts 
der  Reihe  nach  miteinander  nberein. 

27.  iiffereitlati««  nentwickeltfr  Nnktit neu.  Die  allgemeine  Form 
solcher  Funktionen  (§2)  ist  f(x,  y)  =  0.  Hierbei  ist  es  gleichgültig, 
welche  der  GrOssen  x,  y  die  unabhängig  Veränderliche  sei.  Diese 
Gleichang  wird  differentiiert  nach  den  Regeln,  welche  über  Summen, 
Prodakte,  Quotienten  etc.  entwickelter  Funktionen  aufgestellt  wurden. 
Dadurch  wird  jedes  Glied  im  Differential  entweder  dx  oder  dy  als 
Faktor  enthalten.  Fasst  man  alsdann  die  Glieder  mit  d  x,  ebenso  die- 
jenigen mit  dy  zusammen,  so  erhält  man  eine  Gleichung  von  der  Form 

Pdy  +  Qdx  =  0, 
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in  welcher  P  die  Summe  der  Glieder  mit  dy  and  Q  diejenige  der 
Glieder  mit  dx  bezeichnen. 

I.  Gegeben  y  log  x  +  x  a>'  +  b  =  0, 

y 

SO  folgt  logxdy  +  ^~dx  +  a^dx  +  xa^  dyloga  =  0, 

(iogx  +  xay  log  a)  dy  +  (—  +  ay^  dx  =  0, 

dy yx~^  +  a^ 

d  x  log  X  +  X  a^  log  a* 

II.  Es  sei  b  sin*(x  +  y)  =  a, 

so  wird  2 b  sin  (x  +  y)  cos  (x  +  y)  (dx  +  dy)  =  0, 

dx  ^• 

Aus  der  gegebenen  Gleichung  ergibt  sich,  dass  sin(x4-y),  also 
auch  X  +  y  konstant  ist.  Daher  wird  das  Differential  von  x  -f  y  zu 
Null,  d.  h.  es  ist  dx  +  d  y  =  0,  woraus  auch  sofort  das  obige  DifFerential- 
verhältnis  hervorgeht. 

28.  AltgeneiBes  VerfahreBi  unentwickelte  PirnktUnen  lu  differen- 
tiieren.  Die  Funktion  f(x,y)  muss  immer  =0  sein,  welche  gleich- 
zeitigen Werte  man  für  x,y  in  dieselbe  einführen  mag.  Setzt  man 
daher  x+  Ax  für  x,y  +  Ay  ffir  y,  so  wird  man  haben 

f(x  + Ax,y+  Ay)  =  0. 

Folglich  der  Unterschied  beider  Zustände  derselben  Funktion 

f(x+ Ax,y-|- Ay)-  f(x,y)  =  0. 

Indem  man  f(x-|    Ax,y)  addiert  und  subtrahiert,  erhält  man 

^  ^  Av"  '"  "    '  Ax 

f(x+  Ax,y)-f(x,y)  _  ^ 

Ax 

Allein  die  Grösse  f  (x  +  Ax, y  +  Ay)  —  f(x  -f  Ax,y)  ist  die  Differenz 
zweier  Zustände  derselben  Funktion,  in  welchen  Zuständen  die  Variable  x 
den  gleichen,  die  andere  Variable  y  verschiedene  Werte  hat.    Folglich  ist 

f(x  +  Ax,y  +  Ay)  -  f  (x  +  Ax,y)   _   Af(x+  Ax,y) 

Ay  Ay 

Ganz  aus  gleichem  Grunde  wird  sein 

Ax  Ax     '         ' 

Setzt  man  diese  Werte  in  (1),  so  folgt 


A 


f(x+  Ax,y)     Ay    ,    Af(x,y)       ^ 
Av  Ax  Ax 
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Ay 
Nimmt  Ax  ohne   Ende  ab,   so  konvergiert  -—    gegen  die   bestimmte 

d  V 
Grenze  -r^'=tanga  (§  6,   Gleichung  2),    während  x+  Ax  sich  dem 
dx 

Werte   x    ohne   Ende   nähert.      Folglich   erhält   man   aus   (1)   für  den 
Grenzzustand 

df(x,y)      dy     ,    df(x,y)  ^^ 


(2) 


dy          dx 

'        dx 

df(x,y) 

dy 

dx 

dx 

df(x,y) 

dv 


Die    Grösse    — a\       ^^^   ^^^  Differentialquotient   der   gegebenen 

Funktion,    wenn  in   ihr   nur  y  als  veränderlich  angenommrn  ist,   und 

df  (x  y^ 

— '  der  Differentialquotient  der  Funktion,   wenn   dieselbe  nur  in 

dx 

dy 
Hinsicht  x  differentiiert  wird.     Um  also  den  Quotienten  -^ —  zu  finden, 

dx 

bilde  man  die  Differentialquotienten  der  Funktion  in  Hinsicht  x,  so- 
dann in  Hinsicht  y,  dividiere  den  erstem  durch  den  letztern  und  nehme 
das  Resultat  mit  entgegengesetztem  Zeichen. 

Die  Gleichung  (2)  kann  auch  wie  folgt  geschrieben  werden 

(^\  ^f(x,y)      .      ,    df(x,y)     ,^,  _^ 

(3)  _______ dy+_-^^-_.dx-0. 

Mithin  zerfällt  das  vollständige  Differential  der  Gleichung  f  (x,y)  =  0 
in  zwei  Teile.  Der  eine  Teil  wird  erhalten,  wenn  man  die  Gleichung 
nur  in  Hinsicht  der  einen  Veränderlichen  differentiiert,  der  andere, 
wenn  man  sie  nur  in  Hinsicht  der  andern  Veränderlichen  differentiiert. 
Diese  Teile  nennt  man  die  partiellen  Differentiale  der  Gleichung.  Das 
totale  Differential  ist  also  die  Summe  aus  den  partiellen  Differentialien. 

I.  Aus  der  allgemeinen  Gleichung  vom  zweiten  Grad  mit  zwei 
Veränderlichen 

Ay2  +  Byx  +  Cx^  -f  Dy  +  Ex  +  F  =  0 

ergibt  sich  durch  Differentiation: 

Differential  in  Hinsicht  y     .     .     ^(2Ay  +  Bx  +  D)dy, 
Differential  in  Hinsicht  x     .     .     =  (2  C  x  +  B  y  +  E)  d  x, 

Vollständiges  Differential  als  Summe  der  partiellen 

(2  Ay  +  Bx  +  D)dy  +  (2  Cx  +  By  +  E)  dx  =  0, 

dy  2Cx  +  By  +  E 


Differentialquotient 


dx  2Ay  +  Bx  +  D' 


a  —  X 


IL   Gegeben     f  (x,  y)  =  V^a^  —  x^  sin  y  +  log =  0;  daher 

a      y 


DitTerentiulq.  in  Hiosiclil  x 


■      dx  Ki' 


Differentialq.  in  Hiosicht  y  .     .  — :-^-=--  —  Ka*  —  x*  cos  v  -i 

^  '  dy  a-y 


xsiuy 


DifferenlialqaotieaL 


ds        1^  j —  T,  ,       1     ■ 

K  a*    -  x^cosv  -f  — 

s-y 


II.    Haxlmnin  and  Hlnlmnm  der  Fanktionen. 

S9.    BrkUr»s  th  HaiiMiH    »d  llilnm  mmi  leMiaMitgswelie 

derselbe!.  Man  deoke  aich  die  Gleichnog  y  =  f(s)  oder  f(i,y)  =  0 
geometrisch  dargestellt  und  lasse  die  unabh&ogig  Ver&nderlicbe  x  eich 
stetig  äDdern,  so  ist  es  mSglicb,  dass  die  abbSogig  VeräodeHiche  y, 
d.  h.  die  Funktion  von  x,  bis  zu  eioem  genisseD  Werte  AB  (Fig.  6  a.  7) 
wächst  Dod  daoD  wieder  abnimmt.  In  diesem  Fall  nennt  man  jenen 
grOssteu  Wert  der  Funktion  ein  Maximum.  Die  Funktion  kann  aber 
anch  bis  zn  einem  gewissen  Werte  CD  (Fig.  6  und  9}  abnehmen  nnd 
sodann  wieder  wachsen.  Alsdann  beisst  Jener  kleinste  Wert  der  Fank- 
tion  ein  Minimum. 

Fig.  (i,  Fig.  7.  Fig.  ö.  Fig.  9. 


Es  ist  möglich,  dass  eine  Funktion  keine  Maxima-  oder  Minima- 
Werte  hat  oder  dass  sie  deren  mehrere  besitzt. 

Legt  man  dnrch  die  Punkte  A  und  D  Tangenten  an  die  Kurven, 
so  mässen  diese  Tangenten  parallel  zur  Abscissenacbse  x  sein,  weil 
die  Nacbbarordinaten  zu  beiden  Seiten  von  AB  kleiner  als  AB,  nnd 
zu  beiden  Seiten  von  CD  grösser  als  CD  sind. 

Wegen  dieser  Lage  der  Tangenten  durch  A  nnd  D  muss  nach  §  7 
dv 
der  Differentialqaotient  -r^  der  gegebenen  Funktion  =  0  sein. 

dy 
Man   leite   also  den   DifTereDtialquotieoten  ~p-  ab,  setze  ihn  =  0, 

bestimme  daraus  alle  mOglicben  Werte  von  x  und  führe  sie  in  die  ge- 
gebene Funktion  ein,  so  kOnnen  die  daraus  hervorgehenden  Fanktions- 
werte  Maxima-  nnd  Minima- Werte  sein.  Es  ist  jedoch  nicht  notwendig, 
dass  sie  solche  sind.     Denn  die  Werte  von  x,  welche  aus  der  Gleichung 


-7-^  =  U  hervorgehen,  böDnen  uach,  wie  die  beideu  Figureo  10  uud  11 

lugen,   andere    eigeDtnm liehe  Punkte  E,  H  der  Kurven    anzeigen.       In 

beiden  Karven  ist  die  Tangente  durch 

die  Karvenpookte  E,  H  ebenfalls  pa-  Fig.  10.  Fig.  11. 

rallel  zur  Abscisseoachae ;  allein  beim 

ersten  Punkt  tritt  eine   Wendung   in 

der    Rrümmaög,    beim    zneiteu    eine 

UnterbrechoDg    ira    Laaf    eiaes    oder 

mehrerer  Rarvenaste  ein.  Der  Punkt  B 

heisst  Wendepunkt,  der  zweite  eine 

Spitze'>|^er  Kurve. 

M.    HcHiekbeB  der  RaiiBt  nad  llaiHa  der  FanktUaea.     V.s  sei 

y  =  f(-t)  oder  F(x,y)=-0  gegeben.      Man   stelle    diese    Funktion  geo- 
metrisch  dar.      Die    rechtwinkeJigeu    Koordinaten    eines    Karvenpuoktes 
seien  AB  =  s,  BC=y  (Fig.  12).     LSsst  man  x  übei'gehen  in  x-f-dx, 
80  geht  y  über   entweder  in  DE=^y  +  dy  oder 
in  DG  =  y  —  dy,  je  nachdem   die  Ordinate  um  Fig.  12. 

EF  znnimmt  oder  um  GF  abnimmt.  Im  ersten 
Fall  haben  dx  and  dy  gleiche,  im  zweiten  Füll 
entgegengesetzte  Vorzeichen.     Daraus  folgt: 

a)  Wenn  in  eiuer  Funktion  die  unabh&ngig 
Veränderliche  x  wächst  und  es  haben  dabei  dx 
nnd  dy  gleiche  Vorzeichen,  so  wächst  such  die 
FanktioD  y.  Haben  dagegen  dx  nnd  dy  entgegen- 
gesetzte Zeichen,  so  nimmt  die  Funktion  ab. 

h)  Venu  in  einer  Funktion  y  die  nnabbftogig  Veränderliche  x 
w&chst  and  es  geht  hierbei  das  Differential  dy  stetig  von  positiven 
Werten  darch  die  Null  in  negative  Werte  fiber,  so  wird  die  Funktion  y 
wachsen  bis  za  dem  Werte  von  x,  welcher  d  y  =^  0  macht  und  sodann 
abnehmen.     Folglich  wird  y  ein  Maximum,  wenn  dy  =  0. 

c)  Wenn  für  wachsende  Werte  von  x  das  Differential  d  y  stetig 
ans  D^ativen  Werten  durch  die  Null  in  positive  Qbergeht,  so  wird  y 
abndimeD  bis  zu  dem  Werte  von  x,  welcher  d  y  ^^  0  macht.  Folglich 
wird  y  ein  Hinimnm,  wenn  dy  =  0. 

d)  Wenn  für  wachsende  Werte  von  x  das  Differential  stetig  ans 
positiven  Werten  durch  die  Null  in  positive  oder  aus  negativen  Wer- 
ten dnrch  die  Null  in  negative  übergeht,  so  wird  im  ersten  Fall  die 
Funktion  y  immer  wachsen,  im  zweiten  immer  abnehmen.  Also  ent- 
spricht den  Werten  von  x ,  welche  d  y  —  0  machen ,  ein  Wendepunkt 
der  Kurve. 

e)  Wenn  ffir  die  wachsenden  Werte  von  x  das  Differential  stetig 
ans  positiven  oder  ans  negativen  Werten  in  die  Nnll  übergebt  nnd  es 
gibt  der  Wert  von  x,  welcher  dy  =  0  macht,  eine  Grenze  der  Stetig- 
keit der  Funktion,  welche  den  Lanf  der  Kurve  nnterbricht,  so  ent- 
spricht diesem  Werte  von  x  eine  Spitze  der  Knrve. 

Sl.  Aa^bc,  Eine  gerade  Linie  von  der  Länge  a  in  zwei  solche 
Teile  an  teilen,  dass  das  Rechteck  ana  beiden  Teilen  ein  Maximum  wird. 
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Der  eine  Teil  der  Geraden  sei  x,  so  ist  der  andere  a  — x  nnd 
die  Rechtecksfläche  y  =  x(a    -x).     Mithin  wird  sein 

y  =  ax  —  x^,  --     =  a  —  2  X. 

^  dx 

dy 
Setzt  man   ^  —  =  0,  so  folgt  a  —  2  x  =  0,  x  —  ;J  a.    Nun  kann  x, 
dx 

dem  Sinne  der  Aufgabe  entsprechend ,  von  x  ==  0  bis  x  =  a  wachsen. 

Wächst  X  von  0  bis  ^a,   so  bleibt  dy   positiv,   also   wächst  auch  y; 

nimmt  x    von  ^a  bis  a  zu,  so  wird   dy  negativ,   also   nimmt   y   ab. 

Folglich  wird  y  ein  Maximum  für  x  =  ^  a.     Mithin  muss  die  Gerade  in 

zwei  gleiche  Teile   geteilt   werden,   wenn   das   Rechteck   ein  Maximum 

werden  soll.     Unter  allen  Rechtecken  von  gleichem  Umfang  hat  somit 

das  Quadrat  den  grössten  Inhalt. 

U.  Aufgabe.  Zu  zeigen,  dass  unter  allen  Rechtecken,  welche  in 
einen  Kreis  beschrieben  werden  können,  das  Quadrat  den  gr6ssten 
Umfang  und  die  grösste  Fläche  hat. 

Der  Durchmesser  des  Kreises  sei  =  a,  der  Winkel,  welchen  die 
Diagonale  a  des  Rechtecks  mit  einer  Rechtecksseite  bildet  =  a ,  der 
Umfang  des  Rechtecks  =  u  nnd  dessen  Fläche  =  y,  so  wird  sein 

u  =  2  a  (sin  a  +  cos  a),         -       =  2  a  (cos  a  —  sin  «), 

Qa 

dy 
y  =  a*  sin  a  cos  «,  -    -  =  a^  (cos^a  —  sin^a). 

da 

Setzt  man  -j —  =  0  und  -  —  ==  0,  so  folgt  in  beiden  Fällen 
da       .  da  ° 

sin  «  =  cos  a,         a  =  ^n. 

Der  Winkel  a  kann  sich  hier  von  a  =  0  bis  a  =  ^  77  ändern.  Wächst  a 
von  0  bis  ^tt,  so  bleibt  sowohl  du,  als  auch  dy  positiv;  also  wachsen 
auch  u  und  y.  Wächst  a  von  ^tt  bis  ^tt,  so  werden  du  und  dy 
negativ;  also  nehmen  u  und  y  ab.  Somit  wird  sowohl  u  als  y  ein 
Maximum  für  a  =  |7r,  also  wenn  das  einbeschriebene  Rechteck  ein 
Quadrat  ist. 

33*  Aufgabe.  Es  seien  a,  b  zwei  konstante  Seiten  eines  Dreiecks 
und  Y  der  von  ihnen  eingeschlossene  Winkel.  Bei  welchem  Werte 
von  7  wird  die  Dreiecksfläche  F  ein  Maximum? 

Betrachtet  man  a  als  Grundlinie  des  Dreiecks,  so  ist  bsiny  des- 
sen Hohe;  folglich  wird  sein 

r  =  --  ab  sm  ;',  ~  ~  "^  ^"  ^^s  Y' 

Aus  der  Bedingung  d F  =  0  folgt  cos y  =  0,  y  =  ^ti.  Nun  kann 
y  sich  von  0  bis  n  ändern.  Nimmt  y  von  0  bis  ^tt  zu,  so  bleibt  d  F 
positiv,  also  wächst  F;  nimmt  y  weiter  von  ^n  bis  tt  zu,  so  wird 
dF  negativ,  also  nimmt  F  ab.  Folglich  wird  F  für  y  =  ^tt  ein  Maxi- 
mum. Die  gegebenen  Seiten  müssen  also  rechtwinkelig  zu  einander 
stehen,  wenn  die  Dreiecksfläche  ein  Maximum  sein  soll. 


/ 
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H.  kmtfßkt:  Ein  Cylioder  habe  ein  konslantea  Volumea  V.  Aeadert 
man  das  Verhältois  der  Cylinderhöbe  b  nnd  des  Halbmessers  x  der 
Grundfläche,  so  ändert  sich  anch  die  Oberfläche  F  des  Gylinders.  Bei 
welchem  Verhältnis  von  b  and  x  wird  P  ein  Hinimnm!' 

PSr  das  VoInmeD  and  die  Oberfläche  des  Oylinders  hat  man 

V  =  7rx'b,         F=27rx*-[-27ixh. 

Weil  die  Fläche  F  sich  nar  auf  ein  gegebenes  Volumen  beziehen 
soll,  so  moss  in  der  zweiten  Gleichang  für  F  die  Grösse  V  eiogeführl 
werden.  Man  erreicht  dies,  wenn  man  ans  beiden  Gleichungeii  h  eli- 
miniert. Dadorch  erhält  msu  folgende  eine  einzige  unabhängige  Grösse  x 
enthaltende  Gleichungen 

c.      «       ,   ,    2V  dF       ,  2V 

F  =  27rx»  +  — ,  -^—  ^inx  -  -  =■ . 

X  d)C  x" 

Setzt  man  den  Wert  von  dF  =  0,  so  Sndet  man 


-ni 


Nimmt  x  von  0  bis  in  dem  Werte  t/  — —  eo,  so  bleibt  dF  negativ 
and  P  wird  kleiner;  nimmt  es  noch  weiter  zu,  su  wird  dF  positiv 
Qod  P  wird  grosser.     Folglich  wird  F  ein  Minimum  für  "  — l/^- 

Bei  diesem  Werte  von  x  wird  h  =  2K,  d.  b.  die  Oberfläche  eines 
Gylinders  von  gegebenem  EOrperinhalt  ist  ein  Minimnm,  wenn  die  Hohe 
gleich  ist  dem  Durchmesser. 

Ein  Ge^s,  das  eioe  warme  Flüssigkeit  enthält,  wird  am  wenigsten 
Wärme  dnrch  die  Oberfläche  verlieren,  wenn  diese  Oberfläche  ein  Minimnm 
ist.  Folglieh  wird  bei  einem  cylindrischen  GeKsse,  das  diese  Be- 
dingung erfnilt,  die  Hohe  gleich  dem  Dnrchmesser  sein  müssen. 

ii,  Aaf|abe.  Man  soll  den  grOssten  Cylinder  suchen,  der  ans 
einem  gegebenen  Kreiskegel  geschnitten  werden  kaan. 

Es  sei  (Fig.  13)  der  Halbmesser  AB  der  KegelgrunÜflScbe  =^  r, 
die  Hohe  BO  des  Kegels  ^  h,  der  Halbmesser  DK  des  Gylinders  =  x, 
die  Hohe  BE  des  Gylinders  ^  y  nnd  das  Volumen  des  Gylinders  =  V, 
so  erhSIt  man 


(1)  V  =  ;rx»y. 

In  dieser  Gleichnng  ist  V  dorch  x  and  y  aus- 
gedrSckt;  allein  x  und  y  hängen  von  einander  ab,  so 
dass  eine  dieser  GrOssen  durch  die  andere  ausgedrückt 
werden  muss.     Nun  besteht  folgende  Proportion 
CE  _  ^  h- jr  _  h^ 

DE  ~  AB'  s      ""   r" 


Flg.  13. 


—      32      — 

Man  eliminiere  hieraus  and  ans  (1)  die  Grösse  y,  so  kommt 

r  dx  r 

Setzt  man  diesen  Differentialquotienten  =  0,  so  folgt 

X  =  0  und  X  =  f  r. 

Fär  X  =  0  wird  der  Inhalt  des  Cylinders  =  0 ,  also  zu  einem 
Minimum.  Lässt  man  x  von  0  bis  -f  r  wachsen,  so  bleibt  d  V  positiv, 
also  w&chst  auch  V.  Wächst  x  weiter  bis  r,  so  wird  d  V  negativ,  also 
nimmt  V  ab.  Mithin  wird  V  ein  Maximum  fär  x  =  ^  r.  Setzt  man 
diesen  Wert  in  obige  Proportion,  so  findet  man 

Der  grösste  in  einem  Regel  beschriebene  Cylinder  hat  also  zur 
Höhe  ein  Drittel  von  der  Höhe  des  Kegels.  Der  Inhalt  dieses  grössten 
Cylinders  ist  f  vom  Inhalt  des  Kegels. 

M.  Aifgtbe.  In  einem  Kreisausschnitt  vom  Halbmesser  R  nnd 
dem  Zentriwinkel  2  a  ziehe  man  eine  Sehne ,  welche  die  Endpunkte 
des  Kreisbogens  verbindet,  so  entsteht  ein  Dreieck,  gebildet  von  dieser 
Sehne  und  zwei  Radien.  Für  welchen  Zentriwinkel  wird  die  Fläche 
dieses  Dreiecks  ein  Maximum? 

Der  Inhalt  F  dieser  Dreiecksfläche  ist 

F  =  R*  sin  a  cos  «. 

Hieraas  folgt  durch  DifiPerentiation 

dF 

-; —  =  R*  (cos^a  —  sin^a)  =  R*  cos  2  a. 

da 

Setzt  man  dieses  Differentialverbftltnis  =  0,  so  muss  sein  cos  2  a  =  0, 
also  2a  ^^n.  Hierfür  ist  in  der  That  F  ein  Maximum;  denn  läast 
man  2  a  wachsen  von  0  bis  ^n^  so  bleibt  cos  2  a  positiv,  wird  aber 
sofort  negativ,  wie  2  a  diese  Grenze  überschreitet  ond  bleibt  negativ, 
bis  der  Bogen  ^rr  erreicht  ist.  Hier  entsteht  far  F  ein  Minimum. 
Für  2 a  =  0  und  =  7r  wird  F  =  0;  für  2 a  =  |7r  wird  F  =  ^R>  and 
für  2 a  =  |7r  wird  F  =  —  ^R*. 

S7.  Attfgake.  Ans  jedem  Kreisausschnitt  lässt  sich  der  Mantel 
eines  Kegels  bilden.  Der  Kubikinhalt  V  des  Kegels  hängt  ab  vom 
Zentriwinkel  x  des  Kreisausschnittes.  Nähert  sich  x  der  Null  oder 
360  Graden,  so  nimmt  V  rasch  ab.  Für  einen  bestimmten  Wert  des 
Zentriwinkels  wird  der  Kubikinhalt  des  Kegels  zu  einem  Maximum. 
Man  soll  diesen  Winkel  bestimmen. 

Es  sei  y  der  Radius  der  Grundfläche  nnd  h  die  Höhe  des  Kegeis, 
so  ist  dessen  Volumen 

(1)  V  =  iy«7rh. 

Allein  die  Grösse  V  soll  hierin  durch  den  Zentriwinkel  x  und  nicht 
durch  y  und  h  aqsgedruckt  sein.  Daher  müssen  Werte  für  y  und  h 
gefunden  werden,  welche  nur  die  eine  Variable  x  enthalten. 
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Es  sei  r  der  Radios  des  Kreisaasschnittes  und  b  sein  Bogen,   so 
hat  man 

^^^      .    ^  .        2r7rx 

X :  360  =  b :  2  r  TT,  b  =     -^.    . 

Es  ist  aber  anch  b  =  27ry,  d.  h.  gleich  dem  Umfang  der  Kegelgrand- 
fl&che.     Setzt  man  diese  beiden  Werte  von  b  einander  gleich,. so  folgt 

/Ä\  r  X 

(2)  y  = 


360* 

Ferner    erhält    man   vermöge  des    rechtwinkeligen    Dreiecks    mit   den 
Seiten  h,  r  und  y 

(3)  h*  =  r^  -  y«  =  (^y  (3602  _  ^2y 

Setzt  man  die  vorstehenden  Werte  von  y  und  h  aus  (2)  und  (3)  in  (1), 
so  erh&lt  man  als  Ausdruck  für  das  Volumen  des  Kegels 

oder  indem  man   zur  Abkürzung  —  (  )    =  c  setzt 

3  \  360  y 

V  =  cK3602-x*-x«, 
dV_     2-360^   x»-3x» 

dx       ^   Y  360«  •  X*  -  X«  * 

dV 

Für  -7—  =  0  wird,  indem  man  mit  x*  dividiert 
dx 

2  •  (360)2  -3x^  =  0;         x  =  293,938. 
Der  Zentriwinkel  des  Ausschnittes  muss  also  nahe  294®  betragen. 

38.  Aafgabe.  In  der  Physik,  Mechanik,  Astronomie,  praktischen 
Geometrie  etc.  sei  eine  Grösse  x  durch  Beobachtung  zu  ermitteln.  Bei 
n  aufeinander  folgenden  Versuchen  finde  man  dafür  die  Werte  ai,  as, 
83,  .  .  du.  Da  diese  Grössen  vom  wahren  Werte  x  etwas  abweichen, 
so  sind  X  — ai,  x  — a2,  .  .  x  —  an  die  Fehler  der  Beobachtungen. 

Nun  hat  Gauss  gezeigt,  dass  die  aus  der  Beobachtung  zu  be- 
stimmende Grösse  x  am  richtigsten  wird,  wenn  die  Summe  der  Qua- 
drate der  Beobachtungsfehler  ein  Minimum  ist.  Nach  dieser  „Methode 
der  kleinsten  Quadrate^'  muss  also  die  Funktion 

y  =  (x  -  ai)«  +  (x  -  aa)«  +  . .  +  (x  -  a«)^ 

ein  Minimum  sein.     Nun  ist 

^  =  2  [(x  -  ai)  +  (x  -  aa)  +  . .  +  (x  ~  a„)]. 

Setzt  man  diesen  Differentialquotienten  =  0,  so  folgt 

ai  +  a2  +  88  +  "  +  »n 

n 

AnttnheinitT,  ElemenUrbnch.  3 
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Dieser  Wert  von  x  ist  das  arithmetische  Mittel  aus  sämmtlichen 
Beobachtungen.  Lässt  man  x  von  0  bis  zu  diesem  Mittel  wachsen, 
so  bleibt  dy  negativ,  also  nimmt  y  ab.  Nimmt  x  noch  weiter  zu,  so 
wird  dy  positiv,  also  wächst  y.  Folglich  wird  y  ein  Minimum  für 
diesen  mittleren  Wert  von  x. 

Ans  einer  Anzahl  Beobachtungen  wird  der  richtigste  Wert  erhalten, 
wenn  man  das  arithmetische  Mittel  dieser  Beobachtungen  nimmt. 

39.  Aufgabe.  In  einem  Dreieck  sind  eine  Standlinie  c  (Fig.  14) 
und  die  beiden  anliegenden  Winkel  A  und  B  gemessen.  Man  soll  be- 
stimmen, welchen  Einfluss  der  Fehler,  welcher  am  Winkel  A  haftet, 
auf  die  gegenüberliegende  Seite  a  ausübt. 

Fig.  14.  Man  hat  die  Relation 

a:c  =  sin  A  :sinO,         asinC  =  csinA 

oder  da  sin  C  =  sin  (A  +  B),  so  hat  man  auch 

a  sin  (A  +  B)  =  c  sin  A. 

Nimmt  man  auf  beiden  Seiten  die  natärlichen  Logarithmen,  so  kommt 

log  a  +  log  sin  (A  +  B)  =  log  c  +  log  sin  A. 

Denkt  man   sich   hierin  A  und  a  veränderlich  und  B  und  c  konstant, 
so  erhält  man  durch  Differentiation 

da        cos  A  ,  .        cos  ( A  +  B)  ,  A 

^  u  A : — r, — -.    w^N  d  A. 


a         sin  A  sin  (A  4-  B) 

Bringt  man  rechts  unter  gleichen  Nenner,  so  folgt  durch  Zusammen- 
ziehung 

^^^  ~V  sinA8in(A  +  By^^* 

Nun  denke  man  sich,  die  Seite  AG  drehe  sich  um  den  Punkt  A 
herum  so,  dass  der  Winkel  A  stetig  von  0  in  ;r  übergehe,  so  durch- 
läuft der  Punkt  C  die  Gerade  BC  und  deren  Verlängerung.  Den  Aende- 
rungen  dA  des  Winkels  A  entsprechen  dabei  die  Aendernngen  da  der 
Seite  a.  In  jeder  Lage  des  Punktes  0  entsteht  ein  besonderes  Ver- 
hältnis zwischen  da  und  a.  Während  der  Punkt  G  auf  der  Geraden  BG 
fortschreitet,  ändert  das  Verhältnis  da[:^aTseinen  Wert.  In  einer  ge- 
wissen Lage  des  Punktes  G  wird  dieses  Verhältnis  ein  Minimum. 

^(L  Um  dieses  zu  bestimmen,  bedenk  man,  dass  das  Verhältnis  da:a 

nach  Gleichung  (1)  abhängt  vom  Wert  des  veränderlichen  Nenners 
sin  A  sin  (A  +  B)  ab.  Es  wird  d  a :  a  grösser,  wenn  dieser  Nenner  ab- 
nimmt und  ein  Minimum,  wenn  der  Nenner  ein  Maximum  wird.  Man 
bezeichne  diesen  Nenner  mit  y,  so  ist 

dv 

T-^  =  sin  A  cos  (A  +  B)  +  cos  A  sin  (A  +  B), 

(2)  ^  =  sin  (2  A  +  B). 
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8etzt  man  diesen  Differentialqaotienten  =  0,  so  erhält  man 

2A  +  B  =  0,       2A  +  B  =  7r,       2A  +  B  =  2;r,.. 

Die  Bedingung  2  A  -f  B  =  0  kann  nicht  bestehen,  weil  sonst  einer 
der  Winkel  A,  B  negativ  sein  müsste,  was  dem  Sinn  der  Aufgabe  nicht 
entspricht.  Die  Bedingung  2  A  +  B  =  2  77  ist  ebenfalls  unzulässig,  weil 
2(A  +  B  +  C)  =  27rund2A  +  B<2(A  +  B  +  C)  ist.  Deshalb  wird 
sin  (2  A  +  B)  =  0,  wenn  2  A  +  B  =  tt,  also  wenn 

A  =  ^(7r-B). 

Läset  man   in  der  Gleichung  (1)  den  Winkel  A  von  0  bis  ^(tt  — B) 

wachsen,  so  bleibt  dy  positiv,  also  wächst  y.     Wächst  A  noch  weiter, 

so  wird  dy  negativ,  also  nimmt  y  ab.     Folglich  wird  y  ein  Maximum, 

da 
also ein  Minimum,  wenn  A  =  ^{n  ~B). 

Setzt  man  diesen  Wert  von  A  in  die  Gleichung  A  +  B  +  C  =  tt, 
so  folgt 

C  =  -H^-B). 

Folglich  wird  C  =  A  für  den  Fall,  dass  da:a  ein  Minimum  wird. 

Nun  sei  dA  die  Grösse,  um  welche  A  fehlerhaft  gemessen  wurde, 
so  wird  d  a  der  Fehler  der  Seite  a  sein.  Der  kleinste  Fehler,  welcher 
beim  Messen  eines  Winkels  an  der  gegenüberstehenden  Seite  entsteht, 
tritt  somit  ein,  wenn  die  Stand linie  und  die  berechnete  Seite  einander 
gleich  sind. 

Setzt  man  nun  a  =  c  voraus  und  berechnet  den  Einfluss,  welchen 
der  Winkel  B  auf  die  gegenüberstehende  Seite  b  hat,  so  ergibt  sich 
in  gleicher  Weise,  dass  die  Standlinie  c  und  die  gesuchte  Seite  b  ein- 
ander gleich  sein  müssen,  wenn  der  Fehler  der  Seite  B  ein  Minimum 
sein  soll.  Daraus  folgt,  dass,  wenn  aus  einer  Seite  und  den  beiden 
etwas  fehlerhaft  gemessenen  anliegenden  Winkeln  die  übrigen  Stücke 
zu  berechnen  sind,  die  Fehler  dieser  Stücke  ein  Minimum  werden, 
wenn  das  Dreieck  gleichseitig  ist. 

4#.  Aafgabe.  In  der  geraden  Linie,  welche  zwei  leuchtende 
Punkte  M  und  N  verbindet,  soll  diejenige  Stelle  B  bestimmt  werden, 
in  welcher  die  schwächste  Beleuchtung  stattfindet.  Dabei  wird  vor- 
ausgesetzt, dass  die  Lichtstärke  verkehrt  proportional  sei  dem  Quadrat 
der  Entfernung  von  der  Lichtquelle. 

Es  seien  die  Entfernungen  MN  =  a  und  MB  =  x,  ferner  die  Licht- 
intensitäten im  Abstände  1  von  M  und  von  N  gleich  m^  und  n^,  so 
wird  die  Lichtintensität  y  in  B  sein 

m*    .         n»  M  BN 


(1)  y  =  ^  + 


Aus  dieser  Gleichung  folgt  zur  Bestimmung  des  Minimums  von  y: 

dy_  _  _  2ja ^  2n*      _ 

dx  ""  x»'"^  (a-x)*  ""    ' 

(2)  X  = i — ,      oder      x :  a  =  m :  m  +  n. 

m  -f"  n 

3* 
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Setzt  man  den  Wert  von  x  ans  (2)  in  (1),  so  erhält  man  als  schwächste 
Lichtintensität  in  B 

_  (m  +  n)^ 

41.  Aufgabe.  Ein  Körper  vom  Gewichte  P  werde  anf  einer  Hori- 
zontalebene fortgezogen  mit  einer  Kraft  K,  welche  mit  der  Horizontal- 
ebene  einen  Winkel  a  bildet.  Diese  Kraft  K  habe  nur  die  Reibang, 
welche  P  anf  der  Unterlage  verursacht,  zu  überwinden.  Bei  welchem 
Winkel  a  wird  die  Zugkraft  K  ein  Minimum? 

Fig.  15.  Man  zerlege  K  (Fig.  15)  in  die  beiden  recht- 

winkeligen Seitenkräfte  Kcosa  und  Ksina,  so 
liegt  K  cos  ce  in  der  Richtung  der  Bewegung  und 
ist  somit  gleich  der  Reibung,  welche  der  Körper 
auf  der  Horizontalebene  veranlasst,  während  K  sin  a 
vertikal  aufwärts  wirkt  und  den  Druck  P  gegen 

diese    Ebene    vermindert.     Der   Normaldruck    auf    die  Reibfläche    ist 

somit  =  P  ~  K  sin  a. 

Nun  sei  f  der  Reibungskoeffizient  (§  195),  d.  h.  die  Reibung  fär 

den  Normaldrnck  =  1 ,  so  ist  die  Reibung  =  f  (P  —  K  sin  a) ,  mithin 

die  Bedingung  des  Gleichgewichtes 

K  cos  a  =  f  (P  —  K  sin  «), 

fP 

r  /  ^  =  — ^-^ — • 

J-  /  cos  a  +  sm  a 

Hierin  ist  der  Zähler  fP  konstant,  es  mass  also  der  Nenner 

y  =  cos«  +  fsin« 
ein  Maximum  sein,  wenn  K  ein  Minimum  werden  soll.     Nun  ist 

dy 


/ 


da 


=  —  sin  a  +  f  cos  a. 


Dieser  Differentialqaotient  wird  =  0,  wenn  tang  a  =  i, 

Lässt  man  a  von  0  bis  zu  dem  Werte,  welcher  aus  tang«  =  f 
entspringt,  wachsen,  so  bleibt  dy  positiv,  also  wächst  y.  Nimmt  a 
noch  weiter  zu,  so  wird  dy  negativ,  also  y  kleiner.  Folglich  wird  y 
für  tang  a  =  f  ein  Maximum ,  also  K  ein  Minimum.  Dieser  Minimal- 
wert von  K  ist 

fP 

K  =  — — r~  =fPcosa 

cos  a  -f-  tang  a  •  sm  a 

oder  da         cos  a  =  ^^ =  -=-z:-z=r-.    ,  so  wird 

Vl+  tang««         Vi  +  P 

f 
K==  ,^-L-  P. 

Bei  Fuhrwerken  auf  schlechten  Strassen  kann  f  =0,07  angenom- 
men werden.  Nun  erhält  man  für  tang  a  =  0,07  einen  Winkel  a  =  4^ 
Folglich  ist  die  günstigste  Richtung  der  Zugstange  um  4  Grade  zur 
horizontalen  Fahrbahn  geneigt 
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42.  lifgike.  AoH  eioem  cyliodriBcheD  Baumstamine  eiucD  recht- 
wiDkeligeD  BalkeD  tu  schnetdeD,  welcher,  in  horizoolaler  Lage  aa  bei- 
den Rndeo  unterBtötEt  und  in  der  Hitte  belaatet,  eine  mOglicbst  grosse 
Tragkraft  besitEe. 

Die  Aufgabe  Bei  unter  der  Voraassetzuug  zu  19860,  dass  die  Trsg- 
kraft  bei  gegebener  BalkenISnge  zuuebme  mit  der  Breite  AB  — y 
(Fig.  16>  und  dem  Quadrat  der  HOhe  BC  =:  x  des  Querschnittes. 
(Stehe  g  208,  Gleicbung  2.) 

Bei    gegebener    LfLnge   sei  a  die   Tragkraft   des    Bai-        ^ig-  16- 
kens  für    die  Einheit   der   Breiteu-    und    Höheudimension, 
T  die  Tragkraft  für  die  Diroensionen  x,  y,  so  ist 

T  =  ax^y. 

Hieria  ist  eine  der  GrOsseo  x,  y   durch   die  andere 
aaszadrfickeo.     Nun  sei  der  Darchmestier  des   Stammes  =  D, 


T  =  a(DSy-y»), 

^=a(D'-3y^ 

Damit  T  ein  Maximum  werde,  setze 

man  —  ^  0,  woraus  folgt 

D»-3y"  =  0. 

Führt  man  diesen  Wert  von  y  in  x' 

=  D*  —  y',  so  wird  sein 

-"] 

/!• 

Hithin   hat   man    die  Proportion   y" 
y :  X  =  X  :  VT,  so  ist  annähernd 

x' :  D'  =  1 :  2 : 3.      Da   hiernacb 

y :  X  =^  5 :  7. 
4S.   Ai^be.     Zn  prüfen  die  Haxima-  oder  Minima-Werte  von 

y  =  a  +  X». 
Die  Konstruktion  der  Gleichung  gibt  eine  Kurve  Fig.  17. 

von  der  Form  CBD  (Fig.  17).  Sie  schneidet  die 
Ordinatenachse  in  einem  Punkte  B,  dessen  Koordi- 
naten X  =  0  nnd  y  ^  a  —  AB  sind.  Durch  DifTeren- 
tiation  folgt 

dx  ~^^  ■ 
Dieser  Differentialquotient  wird  ^  0 ,  wenn  x  ^  0.  Also  ist  die 
Tangente  an  die  Knrve  darch  den  Punkt  B  parallel  zu  Ax.  lAsBi 
tma  X  von  —  CO  bis  0  wachsen,  so  bleibt  dy  positiv;  also  wächst  y. 
Nimmt  x  von  0  bis  +  ^  zu,  so  ist  dy  ebenfalls  positiv,  also  wächst  y 
fort  Hithin  geht  dy  aus  positiven  Werten  durch  die  Null  in  positive 
Werte  aber.  Der  Durchgang  findet  statt  fSr  x  ==  0.  Mithin  ist  der 
Pnnkt  B  ein  Wendepunkt  der  Kurve. 
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dy 
För  X  =  ±  b  wird  ^-  =  3b';    man    erhfilt   daher   für   je   zwei 

gleiche  AbBcissen    mit   entgegeDgesetzteiii  Zeichen  zwei   KarveDpookte, 

för  welche  -r  -  den  gleichen  Wert  hat.     Also  sind  die  TangeoteD  durch 

diese  KarvenpuDlite   parallel.     Wftchst  x  vod  0  ans   in  positivem  und 

negativem  Sinne,  so  wSchst  auch  -j—,  d.  h.   diese  Tangenten   nehmen 

mehr  nnd  mehr  eine  Richtung  an,  welche  senkrecht  steht  znr  Abscissen- 
acbae  nnd  erreichen  diese  Richtung  fär  x  —  ±:  30. 

44.  Aifgtbe.     Zu   ermitteln,   welche  Eigentümlichkeit  eine   Kurve 
dy 
darbietet  för  ~-  =  0,  wenn  deren  Gleichnng  ist 

y  =  a+b(l-x)i 
Darch  Differentiation  dieser  Gleichung  findet  man 

Dieser  Differentialquotient  wird  —  0,  wenn  x  =  1.  LSsat  man 
X  von  —  X  bis  -|-  1  wachsen,  so  bleibt  dy  negativ,  also  nimmt  wihrend 
der  ganzen  Aenderung  y  ab.  Wächst  \  ober  -{-  1  hinans,  so  werden  dy 
und  y  imagin&r.  Also  hört  der  Lauf  der  Karve  fflr  x  =  1  auf.  Hit- 
hin ist  der  Kurvenpunkt,  dessen  Koordinaten  x  —  1,  y  =  B  aind,  eine 
Spitze   der   Kurve,  deren  Tangente   parallel   zur   Abscissenacbse   Hegt. 

dy 
Der  Bedingung  -7^  =  0  entspricht  mithin  kein  Maximum  oder  Minimum 

dv 
der  Funktion.     Für  x  =  -—  a:    wird   -r-  unendlich  sross,  also  steht  die 

dx 
Karvenrichtung  för  diesen  Wert  der  Abscisse  senkrecht  zur  Abscissen- 
acbse. 


III.    Anwendug  der  Differentialrechnang  auf  ebene  Karren. 

4S.   Aisdricke  Kr   die  Taigeiie    nid  NarMile,   Sabtaageilc  »d 
Sikwraiale  elier  Kirve.     Es  sei  y  =  f(x)  oder  f  (x,  y)  =  0  die  Glei- 
chung einer  Kurve,  bezogen  auf  rechtwinkelige  Koordioatenachsen  A  x,  Ay. 
p.     ,g  DieKoordinateDeinesKnrvenpunkte«C(Pig.lä) 

seien  AB  ==  \,  BC  =  y.  Man  ziehe  darcblC 
eine  Tangente  OE  und  eine  Normale  CD 
zur  Karve,  d.  h.  eine  Seukrechte  auf  die  Tan- 
geute, und  verlängere  beide  Linien,  bis  sie 
die  Abscissenacbse  in  E  und  l>  schneiden,  so 
nennt  man  den  Abschnitt  BE  auf  der.  Ab- 
scLssenachse  die  Subtangeute  und  den  Ab- 
schnitt BD  die  Sabnormale  des  Punktes  C 
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Die  Besiimmaog  der  Länge  der  SabtaDgente  und  Subnormale,  sowie 
der  Richtung  der  Tangente  und  Normale  der  Kurve  wird  bisweilen  die 
Methode  der  Tangenten  genannt. 

Da  in  den  beiden  rechtwinkeligen  Dreiecken  BCE  und  BCD  die 
Winkel  BEC  und  BCD  einander  gleich  sind,  so  erhält  man 

If  =  »•"«^"««  =  If  '         1^  =  t-<5BCD  =--   ^  ,  folglich 
(1)  Subtangente  B  E  =  y  -p-,       Snbnormale  B  D  =  y    .  ^  . 

Heisst  man  das  Stück  CE  in  der  Richtung  der  Beruh rnngsli nie 
Tangente  und  das  Stück  CE  in  der  Richtung  der  Normalen  Normale, 
so  ergibt  sich  aus  den  genannten  rechtwinkeligen  Dreiecken: 

(2)  Tangente  CE  =  yl/l  +('|^y,  Normale  CD  =  yl/l  +  (^)^ 

4C.  AiweidiBg  auf  die  Parabel.  Die  Gleichung  der  Parabel  ist 
y^  =  2px.     Hieraus  folgt  durch  Differentiation 

^L  =  R 
d  X         y  ' 

dv 
Setzt  man  hierin  Ordinate  v  —  0,  so  wird    ~   —  x,  d.h.  die  Be- 

dx 

röbrungslinie  im  Scheitel  der  Parabel  sieht  senkrecht  auf  der  Abscissen- 

dv 
achse.     Setzt  man  y  =^  x,  so  folgt  -~  =^  0,  d.  h.  die  Tangente,  welche 

den  Parabelast  im  unendlichen  berührt,  ist  parallel  zur  Abscissenachse. 

dy 
Mit  Hilfe   des  Wertes   von  -  '    erhält  man  ferner  (Fig.  18) 

dx  X    o        / 

V* 

Subtangente  BE  =  *  -  =^  2x; 

P 

Subnormale   B  D  ^  p. 

Da  nun  AB  =  x,  BE  =  2x,  so  ist  AE=-AB,  d.  h.  die  Subtan- 
gente der  Parabel  ist  gleich  der  doppelten  Abscisse  des  Berührungs- 
punktes. Die  Subnormale  ist  konstant,  nämlich  gleich  dem  halben 
Parameter  der  Parabel. 

47.  kmwtBing  aaf  die  Ellipse.  Die  Gleichung  der  Ellipse  für 
den  Mittelpunkt  als  Anfangspunkt  der  Koordinatenachsen  ist 

a«y«  +  b2x«  =  a«b2, 

worin  a,  b  (Fig.  19)  die  halben  Achsen  bezeichnen.     Durch  Differentia- 
tion folgt 

dy  _        b*     x 

d  X  a^      V  ' 
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Wird  bierin  s  =  0  geseUt,  bo  ist  -j —  =  0,   d.  h.   die  TangenteD, 

welche  durch  die  Endpankte  der  kleinen  Achse  gehen,  sind  parallel 

dy 
lur  grossen  Achse.     Wenn  x  =  i  a,  also  y  =  0,  so  wird  -j —  =,T  ^t 

d.  h.  die  Tangenten  durch  die  EDdpuokte  der  grossen  Achse  sind  auf 

dieser  Achse  senkrecht. 

pj-   jj,  Zieht  man    einen  Durcbmeaser  durch  die 

Ellipse,  60  haben  die  Endponltte  desselben 
gleich  grosse  Koordlaateo  mit  entgegengesetz- 
ten Zeichen,  es  hat  also  für  beide  Puokte  die 

GrOsse  —  ,   also  anch  -r—  denselben  Wert  mit 

demselben  Zeichen.  Folglich  sind  die  Tangen- 
ten darch  die  Endpunkte  irgend  eines  Darob- 
messers  zu  einander  parallel. 

dv 
Ferner  ergibt  sich  vermöge  des  Wertes  von   xr: 


Subst.  B  E  =  —  —-^- ,         Sahn.  B  D  - 


b* 


Somit  ist  die  Subtangente  von  der  Ordinate  y  and  der  kleinen 
Achse  der  Ellipse  unabhfingig.  Han  ziehe  deshalb  ober  derselben 
grossen  Achse  2a  zwei  Ellipsen  von  verschiedener  Breite;  entsprechen 
hierbei  die  Bllipsenpunkte  C,  C  derselben  Abscisse  AB,  so  müssen 
beide  Knrvenpunkte  die  gleiche  Snbtangente  BE  haben,  d.  h.  die 
Tangenten  durch  die  Punkte  C,0'  gehen  nach  dem  gleichen  Punkte  E 
der  Abscissenachse. 

Gesetzt  die  Ellipse  durch  C  sei  ein  Kreis.  Man  errichte  aof 
dessen  Radins  0'  A  die  Senkrechte  C  E,  so  wird  dadurch  der  Punkt  B 
gefunden;  alsdann  ziehe  man  von  E  nach  dem  Ellipsenpunkte  C  eine 
Gerade,  so  mnss  CE  eine  Tangent«  an  die  Ellipse  sein. 

Die  Snbnormale  Bndert  ihr  Zeichen  mit  dem  Zeichen  von  x,  d.  h. 
der  Endpunkt  D  der  Subnormalen  befindet  sich  immer  auf  der  gleichen 
Seite  der  Ordinateoachse  mit  dem  Kurvenpunkt  C. 

48.  AawHinag  aaf  i\t  Ijperhel.  Die  Mittelpunkt^gleichung  der 
Hyperbel  ist 

(1)  a'y^-b»x'- -a»b*, 

worin  a,b  (Fig.  20)   die   halben  Achsen  bezeichnen.     Durch   Differen- 
tiation folgt 

dl        a'     y  " 


(2) 


dy 
FSr  y  =  0  wird  ~-  —  ao ,   also   steht  die  Tangente   i 

der  Hyperbel  senkrecht  auf  der  grossen  Achse. 


Die  Seboe  CC,  welche  durch  p 

deo  Hittelpankt  A  der  Hyperbel 
gebt,  beiBBt  DQrchmesser.  Die 
Koordineten  seioer  EDdpunkte  ha- 
bea  gleicheo  Wert  mit  eotgegei)- 
geseUtcD   Zeicheu.     Also   hat    der 

\  dv 

Qnolient  — ,  folglich  auch  ^—  fflr 

beide  Endpunkte  G,C'  deo  glei- 
chen Wert  mit  gleichem  Zeicheo. 
Die  BerShruDgslioieD  durch  die 
Endpookte  eines  DarchmesserB  Bind  »Ibo  parallel. 


SabL  BE  -  X  -  -  -,         Subn.  B  D  =  — .-  x. 
X  a" 

NuD  ist  AB  =  X  die  Abscisae  des  Panktes  C,  folglich 

AE-AB-BE----. 

Wenn  hierin  x  wficbst,  also  der  Beröhmegspankt  C  der  Tangeute  vom 
Anfangspaukt  A   sich    entferDt,   so    wird  AE    kleioer.     Wenn    x=  oc, 

gl 
so  ist  —  =  0,   also  AE  =  0,   mithio  geht   die   Tangente   durch   den 

Hittelpankt.     Diese  Tangente,  welche  die  Hyperbel  im  Unendlichen  be- 
röhrt  nnd  durch  den  Mittelpunkt  geht,  heisst  Asymptote  der  Hyperbel. 
Um   die  RichtDDg  der  Asymptote  zur  Abacissenachse  zu  erhalten, 
setze  man  den  Wert  »on  y  ans  (1)  in  (2),  so  kommt 


dy        b  X  b 1_ 

dx  ~   a  V^- 


Y-ay 


Setzt  man  hierin  x  =  cc  ,   was   für  die  Asymptote   als  Tangente  uölig 

ist,  so  wird  —  =  0,   also  -^  =  — .     Ist  AF  die  Asymptote,  so  miiss 

X  dl         a  -     "^ 

hiernach  sein 

~^-  =  tangFAB  =  -~. 

Man  errichte  im  Scheitel  S  der  Hyperbel  ein  Lot  SF  auf  Ax,   welches 
die  Asymptote  in  F  schneidet,  so  mnss  SF  =  b  sein,  weil 

4t.   AtweiJiig    »f  die   Kirre    der  Eipsufitialgklchvig  j  ^  t^. 

In  dieser  Gleichung  bezeichne  e  die  Basis  der  natflrlichen  Logarithmen. 
Die  Abscisse  x  ist  der  Ausdehnung  von   —  ao   bis   +  ^    fähig.     Folg- 
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lieb  bat  die  Earve  CMN  (Flg.  21)  zwei  Aeste, 
welche  von  der  OrdinateDacbse  ans  nach  positiver 
uod  negBtiver  Seite  ins  Dnendliche  verlaiifea. 
Fär  X  =  0  wird  y  =  e'  =  1  =  AM,  Die  Differen- 
tiation der  Gleicbaog  gibt 


Setzt  man  bierin  x  =  —  x,  so  wird 


d, . 


und  aucti  zagleicb  y  =  0.  Somit  ist  die  Abscisseo- 
acbae  eine  Tangente  an   den  Kiirveoaat  MN    im  UoeDdlicbeD.      Setzt 

dv 
man  n  =  +  x,  so  wird    i     —  ^)    folglich    wird    die    Richtung    des 

KarvenaatoB  MC  im  UDendlicben  senkrecht  zur  Abscissenachae.     in  M 

dv 
ist  x^O,  -p  =  1,  also  die  Tangente  durch  H  unter  Jö"  zur  Abscissen- 

achse  geneigt. 


Die   Snbtangente    iat    mithin   konstant   und    zwar   —AM   fnr  jede 
Lage  des  Beröbrungspunktes  C. 

31    CIrkliiif;  in  TaigeuirK   mmi  NarnalCH   ciitr  Karre.     F.s  sei 

>■  ^  f (x)  oder  tp  (s.,y)^0  die  Gleichung  einer  Kurve.  Die  Koordi- 
naten eines  Kurvenpanktes  C  (Fig.  22)  seien  x,  y.  Man  soll  durch 
diesen  Punkt  eine  Tangente  CB  und  eine  Normale  CD  legen  nnd  deren 
Gtetcbnngen  ableiten. 

Pjj.  jj2  Die  Gleichung  einer  geraden  Linie  hat  ge- 

wöhnlich die  Form 

(1)  y'-ax'-fb, 

worin  x',  y'  die  laufenden  Koordinaten  eiues 
Punktes  der  Geraden  bezeichnen.  Wird  diese 
Gleichung  differeutiiert,  so  findet  man 


Folglich  ist  der  Koef6;cieut  a  der  Abscisse  in  der  Gleichung  di.'r 
Geraden  die  trigonometrische  Tangente  des  Wiukels,  welchen  die  Ge- 
rade mit  der  Abscissenachse  einschliesst.  Soll  die  Gerade  (1)  durch 
den  Kurvenpunkt  C  geben,  so  müssen  Tür  diesen  Punkt  die  Koordi- 
naten x',  y'  der  Geraden  in  diejenigen  des  Puuktes  C  der  Knrve  über- 
geben, so  dass 

y-.^  +  b. 
Zieht  man  diese  Gleichung  von  (1)  ab,  so  folgt 
(2)  y'-y  =  a(x'-x). 

Dies  ist  die  Gleichung  einer  Geraden,  welche  dnrcb  den  Karvea- 
pnokt  X,  y   geht.     Solcher  Geraden  gibt  es  aber  unendlich   viele   mit 
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vencfaiedeneD   Ricbtoogen  cor  Abscisseaacbse.     Damit   die  G«rade  (3) 
ZOT  TsDgente  CE  ao  die  Kurve  wird,  niusa  seio 
dy  _   dy'  _ 

Setzt   man  dieeeo   Wert  von  a   in  (2),   so    erhült   man    die   gesnclite 
GIflichang  der  Tangente 

(S)  y'-y  =  -jf(x'-<)- 

Die  Gleicbnng  der  Normalen  gebt  ebenfalls  aas  (2)  hervor;  es  ist 
nnr  der  Wert  von  a  zn  bestimmen. 

Die  Normale  bildet  mit  der  positiven  Richtang  der  Abscissenacbse 
den  Winkel  CDi  — 90  +  CBB.     Mithin  wird  sein 

1  dx 


Setit  man  diesen  Wert  von  tangCDx   für  a  in  die  Gleichung  (2),   so 
erbilt  man  als  Gleichung  der  Normalen 

(4)  ,'-,--.  Jj(y-x). 

äl.    liwea^nig    aif  ilt  filclchng   4a  Hrelies.      Die    allgemeine 
Gleichung  des  Kreises  ist 

(X  ■  -  a)"  +  (y  -  br  -  R^ 
worin   a,  b   (Pig.   23)  die   Koordinaten   des   Mittelpunktes    und   K  deo 
Halbmesser  bezeichuen.     Die  Differentiation  dieser  Gleichung  gibt 


(x-a)dx  +  (y-b)dy  =  0, 

dy             x-a 
"dx  ""  "^  y      b' 

lieb   sind   die  Gleichungen  der  Tangente  und   Xoi 

-nile  des  Kreiiei 

,-,  =  -«-^<.   ,, 

Flg.  2S. 

j'-y-+vl-'  i'^'--  «)■ 

Gehen  die  KoordiDstenacbaen  durch  deu 
Kreismittelpunkt,  so  ist  a  =  b  "=  0  and  die 
Torstebenden  Gleicbnngen  sind 


Setit  man  in  der  ersten  dieser  Gleichnngea  y'  —  0,  so  ist  x'  die 
Abscisse  AK  des  Durchschnittes  der  Tangente  OB  mit  der  Abscissen- 
achse.     Pur  diesen  Punkt  ist  deshalb 


^v----^(AE-x). 


Mnltiplisiert  man  mit  y  and  setzt  deo  Werl  voa  y^  aus  der  Gleidiaog 
yt  =  Ri  — x^  eiu,  so  folgt  AE=  .  Der  Abschoitt  AE  ist  somit 
der  Abscisse  n  verkehrt  proportioDal. 

Setüt  mao  in  die  Gleichimg  der  Normaleu  y'  =  0,  so  findet  man 
auch  x'  =  0.  DicN  sind  die  Koordinaten  des  Punktes,  no  die  Normale 
die  AbsciHseuachse  sclmeidet.  Mithin  gellt  die  Normale  des  Kreises 
durch  den  Mittelpnnkt. 

it.  K»jmfU\t%  iti  Kirffi.  In  der  Gleichung  y  ~  f  (x)  oder 
9(x,y)='0  sei  die  eine  Variable  oder  aucli  beide  einer  Aasdehnunp 
Rlhtg  bis  ins  Unendliche,  entweder  in  positiver  oder  negativer  oder  in 
beiden  Richtungen.  Man  stelle  die  Gleichung  geometrisch  dar,  so  wird 
die  Enrve  (Fig.  S4)  einen  oder  mehrere  Aeste  haben,  welche  ins  Un- 
endliche verlaufen.  Man  lege  eine  Tangente  CD  an  die  Karve  durch 
einen  Punkt  C,  verschiebe  den  BerSbrnngspankt  C  vom  Anfsngspnnkt  A 
der  Achsen  ohne  Aufhören  weg.  N&hert  sich  hierbei  die  Tangente 
einer  bestimmten  Greoilage  FG,  welche  eine  oder  ancb  beide  Koordi- 
natenachsen in  endlicher  Entfernnog  von  A  ans  schneidet  and  erreicht 
sie  diese  Grenilage  in  dem  Augenblick,  wo  der  Bernhrangspnnkt  ins 
p.     „.  Unendticfae  rückt,  so  heisst  die  Tangente  in 

^'  dieser  Grenzlage  Asymptote  der  Kurve. 

Die  Koordinaten  des  Punktes  0  seien 
X,  y,  die  laufenden  Koordinaten  der  Tan- 
gente CD  aber  x',  y',  so  ist  die  Gleichung 
der  Tangente 


(1) 


■  dx^ 


Die  Tangente  schneide  die  Achsen  in  D  und  E.  Setzt  man  in 
Gleichung  (1)  y'  —  0,  so  wird  x'  =  AD;  folglich  hat  man  zur  Beatim- 
mnng  des  Abschnittes  AD  auf  der  Absclssenachse 


Setzt  man  in  (1)  x'=0,  so  wird  y'  — AB;  folglich  hat  man  zur  Be- 
sUminung  des  Abschnittes  AE  auf  der  Ordinate  na  chse 

AB- _..iy 


(8)  AE  =  y-x^j;. 

dy 
Man  bestimme  ans  der  Gleichung  der  Kurve  den  Wert  ~-,  fQbre 

ihn  in  (3)  oder  (3)  ein  nnd  lasse   sodann  x  oder  y   oder  anch   beide 
anendlich  gross  werden.     Bleibt  hierbei   ttner  der  Abschnitte  (S)   und 
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(3)  oder  aach  beide  endlich,  so  hat  die  Kurve  weoigsteDS  eine  Asymp- 
tote. Wenn  aber  die  genannten  Abschnitte  bei  jedem  Versuche  unend- 
lich gross  werden,  so  hat  die  Kurve  keine  Asymptote. 

U.  Aiweitfiig  aif  ilt  gleichseitige  lyperbel.    Die  Gleichung  die- 
ser Kurve  ist 


Hieraas  folgt  j ..  —        .2 


XV  =  a. 
dy  _         a 
dx  X 

und  somit  nach  §  52,  Fig.  24, 

Abschnitt  A  D  =  2  x  =  - -,  Abschnitt  A  E   -  ^  *  --  2  y. 

v  X 

Setzt  man  hierin  x  =  ±:  x,  so  wird  y  =  0  und  AE  =  0.  Da  dieser 
Wert  von  A  E  für  x  =  +  ^  «od  auch  x  =  —  x  ein  endlicher  ist, 
so  ist  sowohl  die  positive  wie  negative  Seite  der  Abscissenachse  eine 
Asymptote  der  Kurve. 

Setzt  man  y  =  ±  oc,   so  wird  x  =  0  und  A  D  =  0;    mithin  sind 
auch  die  beiden  Seiten  der  Ordinatenachsen  Asymptoten  der  Kurve. 

S4.   AiweadiBg   aif  die   allgeMeiie  CleiehiBg  der  Kegelichaiite. 
Diese  Gleichung  ist 

y*  =  2mx  +  nx*^, 
folglich 

dy  _  m  +  nx 

dx  y 

dy 
Setzt  man  diesen  Wert  von    ~-     in  die  vorstehenden  Ausdrücke 

dx 

(§  52,  Fig.  24)  für  AD  und  AE  und  eliminiert  y  vermittelst  der  Glei- 

chong  der  Kurve,  so  folgt 

mx  m 


AD=  - 


m  +  nx  ,     m 

n  + 

X 


AE=±,..J^--^^± 


K2mx  +  nx2  1  /_   ,    2m 

-r   - 


i/" 


X 


Aus  diesen  Gleichungen  ergibt  sich  für  x  =  ih  ^ 

AD  =  -^  AE=±^-. 

n  y  n 

Bei  der  Parabel  ist  n  =  0,  also  werden  die  Abschnitte  A  D  und 
A  E  anendllch  gross.  Mithin  hat  die  Parabel  keine  Asymptoten.  Für 
die  Hyperbel  sind  m  und  n  bestimmte,  endliche  Werte  und  zudem  n 
positiv;  folglich  hat  diese  Kurve  zwei  Asymptoten,  welche  wegen  des 
doppelten  Zeichens  von  AB  symmetrisch  zur  Abscissenachse  liegen. 
Die  Ellipse  hat  keine  Asymptoten,  weil  weder  x  noch  y  ins  Unendliche 
wachsen  kOnnen. 
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Es  sei  gegeben  die  Reihe 

l  +  lx+  1-2x2+  1.2-3  •x»  +  ..  +  1.2-3..  nx" + 

1.2..n(n+  l)n"-^^  +  .. 

so  wird  das  Verhältnis 


Un-f-l 


U 


=  (n  +  l)x 


11 


für  jeden  von  Nall  verschiedenen  Wert  von  x  anendlich  gross,  wenn 
n  =  Qc  angenommen  wird.  Also  kann  diese  Reihe  für  keine  positiven 
Werte  von  x  konvergent  gemacht  werden. 

Wenn  in  der  Reihe  (t)  das  Verhältnis  der  beiden  Glieder  Un  +  i 
und  Qn  für  wachsende  Werte  von  n  nar  am  nnendlich  wenig  anter 
der  Einheit  liegt,  so  mass  aaf  anderweitige  Weise  ermittelt  werden, 
ob  die  Reihe  konvergiert  oder  divergiert. 

Es  sei  z.  B.  die  Konvergenz  der  Reihe 

i+i  +  i  +  T  +  -  +  7+^  +  - 

za  präfen,  so  hat  man 

u„  +  i  n  1 


Un  n  +  1        j    1    A 

n 

Wird  nan  hierin   n    unendlich   gross,   so  ist   das  Verhältnis   von 
1 : 1  H am  anondlich  wenig  anter  der  Einheit.     Nan  ist 


n 


+  — T-^  +  ..  +  -->  n 


n  +  l'n  +  2'         '2n  2n' 

d.  h.  n  aaf  einanderfolgende  Glieder  sind  zasammen  grösser  als  ^ 
und  da  sich  die  Summe  aus  einer  solchen  Anzahl  Glieder  anendlich 
oftmals  wiederholen  kann,  so  ist  die  Summe  der  ganzen  Reihe  grösser 
als  ^-00,  also  ist  die  Reihe  divergent. 

58.  KMvergeBi  einer  ■■endlichen  Reihe,  deren  Mieder  p«8iti?e  nnd 
negative  Zeichen  hallen.  Hat  die  Reihe  uo  +  ui  -f  aa  +  . .  positive 
und  negative  Glieder,  und  ist  diese  Reihe  konvergent,  wenn  sämmt- 
liehe  Glieder  positiv  genommen  werden,  so  ist  auch  die  gegebene  Reihe 
konvergent. 

Denn  es  sei  in  der  gegebenen  Reihe  R  die  Summe  aller  positiven 
und  R'  die  Summe  aller  negativen  Glieder,  von  Ui,  an  gerechnet. 
Denkt  man  sich  nun  alle  Glieder  der  Reihe  positiv  und  setzt  diese 
Reihe  konvergent  voraus,  so  ist  R  +  R'  die  Summe  ihrer  Glieder  von 
Un  an.  Polglich  muss  R  -{-  R'  fär  hinlänglich  grosse  Werte  von  n  ver- 
schwindend klein  werden,  um  so  mehr  also  auch  R  —  R^  d.  i.  die 
Differenz  der  Glieder  der  gegebenen  Reihe  von  Un  an.  Folglich  ist 
eine  Reihe  mit  positiven  und  negativen  Gliedern  konvergent,  wenn  das 
Verhältnis  UQ  +  i:un  kleiner  ist  als  die  Einheit. 
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.DiejeoigeD  Reihen,  dereu  Glieder  einen  regelmässigen  Zeichen- 
wechsel haben,  sind  auch  noch  in  dem  Falle  konvergent,  wo  das  Ver- 
hältnis Un+i:an  mit  wachsendem  n  nur  um  unendlich  wenig  kleiner 
ist  als  die  Ginheit. 

Denn  es  sei 

8  —  UO    —  Ul  l-  02  —  US  +  U4  —  . . 

eine  solche  Reihe,  in  welcher  jedes  Glied  kleiner  ist  als  das  vorher- 
gehende. Da  die  Differenzen  uo  —  ui ,  n2  —  U3 , . .  alle  positiv  sind, 
so  ist  auch  die  Summe  S  positiv.  Schreibt  man  dagegen  die  Reihe 
in  folgender  Weise 

S  =  Uo  —  (ui  --  U2  +  U3  —  U4  +  .  .), 

so,8iod  die  Differenzen  ui  —  U2,  ua— Oi,..  ebenfalls  positiv,  somit 
ist  auch  die  Summe  in  der  Klammer  positiv.  Also  ist  S  gleich  der 
Differenz  zweier  positiver  Grössen,  also  auch  kleiner  als  der  Minuend, 
d.  i.  S  <  üo.     Mithin  die  Reihe  konvergent. 

Hiernach  ist  die  Reihe 

deren  Glieder  abnehmen  und  abwechselnde  Zeichen  haben,  konvergent, 
während  dieselbe  nicht  mehr  konvergiert  (§  57),  wenn  alle  ihre  Glieder 
positiv  genommen  werden. 

39.  KeBvergeif  einer  Reihe,  deren  CSIieder  nach  den  Petenten  der 
Yariabeln  fertsebrelten.     Es  sei 

(1)     f  (x)  =  Ao  +  Al  X  -f  A2  x2  -[- . .  +  A„x"  +  An  +  l  x"  +  i  +  . . 

eine  solche  konvergente  Reihe,  so  dass  man  für  jeden  Wert  von  n, 
von  einem  bestimmten  Gliede  an  gerechnet,  hat 

Un  +  l  An-f  1  ^  ^  ^       An 

— =^^  =      .^    X  <  1,  X  < . 

Un  An  An+l 

Wird  Gleichung  (1)  differentiiert,  so  erhält  man 
(2)      ^^  =  Al  +  2A2X  +  . .  +  n  A„x"-i  -f  (n  +  1)  A„  +  ix"  -f  . . 

ClX 

Damit  aber  die  Differentiation  und  damit  die  Gleichung  (2)  zulässig 
sei,   so  mnss  die  Reihe  (2)  konvergeiit  sein.     Dies  ist  der  Fall,   wenn 

n  +  1    An-fi       .^         %  n  An 

n  n  -r  I     An  +  l 

n  An 


1  u 

Nun  sei  a  der  grösste  absolute  Wert,  welchen  das  Verhältnis  -    t-—  •  . 

..  n  +  1    Au  +  i 

annehmen   kann,  so  wird   die  Reibe  (2)   für  alle  Werte  der  Variabein 

von  X  =  ~  a  bis  x  =  +  a  konvergent ;  um  so  mehr  ist  dies  auch  für 

diese  Werte  von  x  der  Fall  mit  der  Reihe  (1),  d.  h.  die  beiden  Reihen 

und  die  mit  der  ersten  vorgenommene  Differentiation  haben  Gültigkeit 

für  jene  Werte  von  x,  welche  die  zweite  Reihe  konvergent  machen. 

Antenheimer ,   Elementarboch.  4 
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6§.  Sa(i  der  aabestinnten  Koeffftienten.  Wenn  zwei  Reihen,  die 
uach  den  ganzen  Potenzen  einer  und  derselben  Veränderlichen  x  fort- 
schreiten, einander  gleich  sein  sollen,  so  müssen  die  Koeffizienten  der 
gleichen  Potenzen  von  x  in  beiden  Reihen  gleich  sein. 

Gesetzt  es  sei 

(1)  a  -j-  bx  f  cx2  -i:  . .  -:  A  -f  Bx  +  Cx2  -f  . . 

und  findet  diese  Gleichung  für  jeden  Wert  von  x  statt,  so  folgt  darans, 
wenn  man  x  ~  0  setzt 

(2)  a  -  A. 

Zieht  man  (2)  von  (1)  ab  und  dividiert  mit  x,  so  kommt 

b  +  ex  +  dx2  +  . .  -  B  -f-  Cx  +  Dx^  +  . . 

Setzt  man  hierin  wieder  x  =  0,  so  folgt  b  ==  B.  Fährt  man  auf  diesem 
Wege  fort,  so  folgt  c  —  C,  d  =  D, . . 

61.  Biionische  Reihe  für  beliebige  ExponeiiteH.  In  den  elemen- 
taren Lehrbuchern  entwickelt  man  die  Potenz  (a  -f  x)*"  der  zweiteiligen 
Grösse  a  -p  x  für  den  Fall  in  eine  Reihe,  dass  der  Exponent  einefganze 
positive  Zahl  bezeichnet.  Es  soll  nun  gezeigt  werden,  dass  seine  Ent- 
wickelung  in  eine  Reihe  auch  zulässig  ist,  wenn  der  Exponent  eine 
qegative  oder  gebrochene  Zahl  darstellt. 

Nach  dem  Satze  der  unbestimmten  Koeffizienten  setze  man  voraus 

(1)  (a  +  x)»"  -  Ao  +  Ai  X  +  A2  x2  |-  As  x»  +  . . 

In  dieser  Gleichung  sind  Ao,  Ai,A2,..   konstante,    von  x  nnabhängige 
Grössen,  welche  zu  bestimmen  sind. 

Wird  hierin  x  =  0,  so  folgt  Ao  =  a"\  um  die  folgenden  Kon- 
stanten zu  bestimmen,  differentiiere  man  (1),  so  kommt 

m  (a  +  x)™-i  =  Ai  +  2  Aa  x  +  3  A3  x^  -f  4  A4  x'^  +  . . 
und  indem  man  mit  m  dividiert  und  mit  a  4~  x  multipliziert 

(2)      (a  +  x)--    ^^ 

m 


1  + 

2a 
m 

A2 

x-f 

3a 
m 

A» 

X« 

1 

4a 
m 

A4 

X* 

1 

1 
m 

Ai 

1 
1 

2 
m 

A3 

1 

3 
m 

A3 

Setzt   man  nun   die  Vorzahlen  gleich   hoher   Potenzen  von  x  aus  den 
Reihen  (1)  und  (2)  einander  gleich,  so  findet  man 

Ai==a*";   folgl.   At=ma'"-^ 

A2  =^  Al  A2  --  -       - ;  -TT-  -     ^  » 

A         Ä                  A          m  (m  —  1)  (m  —  2)    „,   . 
A3  ^  Aa  As  = ~  -— a"-^ , 

A4  =  As  A4  =  °>(m-l)(m-2)(m-3)        , 

*         '  *  1-2.3.4  *       ' 

etc. 


m 

1 

m 

Ai  + 

2a 
m 

2 
m 

Aa-^ 

3a 
m 

3 
m 

A3  + 

4a 
m 

etc. 

—      51      — 

Fahrt  mau  diese  Werte  von  Ao,  Ai,  A2,..  in  (1),  so   erhält  raan  als 
gesQchte  Reihe 

(3)         (a  +  x)-  -  a'"  -(-  m  a™-^  x  +   ""^^  ^  ^  ^  a"^"*-^  x« 

,    ra(m-l)(in-2)-^,„_3  , 


1-2-3 


a™-^xM-  .. 


Wenn  der  Exponent  m  eine  ganze  positive  Zahl  ist,  hat  die  Reibe 
m  +  1  Glieder.  Wenn  aber  m  negativ  oder  gebrochen  ist,  so  wird 
die  Reihe  eine  unendliche.     Für  diese  muss  sein 

u„  n  +  1      a    ^    '  a         m  —  n' 

n  +  1 

Der  absolute  Wert  des  Verhältnisses konvergiert  für  wachsende 

m  —  n 

Werte  von  n  gegen  die  Einheit;  folglich  ist  die  Reihe  (3)  konvergent, 
wenn  der  zweite  Teil  x  des  Binoms  sl-\-  x  kleiner  ist  als  der  erste  a. 
Mitbin  ist  die  Reihe  für  (1  +  z)™  konvergent,  wenn  z  <  1. 

Die  Reihe  (3)  wird  häufig  angewendet  auf  Wurzelgrössen  mit  zwei- 
teiliger Grundzahl.  Man  bringt  sie  auf  die  Form  von  Potenzen,  wie 
folgende  Ausdrucke  zeigen: 

Vin  =  (1  +  x)  =*',  ■(^1  -  X  =  (1  -  x)  =•". 
_    1 

V  a^  -  e*6in*a  =  (a^  —  e^sina^)*^,     -rr—i ^  ~  a(l  +  cx)^^. 

(1  +  ex)-* 

Für  Kl  +  X  erhält  man  z.  B. 

—  1   J_    ^  X^  X^    _^    5x* 

~"       '    2         8    ~^T6  ""  128  '^  " 

Diese  Reibe  kann  zur  Wurzelansziehung  von  bestimmten  Zahlen  be- 
nutzt werden,  wie  folgendes  Beispiel  zeigt. 

Vlfib  =  (1  +  ^V)''  =  1  +  i(^)-i(A)'+  iV('2V)'-TlF(iAr)*+.. 

=  1,0246951 . . 

Dabei  kommt  es  aber  immer  darauf  an,  dass  die  Zahl  in  zwei 
Teile  zerfalle,  wovon  der  eine  das  Quadrat  einer  bestimmten  Zahl  und 
der  andere  Teil  klein  sei. 

Soll  z.  B.  y~7  bestimmt  werden,  so  kann  man  wie  folgt  zerlegen 

7  =  9  -  2  =  9(1  -  f);       daher       Vi  =  3  (1  -  *)^; 

j 

1 

7- W-A  =  W(1-tW5       K7  =  V (1  - Tfr)* "•  8- w. 

4* 


—      52      — 

'      62.  Reihe  für  die  Eip^iientialgrosse  ft''.     Man  nehme  an,  es  lasse 
sich  a''  in  eine  konvergente  Reihe  von  folgender  Form  entwickeln 

a'^-  A-l  Bx^  (^x^  t  Dx»  f  ExM  ... 

worin  A,  B,  C, . .  unbekannte  konstante  Grössen  bezeichnen,   welche  zu 

bestimmen  sind. 

Zuerst   setze    man   x  -  0,   so  folgt  a<^-=l---A.      Hierdurch   er- 

Ifält  man 

(1)  a^- l  +  Bx  +  Cx^-rDx^  +  ExH-.. 
Durch  Differentiation  dieser  Gleichung  ergibt  sich 

(2)  a'^-  T^  -(B  +  2Cx-i-3Dx2  +  4Ex»+  .  .)• 
^  ^  loga 

Da  die  rechten  Seiten  von  (1)  und  (2)  einander  gleich  sein  müssen, 
80  geben  nach  §  60  die  Vorzahlen  der  gleichen  Potenzen  von  x  fol- 
gende Relationen 

B  =  log  a,  folglich      B  =  log  a, 

2C  =  Bloga,  „  C  =  :^(loga)2, 

3 D  =  C  log  a,  „  D  =  2T8  (log  a)^ 

4  E  =  D  log  a,  „  E  =  Yrhi  (log  a)*, 

Setzt  man  diese  Werte  von  B,  C,  D, . .  in  (1)  oder  (2),  so  erhält  man 
die  gesuchte  Exponentialreihe 

(3)        a'^  =  l  +  Cloga)x-h       ^      ^^2-3  2.3-4         '" 

Wenn  a  —  e  als  Basis  der  natürlichen  Logarithmen  (§  16)  ange- 
nommen wird,  so  ist  log  e  =  1  und  die  Reihe  (3)  geht  über  in 

(4)       e^  =  1  +  X  +  ^  +  ^-3  +  -1^.-2^.-4-  +  •  • 
Setzt  man  hierin  x  =  1,  so  erhält  man  den  numerischen  Wert  der  Basis 
e  =  l  +  l  +  |  +  2  — +    2-t|7^+-=  2,7182  8182  8459.. 

Die  allgemeinen  Glieder  in  der  Reihe  (3)  sind 

_     (x  lofe  a)"  (xloga)"  +  '    ^ 

"""   2.3-4. .n'         "'  +  '        2-3-4.  .n(n+'l)" 

Un  -4-  1  X  log  a 

Somit  wird  das  Verhältnis  --^—  =  — ~t. 

Uu  n  -j- 1 

Die  Exponentialreihe  ist  mithin,    wie   vorausgesetzt   wurde,   kon- 
vergent, wenn 

xloga<  n  +  1, 

wie  gross   auch  n   angenommen    wird.     Somit  ist  die  Exponentialreihe 
für  jeden  endlichen  Wert  von  x  und  a  konvergent. 
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S3.  Reihe  fir  leg  (1  -f  i).    Man  setze  voraus,  diese  Funktion  könne 
in  eine  konvergente  Reihe  entwickelt  werden  von  der  Form 

(1)  log(l  +  x)  =  A  +  Bx-f  Cx2  +  Dx3+Ex*  +  .. 

worin  die  konstanten  Vorzahlen  A,  B,  C, . .  unbekannt,  somit  noch  zu 
ermitteln  sind. 

Setzt  man  x  =  0,  so  folgt  logl=0==A.     Durch  Differentiation 
von  (1)  erhält  man 

(2)  -~-  =:B  +  2Cx  +  3Dx2  +  4Exä+.. 
1  -r  X 

Fährt  man  nun  die  Division  von  1 : 1  -j-  x  nach  den  gewöhnlichen 
Regeln  ans  oder  entwickelt  man  (1  -f  x)""^  nach  dem  binomischen 
Satze  in  einer  Reihe,  so  kommt 

(3)  ,   ^     -1    -x+x2    -x3  +  x*-.. 

1  +  X 

Die  beiden  Werte  von  r-jp-:  in  (2)  und  (3)  sind  Reihen,  welche 

X      1      X 

nach  den  Potenzen  derselben  Veränderlichen  x  fortschreiten.  Also  sind 
die  Vorzahlen  gleich  hoher  Potenzen  dieser  Reihen  einander  gleich. 
Dies  gibt 

B-1,     20-   -1,     3D-1,     4E=-1,.., 

Fuhrt  man  diese  Werte  von  B,  C,  D, . .  in  (1)  und  setzt  A  =  0,  so  er- 
halt man  die  gesuchte  logarithmische  Reihe 

(4)         log(l+x)-x----l-3    --^    ,-..:t\T^^^+.. 

Die  Reihe  (3),  als  DifFerentialquotient  von  (4),  ist  konvergent  für 
alle  Werte  von  x,  welche  zwischen  -f  1  und  -  -  1  liegen.  Also  ist 
jedenfalls   auch  die  Reihe  (4)  nach  §  59  für  diese  Werte   konvergent. 

M.  AttweaiiuMg  dieser  Reihe  lar  niinertschen  Berechuung  der  nator- 
liehen  L«garlthn«i.  Um  die  Reihe  für  log(l-f-x)  zur  Berechnung 
der  Logarithmen  bequemer  zu  machen,  führe  man  -x  statt  +  x  ein, 
so  kommt 

log(l-x)^       X        ---   -g    -   -    -... 

Zieht  man  diese  Gleichung  von  der  für  log(l  -j- x)  ab,  so  wird 

(1)  «ogii^=.2(x-|-^  +  ^+4+..) 


Nun  setze  man 


-— '   '    =  1  +  -  ,  also  X  =  --  -  - -, 
1— X  '     y'  2y+z' 


so  gibt  dadurch  die  letzte  Reihe 
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(2)  ,og(z  +  y)  =  .ogy  +  2[---^-  +  i(^^-y 


5(27  +  2)    +••} 


Dies  ist  duq  die  Reihe,  nach  welcher  uumerische  RechnuDgen  aus- 
znfähreu  siod.  Dabei  werden  um  so  weniger  Glieder  der  Reihe  zu 
berechnen  sein,  je  kleiner  z  und  je  grösser  y  ist.  Gewöhnlich  nimmt 
man  z  =  1. 

I.  Für  z  =  1,  y  =  1  erhält  man  aas  (2) 

log2- 0,69314  71806... 
IL  För  z  =  l,:y  =  ^''M  nach  (2) 

log  3  =  log  2  4-  2  [i  +  i  (1)3  -I-  1  (^)5  -,  1  ( t.)7  ^  .  ,  ,^^ 
log  3-  1,0986122887... 
III.  Für  z  =  1,  y  =  9  folgt 

log  10  =  log 9  ^  2  [,\  --  \  {,\Y  +  \{^^Y  -r  k ihV  +  . .  .1, 
und  da  log 9  ==  2  log3  =  2,1972245774  . .,  so  findet  man 
log  10  =  2,30258  50930 . . . 

Dm  die  Logarithmen  aller  ganzen  Zahlen  zu  erhalten,  müssen  ver- 
mittelst der  Reihe  (2)  nur  die  Logarithmen  der  Primzahlen  berechnet 
werden.  Alle  übrigen  Zahlen  zerlege  man  in  ihre  Primfaktoren  und 
nehme  die  Summe  der  Logarithmen  dieser  Faktoren. 

ti5.  Bestianiig  der  geneinei  L«giritliMeH.  Die  Basis  der  ge- 
meinen oder  Briggischen  Logarithmen  ist  10,  die  der  natürlichen 
6  =  2,71828..     Hat  man  nun  die  Relation 

ey  ^  10"  -:  A, 

so  ist  y  der  natürliche  und  x  der  gemeine  Logarithmus  derselben 
Zahl  A.  Man  nehme  von  beiden  Potenzen  die  naturlichen  Logarithmen, 
so  ist 

y  —  X  log  10. 

Daraus  folgt,  dass  der  gemeine  Logarithmus  multipliziert  werden  muss 
mit  log  10  =  2,3025  8509  . .,  um  den  natürlichen  Logarithmus  derselben 
Zahl  zu  erhalten,  und  dass  umgekehrt  der  natürliche  Logarithmus 
multipliziert  werden  muss  mit 

1^-   2;3Ö25W9:.    =0,4342  9448.. 

um  den  gemeinen  Logarithmus  dieser.  Zahl  zu  finden. 

Diese  letztere  Zahl  wird  Modulus  der  gemeinen  Logarith- 
men genannt.  Sind  also'^nach  'dem  IVorhergehenden  die  natürlichen 
Logarithmen  der  Zahlen  berechnet,  so  können  durch  Multiplikation  der- 
selben mit  dem  Modulus  die  gemeinen  Logarithmen  aus  ihnen  abge- 
leitet werden. 
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Nach  §  16,  Gleichung  (7),  hat  man  für  irgend  ein  Logarithmen- 
System 

d  log  X  =   —  log  e. 

Fär  natfirliche  Logarithmen  wird  loge  =  l,  fnr  briggische  da- 
gegen ist 

log  br  •  2,7182  8182  . .  =  0,4342  9448  . . 

Dieser  letztere  Wert  ist  daher  för  den  in  §  16,  Gleichung  (3),  ent- 
haltenen Annäherungswert  zu  nehmen. 

M.  EeiheA  fir  des  Sinis  and  CtsiDni.  Es  sollen  die  trigonome- 
trischen Zahlen  sinx  nnd  cosx  durch  den  Bogen  x  ausgedruckt  werden. 
Man  nehme  an,  es  lasse  sich  sin  x  entwickeln  nach  der  Gleichung 

(1)  sin X  =  Ax  -f  Bx2  4-  Cx^  -f  Dx*  +  Ex*  -f  . . 

worin  A, B,G, ..  konstante  Zahlen  bezeichnen,  welche  zu  bestimmen 
sind.  Das  von  x  unabhängige  Glied  in  (1)  ist  weggelassen,  weil  für 
X  =  0  auch  sin  X  =  0  wird. 

Differentiiert  man  (1)  und  dividiert  mit  dx,  so  kommt 

(2)  cosx  =  A-r2Bx  +  3Cx2^4Dx3  +  5Ex*-f-.. 
Differentiiert  man  auch  (2)  und  ändert  das  Vorzeichen,  so  wird 

(3)  8inx==  -2B-    6Cx-    12Dx2  -  20Ex' -  . . 

Setzt  man  nun  x  =  0,  so  erhalt  man  aus  (2)  A  =  1  und  aus  (3)  B  =  0. 

Setzt  man  sodann  die  Vorzahlen  gleich  hoher  Potenzen  von  x 
aus  (3)  und  (1)  einander  gleich,  so  findet  man 

-  6C  =  A;   folgl.  G-=-  2^3, 

—  12D  =  B;      „      D--0, 

-20E  =  C;      ,      '^^-^    2. S^-ö    "•'•''• 

Führt  man  schliesslich  die  fär  A,  B,  C, ..  gefundenen  Werte  in  (1) 
ond  (2)  ein,  so  erhält  man  die  gesuchten  von  Newton  herrührenden 
Reihen 

(5)  sin  X  =  X  -  -  ^  -t  2  ;g-  4  •  5  ~  2  •  3  •  4  ■  5^  6  •  7  +  •  • 

(6)  cos X  =  1  -    -     -r    2.3  .-^  -  -      2 .  3/4-,  5 .g    +  . . 

Je  eine  der  Reihen  (5)  und  (6)  ist  der  Differentialquotient  der 
andern,  lat  daher  die  eine  konvergent  für  irgend  welche  Werte  von  x, 
80  ist  es  die  andere  für  diese  Werte  ebenfalls. 

Nan  ist  das  Verhältnis  der  beiden  Glieder 

y/I  n— 1  y^2  n  +  l 

"^  2  •  3  . .  (2  n  — T)"  ""   2  *3  ^'  2  n  (2  n  +  1)" 
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der  SiDusreihe,  abgesehen  vom  Zeichen 


Un  +  l  X^ 


u„  2  n  (2  n  +  1)' 

Damit  nun  diese  Reihe  konvergiert,  mass  sein 


x« 


-,  <  1,      x2<2n(2n  +  1). 


2n(2n-f  1) 

Fat*  ein  unendlich  grosses  n  muss  somit  sein  x  <  2  n.  Hiernach 
wird  die  Reihe  fär  jeden  endlichen  Wert  von  x  konvergent.  Die 
Glieder  der  Reihe  können  allerdings,  je  nach  dem  Werte  von  x,  bis 
zu  einer  gewissen  Stelle  wachsen,    müssen  aber  von  da  an   abnehmen. 

67.  NoMerUclie  BerechnHBg  des  Sinns  und  Cosinus.  In  den  eben 
entwickelten  Reihen  far  sin  x  and  cos  x  muss  der  Bogen  x  in  Teilen 
des  Kreisumfanges  ausgedrückt  werden,  welcher  mit  dem  Radius  =  1 
beschrieben  wird. 

Ist  z.  B.  Sinus  und  Cosinus  von  1®  zu  bestimmen,  so  bezeichne 
man  den  diesem  Winkel  entsprechenden  Bogen  mit  x,  so  hat  man 

l«:360<»  =  x:27r, 
x^^-'ii^^^«A3  =  0,01745  3292. 

Führt  man  diesen  Wert  von  x  in  die  Sinus-  und  Gosinusreihe,  Glei- 
chungen (5)  und  (6)  von  §  66,  ein  und  berechnet  die  Glieder  der 
Reihe  bis  auf  die  achte  Dezimalstelle,  so  wird  man  bemerken,  dass 
nur  die  beiden  ersten  Glieder  der  Reihen  von  Einfluss  auf  die  Resul- 
tate sind,  indem  man  erhält 

sin  1«  =  0,0174  5329  —  0,00000089  -  0,0174  5240, 
cosl«  -  1,00000000  -  0,0001  5231  -  0,9998  4769. 

Die  Reihen  von  sin  x  und  cos  x  lassen  behufs  numerischer  Rech- 
nungen folgende  Umgestaltung  zu.  Man  setze  in  dieselben  x  =  m  - , 
so  gehen  sie  über  in 

Berechnet  man   die  Werte  von  — ,     - -,  -— , ...    so    erhält    man 

iö        4         o 

folgende  Gleichungen 

sin  (m  •  90^)  =  +  1,5707  963  m    —  0,6459  641  m' 

-\-  0,0796  926  xß}      0,0046  818  m*^ 
4-  0,0001  604  m»  --  0,0000036  m^^ 
+  0,0000001  m^V 
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cos  (m  •  90®)  =  +  1,0000000   -  1,2337  006  m^ 

+  0,2536  695  m*  —  0,0208  635  m« 
+  0,0009  193  m**  -  0,0000  252  m^« 
+  0,0000  005  m  ^2 

Sind  SiDQs  uod  Cosioas  von  1^  zu  berechneD,  so  setzt  man  in 
diese   Gleichaogeo  m  =  ^   nod    man   findet  die   obigen    Werte.      Fär 

1  Minute  hat  man  zu  setzen  m  •  90  •  60'  =  1',  also  m  =  gp  \q  u. s.  w. 

Vermittelst  dieser  Gleichungen  rechnet  man  nur  die  Werte  von 
Sinns  und  Cosinus  für  Winkel  bis  auf  45^.  Folglich  ist  der  grGsste 
Wert  von  m  =  ^,  also  sind  diese  Reihen  sehr  konvergent. 

<8.  leikei  fsr  LtgariiliBUs-Siais  nid  LtgarilhMas-CMlius.  Son- 
dert man  bei  der  Sinusreihe  (5),  §  66,  den  Faktor  x  ab,  so  er- 
hält man  , 

/  x*-*  X* 

(1)  sinx  =  x(^l-2V3  4-    a.3V4.5 

und  setzt  zur  Abkürzung 

^   ^        *        2-3         2-3-4-5^2-3-4-5-6.7 

so  geht  Gleichung  (1)  über  in 

sin  X  =  X  (1  —  y). 

Nimmt  man  hier  die  naturlichen  Logarithmen,  so  kommt 

log  sin  X  —  log  X  +  log  (1  -  7). 

Wird  die  Grösse  log(l  -  y)  vermittelst  der  Reihe  (4),  §  63,  in 
eine  Reihe  aufgelöst,  so  erhält  man 

log  sin  X  ---■  log  X    -  (^y  r  \^    -i    '^ 
Man  führe  hierin  den  Wert  von  y  aus  (2)  ein,  so  ist 

logsinx^logx    -^3    f    2;3^^.^         2  •  3  • /:5V6  .  7  +    " 

X*  X* 

2-22. 32   ^   22.3'2-4.5    '  " 

X® 

'3-2"^.3'*"^    •• 

Nun  setze  man  x  —  ^  m  77  und  gehe  von  den  natürlichen  Logarith-. 
roen  zu  den  gemeinen  über,  indem  man  den  Modul  0,43429  .  .  mit  M 
bezeichnet,  so  erhält  man 

2 


TT 

log  sin  (m  •  90®)  =  log    -    1   log  m  -    M 


r  ^  T'^  Y 

_2-3  V2  y 
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Verf&hrt  man  mit  der  Cosinasreihe 

^"^"==^        2    +2.3.4 

2.3.4.5*6 

ebenso ,  indem   man  die  Grösse  rechts  —  1  —  y  setzt  und  log  (1  —  y) 
in  eine  Reihe  auflöst,  etc.,  so  erhält  man 


log  cos  (m .  900)  =  -  M  [  J  (.- .)'  „,  +    _1  _  (ILJ 


m* 


hiT)'"'^-]- 


Hätte  man  vermittelst  dieser  Reihen  die  Grössen  log  sin  2®  und 
log  cos  2^  zu  berechnen,  so  wurde  man  setzen  m  •  90  =  2^  also  m  =  ^^ ; 

für  1  Sekunde  hatte  man  m  •  90- 60- 60"  =  1",  also  m  =  iir-e'o"  e 6 
zu  setzen.  Da  der  grösste  in  der  Anwendung  vorkommende  Wert  von 
m  =  ^  ist,  nämlich  für  45^,  so  siud  diese  Reihen  konvergent. 

•9.  Reike  fir  Tang  \.  Dividiert  man  die  Reihe  für  sin  x  durch 
die  von  cos  x  (§  66),  so  erhält  man  als  gesuchte  Reihe 

,    X«    ,    2x*    ,     17x^    , 
tangx^x-p   ^--i-    15    -r    3^5     r.. 

Topographische  Aufnahmen  können  ein  verhältnismässig  grosses 
Gebiet  umfassen.  Nehmen  wir  an,  sie  seien  eingeschlossen  in  den 
Mantel  eines  Kreiskegels,  dessen  Spitze  in  den  Mittelpunkt  der  Erde 
fällt,  so  schneidet  der  Mantel  auf  der  Erdoberfläche,  diese  kugelförmig 
gedacht,  eine  Kalotte  aus,  auf  welcher  die  wahren  Längen  sich  vor- 
finden. Allein  die  Kalotte  werde  ersetzt  durch  die  Grundfläche  des 
Kegels,  welche  die  Kalotte  berührt,  oder  durch  die  Grundfläche,  welche 
durch  den  Umfang  der  Kalotte  geht. 

Nun  ergibt  ein  Schnitt  des  Kegels  längs  der  Achse  einen  Bogen 
auf  der  Kolotte  und  zwei  Gerade  auf  den  Kegelgrundflächen.  Der 
Zentriwinkel,  weiche  die  geschnittenen  Kegelkanten  bilden,  sei  2  x  und 
der  Radius  der  Kugel  R,  so  sind  der  halbe  Bogen  auf  der  Kalotte 
==:  Rx  und  die  Radien  der  Kegelgrundflächen  —  Rtangx  und  Rainx. 
Diese  Linien  verhalten  sich  unter  einander  wie  x :  tangx  :sinx. 

Setzt  man  x  sehr  klein  voraus,  so  hat  man  annähernd 

tangx  -  X  -r^  -   ;         'sin  x  -  x  -  ^^  ^  . 

Daher  die  relativen  Fehler,  wenn  tang  x  und  sin  x  für  x  genommen  werden. 

tang  XX         x^  X  -    sin  X        x^ 

"    x"         ~      3  *'  X         ^  ~ß' 

Mithin  ist  der  Fehler  auf  der  innern  Grundfläche  zweimal  kleiner  als 
auf  der  äussern. 

Für  einen  Konvergenzwinkel  von  1®  hat  man 

x:27r-0,5«:360«;         x-  ^^^. 
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Daher  ergibt  sich  hierfür 

tangx-x         1    /3,1415  9265..\* 


L  A1415  9265. .  Y  ^ 
3   V  360       ~'J    ~    ' 


0000  2538 . . 


X  3   V  360  y 

Der  Fehler  beträgt  daher  anf  der  äassern  Grundfläche  für  eiaeo  Bogen, 
der  0,5®  amfasst,  sehr  annähernd  ^/ioooo  von  der  Bogenlänge. 

Nimmt  man  den  Erdhalbmesser  zu  6400000  m  an,  so  beträgt  die 
Länge  dieses  Fehlers 

7t.  Reihe  für  Arcns-SiBUs.     In  der  Gleichung 

(1)  y  =  Are  sin  X 

bezeichnet  x  den  Sinus,  dessen  Bogenmass  =  y  ist.  Es  soll  der  Bogen  y 
aosgedröckt  werden  durch  eine  Reihe,  deren  Glieder  den  Sinus  x  ent- 
halten.    Man  setze  zu  diesem  Zwecke 

(2)  Aresin  x  =  Ax  +  Bx«  +  Cx»  +  Dx*  +  Ex«  +  Fx«  +  Gx''  +  . . 

in  welcher  Gleichung  die  Grössen  A,  B,  C, . .  unbestimmte  Konstanten 
bezeichnen.  Da  für  x  =  0  auch  der  Bogen  ^  0  wird,  so  ist  das  Glied 
mit  X®  weggelassen. 

Die  Differentiation  dieser  Gleichung  gibt 

(3)    ^}  .  -:  -  A  -f  2  Bx  -f  3  Cx2  +  4  Dx»  -I-  5  Ex*  +  6  Fx«  +  . . 

K  1     •  x^ 

_  i 
Bringt  man  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  auf  die  Form  (1  ~  x*)    '^ 

and  entwickelt  dieselbe  nach  dem  binomischen  Satze,  so  folgt 

Da  nun  die  rechten  Seiten  von  (3)  und  (4)  einander  gleich  sein  müssen, 
so  geben  die  Koeffizienten  gleich  hoher  Potenzen  von  x  folgende  Werte 

A=^l,     B-0,     C-^,     D-0,     E-:^V,     F-=0,     G-vfr»- 

Vermöge  dieser  Werte  wird  die  Gleichung  (2) 

(5)  Arcsinx  -  x  -i-  Jx»  +  /x,  x«  -\-  ^-J^  x'  +  . . 

Setzt  man  hierin  nach  (1)  x  =  siny  und  beachtet,  dass  die  Vorzahlen 
eio  bestimmtes  Bildungsgesetz  befolgen,  so  hat  man  als  gesuchte  Reihe 

.  .  .        ,    1-sinv*        l-3siny*    ,    l-3-58iny'' 

16)  y  =  sin  y  -r     -^  .  3'  ^  "^     2T4  -5     ^       2  •  4"6T7~ 

,     l-3_5-7-sjny»    . 
"^2  -4  •  e""-  8  •  9  "    '^'  *  • 
In  der  Reihe  (4)  hat  man  allgemein 


l:3-5..(2n    -1)      . 
"""        2.4.6.r2n'       ^    ' 

""  +  1-   -    2.4-6...2n(2n  +  2) 


j.  2 II 4. 2 
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Mithin  das  Verhältnis 

u„-|.i  ^  2n  +  1     2 
ü„     ~~  2n  +  2  ^  * 

Folglich   ist*  die  Bedingung  der  Konvergenz   der  Reihe  (4),  welche  als 
Differentialqaotient  der  Reihen  (5)  und  (6)  anzusehen  ist,  nach  §  59 


2n 


2n+2 


x^<l, 


n 
2n 


Für  wachsende  Werte  von  n  n&hert  sich  der  Wert,  unter  wel- 
chem x^  immer  liegen  soll,  der  Einheit,  äbertrifft  jedoch  die  Einheit 
für  n  ^  x^  um  unendlich  wenig.  Folglich  ist  der  grOsste  zulässige 
Wert  von  x^  =  1,  also  von  x  =  i  1.  Mithin  ist  auch  die  Reihe  (5) 
für  jeden  Wert  von  y  konvergent. 


Für  einen  Winkel    von  30®  ist  sin  30®  ^ 
Werte  geht  die  Reihe  (6)  über  in 


2' 


y  = 


TT 


Für  diese 


TT 

6 


1 
2 


1 
2  •  3  •  4 


1-3-5 


1-3        ^  

2  •4- 5 -16    '    2. 4. "6 -7 -64 
1-3-5-7 


TT    -  3 


1   a     3 
24   '    640 


2  •  4  .  6  •  8  •  9  •  256 
5  35 
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7168       294912        2883584 


-1" 


Die  Glieder  dieser  Reihe  nehmen  ziemlich  rasch  ab,  also  kann 
daraus  der  Wert  von  n  bis  zu  einem  beliebigen  Grad  der  Genauigkeit 
berechnet  werden. 

71.  Reihe  fAr  Arciis-TaiigeM.     In  der  Gleichung 

(1)  y  —  Arctangx 

bezeichnet  x  die  trigonometrische  Tangente  des  Bogens  y.  Man  soll 
den  Bogen  y  durch  eine  Reihe  ausdrücken,  deren  Glieder  die  Variable  x 
enthalten. 

Man  nehme  als  hypothetische  Gleichung  an 

(2)  Arctangx  -  Ax  -;   Bx^  -f  Cx^  -f  Dx*  +  Ex«  -j-  . ., 

worin  A,  B,  C,  .  .  konstante  Grössen  bezeichnen,    welche  zu  bestimmen 
sind.     Dabei  ist  die  Vorzahl  der  Potenz  x®  gleich  Null  genommen,  weil 
für  X  =  0  auch  der  Bogen  =^  0  wird. 
Man  differentiiere  (2),  ao  kommt 

(3)  rx«2  =  '^  -^   2Bx  -^-30x2  H-  4Dx»  -|-  5Ex*  +  . . 


1+x 

Führt  man  die  Division  von  1  durch  1  ~r  x^  aus,  so  findet  man 

1 


(4) 


1^x2 


=-  1  -X 


.2 


X' 


X 


Ö  J 


I      •  •  • 
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Vermöge  der  GleichuDgen  (3)  imd  (4)  hat  man  zwei  Reihen  für 
dieselbe  Grösse  1:1+  x^.  Also  müsseu  die  Vorzahlen  derselben 
Potenzen  von  x  in  beiden  Reihen  gleich  sein.     Dies  gibt 

A=l, -28  =  0,     3C=-1,     4D--0,     5E  =  1,.. 

Fährt  man  diese  Werte  von  A,  B,  C, . .  in  (2),  so  folgt 

«'S  V  Y 

(5)  Arctangx  =  x  — *^    +  '^    ~  '^    -p..» 

Setzt   man   hierin   nach   (1)  x  =  tangy,    so    erhält   man   folgende    von 
Leibnitz  gefundene  Reihe 

(6)  y  =  tang  y  —  I  tang V  +  i  tang^y  —  f  tang'y  +  . . 

Die  beiden  Glieder  der  Reihe 

tangy^-^         tang_y^"  +  * 
*     2 n  -  1      ^      2n~-f~l 

geben,  abgesehen  vom  Vorzeichen,  das  Verhältnis: 

Hu  +  i         2n  —  1   .       o 
—       =  -;; — r~T-  tang^y. 
Un  2n  +  1        *  ^ 

Somit  ist  die  Bedingung  der  Konvergenz  der  Reihe  (6) 

2n-l  ^       2    ^  .       .       5j      ^   2n4   1 
---    -- tang^y  <  1,     tangV.    -^    ^  . 

Fär  n  =  oc  kann  tang^y  höchstens  ^  1  werden;  also  mnss  tang  y 
zwischen  -f  1  and  —1  liegen,  wenn  die  Reihe  (6)  konvergent,  also 
zulässig  sein  soll. 

Setzt   man  tangy  =  l,  so   wird  y  =   ;-.  Für  diese  noch  zulässigen 

Werte  wird  die  Reihe  (6)  geben 

^^^  4        ^        3^5         7^9         11  ^•• 

Mithin,  wenn  man  je  zwei  Glieder  zusammenzieht  und  mit  4  multipliziert 

ri^l  JL^,         1  J. 

W         ^  -  «  L  1 .  3       "5  .  7  "^^  9  .  11  ""    13  .  15  ^    17  •  19  "^  '  \ 

TT  1 

Für  30*^  wird  y  =  ^  und  tangy  =  "i/"    5  daher  nach  (6) 
(9)  ^  =  2Vs(l-J^+-^-A^  +  .\ 


\         3-3    '    5.3^        7-3 

Mittels  der   Reihen  (8)  und  (9)  kann  der   Wert  von  tt  berechnet 
werden. 

Um   aber  die  Reihe   (7)  noch   rascher  konvergierend  zu   machen, 

7t 

zerlege  man   den  Bogen  —  in  zwei  solche  Teile,  dass  man  hat 

4 
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(10)    •  j7r-4cc-iS 

und  nehme  taog  cc  =  ^  an,  so  ist 


taog  2  a 


2tonga  2--J  5 

-  tangV  "    1    -  "^5  12' 

2  taog  2  a  2  • /^  120 


(11)  »»"8^«-iZtaog^2«        1    -.Y.-  119- 

Da  ferner  tang^Tr  —  1,  so  wird  verinöge  (10)  sein 

l=-tang(4a-iJU^     Ung^«  ~  Ung^T^^ 
*  ^         1 -:   tang4a.tang/!^' 

woraus  folgt 

tong  4  a  —  1 
tang  4  a  -r  1 

Setzt  man  hierin  den  Wert  von  tang  4  a  ans  (11),  so  ergibt  sich 

tang/J- ^^^ 


i  iir  T  1        239 


1  20 


Führt  man  nnn  in  Gleichung  (6)  die  entsprechenden  Werte  y  =  a  und 
tang  a  "  4^,  sowie  y  =  ß  und  tang  ß  =  ^^-^  ein,  so  findet  man 


5    V        3.52   '   5-5*       7.58      9 


^       239  V         3.2392   "^    5-239*         7.239«     ^ "/ 

Zieht  man  die  eine  Reihe  von  der  andern  ab,  so  erhält  man  den 
Wert  von  ^n.  Folglich  entsteht  nach  einer  einfachen  Umformung  der 
Brüche  in  den  Klammern 


TT  _  4  ^  >!  a2 

4""5V"      3    100      5    100^       7.100^       9-100*       11 .  100« 


ir    \    •*•  n       «/^/\     I       ET        1 /\r\^   '        n       *  c\i\^   "^   t\       t  ä^r\ä.  *t        <r\f\1^~\~   ••     1 


239  V        3.57121       5.571212      7.57121»       "/ 

Vermittelst  dieser  Reihe  findet  man  leicht 

TT  -  3,14159  26535  89793  23846  . . . 

72.  AUeitNH  der  M^ifre^schen  iia«niialf«rMel  ais  der  liptseM- 
lial-,  Sinit-  Hd  C«8lii»reilie.  Die  Exponentialreihe  (4),  §  62,  für 
einen  positiven  und  negativen  Exponenten  ist 

®         ^'1^1.2'     123 

X       .        X*  X*  . 


e-''  =  1  —  —  + 


1         12         12.3 
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Durch  Addition  und  Subtraktion  die$er  Gleichung  erh&It  man 


.4 

2    '     1-2-3-4 


ex  +  e-"'  =-  2  (l  +  ^'^  +  --,  -/ -    .    +  . .  ). 


e 


^"^  =  K^  +  f  .|~3- +  r.  2-.'^-4  :-5  +  •  •) 


Setzt   man   hierin  x  j^—  1  statt  x,   so   erhält  man  mit  Rücksicht  auf 
die  Sinns-  nnd  Cosinusreihe 

2  ~V        l-2'^l-2-3-4      1. 2-3-4. 5-6"^'\ 


exy-i-e-«^=^ 


=  cos  X, 

=  (^--1.'   -L    _^ ^K^l 

V       1-2-31-2-3-4-5        V 
=  sinx  y  —  1. 
Addiert  man  diese  beiden  Gleichungen,  so  folgt 

(1)  e^y~~^  =  cos  X  4-  sin  X  K—  1. 
Setzt  man  hierin  nx  statt  x,  so  wird  sein 

(2)  e"^V^-^  =  cosnx-l^  sinnxK  -I. 

Erhebt  man  aber  die  Gleichung  (1)  auf  die  nte  Potenz,  so  kommt 

(3)  e"^^-^  =  (cos  X  +  sin  X  F"- !)". 

Die  linken  Seiten  von  (2)  und  (3)  sind  identisch,  also  sind  auch 
ihre  rechten  Seiten  gleich,  dies  fuhrt  zu  der  gesuchten  Moivre'schen 
Formel 

(4)  (cosx  +  sin  xK—  1;   =  cosnx  +  sin  nx  K—  1. 

n.  Sims  vad  Ctsiaas  der  fielfacbea  Begea  durch  die  Feteaiea 
der  elafachea.  Entwickelt  man  die  linke  Seite  der  eben  erhaltenen 
Moivre'schen  Formel  nach  dem  binomischen  Satze,  so  folgt 

(cosx  -h  sinxK—  l)"  =  cos"x  -r  —  cos" ~^x sinx K—1 

n(n  —  1)  ,     .  „ 

-cos"     ''x  sin  ^x 


1-2 

n(n-l)(n-2)_„^,  .   ,^ 


1-2-3 


cos"     ''Sin  ^x 


V 


,    n(n  — l)(n  — 2)(n  — 3)  .     .  ^ 

+  --^ J\    o    A cos»  -  *x  8in*x  -  . . 

1  -  2  -  o  •  4 

Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  ist  gleich  der  rechten  Seite  der 

MoiTre'schen  Formel  =  cos  n  x  +  sin  n  x  V  —  1.  Mithin  müssen  die 
reellen,  ebenso  die  imaginären  Teile  beider  gleichen  Ausdrücke  gleich 
sein.     Dies  gibt  die  gesuchten  Gleichungen 
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„_i      .      ••     n(ii  --  1)(d  -    2)        „_•{     .   3 
sin  nx  =  neos"     'xsiux  'Y-..-  _   cos"     •'x8in'*x 

1  •  2  •  B 

.   n(n--l)(n-2)(n    ■  3)(n-  -4)       „_,     .  , 

"1:2:3.4 -5  '^'      ^'sin^x-.. 

„         D(n-   1)  2     .2 

coßnx  — co8"x    -      -    ---     cos"     ^xsm^x 


1-2 
n(n--  l)(n~    2Kn   -   3) 

i  •'2-3.4 


-•-  -      -    C0S"""*X8ID*X 


Setzt  man  ip  diesß  Gleichungen  der  Reihe  nach  n  =  2,  3,  4, . .,  so  er- 
h&It  man  folgende' Relationen,  wenn  man  noch  sin^x  durch  1  — cos^x 
ersetzt 

sin  2  X  =  sin  x  (2  cos  x), 

sin  3  x  =  sin  x  (4  cos^x  —  1), 

sin  4  X  =  sin  x  (8  cos'x  -  4  cos  x), 

sin  5  X  =  sin  x  (16  cos*x  —  12  cos^x  +  1)» 

etc. 
cos  2  x  =  2  cos^x  —  1, 
cos  3  X  =  4  cos'x  —  3  cos  x, 
cos  4  X  =  8  cos*x  -  -  8  cos^x  +  1, 
cos  5  X  =^  16  cos*x  --  20  cos  V  t-  5  cos  x, 

etc. 

Löst  man  diese  Gleichungen  in  Hinsicht  der  Potenzen  von  sin  x,  cos  x 
auf,  so  erh&lt  man 

2  sin^x  =  —  cos  2  X  -r-  1, 

4  sin^x  =  —  sin  8  X  +  3  sin  x, 

8  8in*x  =  cos  4  X  —  4  cos  2  x  +  3, 
16  sin*x  =  sin  5  x  —  5  sin  3  x  +  10  sin  x, 

etc. 

2  cos^x  —  cos  2  X -f  1, 

4  co8\  =  cos  3  X  +  3  cos  x, 

8  cos*x  =^  cos  4  X  +  4  cos  2  X  -f  3, 
16  cos^x  =  cos  5  X  +  5  cos  3  X  -r  10  cos  x, 

etc. 


Erster  Teil  der  Integralrechnung. 


I.    Ableitang  von  Integralen. 

14.  legriff  Hud  Beseichinng  der  iBtegratiM.  Ktistante  der  Inte- 
gratUa.  Durch  die  IntegratioD  wird  aus  einem  gegebenen  Differential 
diejenige  Fanktion  abgeleitet,  dnrcb  deren  Differentiation  jenes  DifiPerential 
entstanden  ist  oder  doch  entstanden  gedacht  werden  kann.  Die 
Operation  des  Integrierens  ist  somit  das  Umgekehrte  des  Differen- 
tiierens.  Die  ans  der  Integration  hervorgegangene  Funktion  wird  nach 
Jak.  Bernoulli  das  Integral  des  Differentials  genannt. 

For  einzelne  einfache  Differentialien  kann  das  Integral  leicht  an- 
gegeben werden.     So  ist  z.  B. 

Differential.  Integral. 

dx,  x; 

2xdx, x^; 

dx 

logx; 

cosxdx, sinx; 

j-qjp» Arctongx; 

wie  man  sich  durch  Differentiation  des  Integrals  überzeugen  kann. 
Dm  die   Integration  durch  ein  Zeichen  anzudeuten,  schreibt  man 

vor  das  Differential,  das  zu  integrieren  ist,  den  Buchstaben   I .     Dieses 

Zeichen  hat  ffir  die  Integralrechnung  dieselbe  Bedeutung,  wie  der  Buch- 
stabe d  für  die  Differentialrechnung.     Man  schreibt  hiernach 

I  2  X  d  X  =  x^,  I  cos  X  d  x  =  sin  X. 

Antenheimerf  ElementarbQch.  5 
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Wird  die  lotegratioD  auf  beiden  Seiten  der  Gleichnog 

(1)  dy  =  rWdj 

aasgefübrt,  so  ^llt  links  das  Di ffereatial zeichen  neg  and  man  erhSIt 

(2)  y=Jf{x}dx=Jf(x)dx. 

Statt  der  Gleichung  (2)  kaun  man  anch  allgemeiner  schreiben 

(3)  y-Jf(x)dx  +  C, 

«oriu  die  Grösse  ('  eine  Konstante  bezeichnet.  Denn  wird  diese  Glei- 
choDg  (3)  differentiiert,  so  erhllt  man  die  obige  Differentialgleicfanng  (1), 
indem  das  Differential  von  C  =  0  wird.  Nao  ist  Gleichnag  (3)  allge- 
meiner als  (2);  daher  wird  man  dem  aus  der  Integration  anmittelbar 
hervorgegangenen  Werte  eine  Konstante  0  anbangen. 

Die  Bedeutung  dieser   Konstanten   ergibt  sich 

Fig.  25.  jy^^i,   folgende   Betrachtung.      Gleichung   (2)   stellt 

eine   Knrve   dar,   deren  Absciase    x    (Fig.    25)    und 

deren   Ordinate  y   ist;   nährend   Gleichnng  (l)   die 

Neigung  dieser  Kurve  zur  Abscissenacbse  angibt  nnd 

zwar   mittels    des    VerbSItnisses     -'    —  f  (x).       Nuu 

sind  aber  nuendlich  viele  Kurven  denkbar,  weiche 
für  dieselbe  Absciü^e  in  a,  b,  c  .  .  gleiche  Neignog 
zur  Abscissenacbse  haben.  In  den  Anneudiingen  kann  im  allgemeinen 
nur  eine  dieser  Kurven  der  Aufgabe  eotsprecheu  und  zwar  jene, 
welche  durch  einen  gegebenen  Punkt  geht.  In  Gleichung  (3)  ist  nuu 
die  Konstante  C  nicht.s  aader<;s  als  eine  Ordinate,  welche  einen  Punkt 
wie  a,  b,  .  .  feststellt,  durch  welche  die  Kurve  gehen  soll.  Dieser  Be- 
dingung wegen  fOgt  man  dem  ans  der  Integration  unmittelbar  hervor- 
gegangenen Werte  immer  eine  Konstante  C  bei.  Ihre  Anwendung  zeigen 
die  folgenden  Anfgaben  aus  der  Geometrie,  Physik,  Mechanik  etc. 


dtfferentiiert,    so  findet  man  x''dx.      Folglich  erhBlt  man   durch   die 
nmgekehrte  Operation 


Somit  wird  das  Integral  der  Formel  \''dx  erhalten,  wenn  man 
dx  zu  X  macht  and  die  entstandene  Potenz  x"''''  durch  den  neuen 
Exponenten  dividiert. 

Diese  Regel  ist  gSitig  für  jeden  Wert  von  a.  Allein  sie  fährt  in 
dem  speziellen  Fall,  «o  o  =  —  1  wird,  zu  dem  unbrauchbaren  Aoadmck 

rx-'ds  =  -i-+C. 
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Nqd   ist    aber   x'"^  =  —  und  somit  das  Integral 

X 

f-^  =logx  +  C. 

J      X 

Enthält  das  Differential  einen  konstanten  Paktor  a,  so  kann  man 
schreiben 

ax"dx  =  alx"dx  =  ^~Tr{  +  ^• 

Denn  diese  drei  Ausdrücke  liefern,  wenn  sie  diiferentiiert  werden, 
ein  und  dasselbe  Differential.  Somit  geht  der  konstante  Paktor  unver- 
ändert ans  dem  Differential  in  das  Integral  über,  und  es  kann  ein 
solcher  Paktor  vor  oder  hinter  das  Integral  -  Zeichen  gesetzt  werden. 
Nach  diesen  Regeln  erhält  man  z.  B. 

Jadx  =  ax  +  C,  J2  x'dx  =  -^  x*  +  C, 

dx 


fdx         f-'^  2       1 

I  ,~-r    =     X      2  d  X  = v> 


r-r  +  C. 
X 


7€.  L^garithnisclie  usd  eip«iieiitieile  Integrale.     Durch  Urakehrung 
der  Differentiation  folgt  unmiltelbar 

Srh  =  '««<''  + '')  +  ^'      /a-^T  =  -  '"«("^  -  '^  +  ''■' 

Alle  gebrochenen  Differentiale,   deren   Zähler  das  Differential   des 
Nenners  ist,  fähren  durch  die  Integration  auf  Logarithmen,     so  ist 

p  2xdx        ,     ,  2   ,     2N   I   r.       Pcosxdx  .  ^ 

dx 

Um  —  zu  integrieren,  multipliziere  man  Zähler  und  Nenner 

a  -|-  b  X 

mit  b,  dem  Paktor  von  x  und  schreibe  dann  d  (bx)  statt  bdx,  so  folgt 

f  ^^  =  I  f-^  =  |log(a  +  bx)  +  C. 
Ja  +  bx        bJa  +  bx        b 


5* 
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Die  Gleichnngen  (2)  und  (1),  §  17,  geben  anmittelbar 
/e«dx  =  e-:-(;,  /»^  <»  x  =  ^»J- +  C, 


log 


Joga 


Nach  dieser  Regel  kann  jedes  expoDentielle  Differential  integriert 
werden,  wenn  die  Exponentialgrösse  mit  dem  Differential  des  Exponen- 
ten multipliziert  ist.  Um  z.  B.  a°^dx  integrieren  zn  können,  multi- 
pliziere und  dividiere  man  mit  n  und  schreibe  d(nx)  statt  ndx,  so  folgt 

ra»*dx  =  "^    ra"*d(nx)=   ~--rC. 
J  n  J  nloga 

77.  Trig«i«»etrlsehe  lilegrale.  Durch  Umkehrung  der  Differen- 
tiation folgt 

I  cos  X  d  X  =  sin  X  +  C,         |  sin  x  d  x    =  —  cos  x  +  C, 

I \      =  tangx  +  C,       (-  T-^ —  =  —  cotgx  +  C, 

J     cos^x  J     Bia^x  ^ 

/sinxdx  ,   ^,  Pcosxdx  ,   ^ 
5 —  =  sec  X  +  0,        ( — r-Q  —   —  —  cosec  x  +  C. 
cos^x                                J     8in*x 

Um  das  Integral  von  8in2xdx  herzustellen,  ist  es  nötig,  dass 
sowohl  in  sin  2  x  als  in  d  x  derselbe  Bogen  vorkomme.  Nun  ist  aber 
d  X  =  ^  d  (2x) ;  somit  hat  man 

rsin2xdx  =  y  rsin2xd(2x)  =  —  ^  cos2x  +  0. 

Ganz  ebenso  ergibt  sich 

rco84ydy--        rco84yd(4y)=  sin4y  +  C, 

I  sin  a  X  d  X  =        I  sin  a  x  d  (a  x)  =  —       cos  a  x  +-  C. 

78.  KreisfiaktUaen.     Die  Differentiale  der  §  23  und  24  geben 

^^^     I  VT^  -^  ^  ^^^  ^'°  X  +  <^ ;       I  yYzI'2  ""  ^^^  ^^®  X  +  C, 
(2)    J-^^^  =  Are  Ung X  +  C;   J~T^  =  Are cotg x  +  C, 


(3)      I  -jy=^^:^^=^-T:-  =  Are  sin  vers  x  +  C, 


dx_ 

2 


V"2x-x 


f— ^-  = 


(4)  -,.         —  =  Are  sec  X  +  C. 
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I.  um  dcD  Ausdrock  |  ^^  ^       =-  auf  die  erste  dieser  Gleich angen 


zaräckzaffihreD,  schreibe  man 

C) 


dx 
Vi^-x» 


V^-iiJ 


and  betrachte  hierin  Dicht  x,  sondern        als  Sinus,  so  wird  sein 

a 


dx  .       .     X 

_  .  — z=-  =  Are  sm  — 

Ka^  _  X«  a 

II.  Ganz  ebenso  findet  man  nach  (2) 


(5)      J ~^fr'\^"  — >   —  ^^^ ^*°  ^  +  C. 


xd  X 

III.  Um    YJr~^     ^°    integrieren,    setze    man   x*  =  z,   so   wird 

2xdx  =  dz;  folglich 

Jtt'^  =  1/ 1  4-^2  —  2"  ^rc  taog  z  =  ^  Are  tang  x«  +  C. 

IV.  Setzt  man  in   Gleichung  (5)  statt  x   die  Grösse  b  +  J)   s^lso 
dx  =  dy,  X«  =  b*  +  2 by  +  y^  so  folgt 


J, 


rr_z=i_;_rv  r-^.-^    =  ArC  Sln +  C. 


Ka'^-b^-  2by-y2  a 

g 
Schreibt  man  hierin  a^  —  b^  =  A,  —  2  b  =  B,  also  b  =  —  —  und 

,      4A  +  B»  .  . 

4 


(7) 


J  KA  +  By-y«  V4A  +  B» 


Für  A  =  0  geht  diese  Gleichnng  Aber  in 

r       dv  2v  — B 
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79.  litegratItB  einer  Suaae  ?•■  DiffereitUllea.     Es  ist 

J[f(x)dx  +  (iP(x)dx+..]=/fWdx+J<iP(x)dx  +  .. 

Denn  differentiiertt  man  auf  beiden  Seiten,  so  erhält  man  gleiche  Werte. 
Folglich  wird  eine  Samme  von  Differentialien  integriert,  indem  man 
jedes  Glied  integriert  und  die  erhaltenen  Integrale  addiert.     So  ist 

(a  +  bx  +  ex»)  dx  =  ax  +  ~-  +  ^  +  C, 


J(a«      x»)dx  =  a«x--3''  +C, 


fCx  K"x  +  a Vx)  d  X  =  -f  x»  +  ~  x'  +  C. 

Da  nach  §  73  sin^x  =  ^  (1  —  cos  2  x)  und  cos^x  =  ^  (1  +  cos  2  x) ,   so 
hat  man 

Jsin*xdx=    -   Kl  —  cos2x)dx=    -x  —  -  sin2x  +  C, 

jcos^xdx  =        I  (1  +  cos2x)dx  =       x  -\-  ~  s\u2\  +  C. 

Es  ist  (a  —  x)*dx  =  (a*  —  2ax  +  x*) dx;  folglich  durch  Integration 

r(a-x)2dx  =  a2x-ax2+  -^  +  C. 

Um  das  Produkt  (a  +  x)  (b  — x)dx  zo  integrieren,  fähre  man  die 
Multiplikation  aus.     Man  erhält 

(a  +  x)(b  -  x)  dx  =  [ab  +  (b  -  a)  X  -  x«]  dx. 

Folglich  indem  man  integriert 

J (a  +  x)(b  -  x)dx  =  abx  +  (b  -  a)  |-  -  ^  +  C. 

M.   iMtegrati«!  nach  T^raisgegangener  MffereitlatUB. 

I.  Man  differentiiere  Ka*  +  x*  und  Ka'*  —  x^  so  kommt 

d  Vä^T^^  =  -,>^ää^,         d  Ka*'-  X»  =     "^^"^ 


Ka«  +  X«  Ka"  -  x' 

Mithin  erhält  man,  wenn  die  Gleichungen  integriert  werden 


(1) 


1  +  X 

II.  Man  differentiiere  die  Grösse  log- — ' — ;,  so  wird 


1  +  X       ^       d  X 


dlog^-^-^  =  2 


1  —  X 


2    » 
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Qod  indem  man  mit  2  dividiert  und  integriert 
/o\  Pdx  1,1  +  x,^ 

III.  Man   differentiiere  log  (x  -^  V  a*  +  x*),  so  folgt 

,    j xdx 

dX   +  ,  .  — r- 

ji     /^    ^  1/— TT-äN  K  a^  +  x^  dx 

dlog(x+  Ka«  +  x2)  =  —  =    I/-2V    2• 

x  +  K  a*  +  X*  )/  a^  +  x^ 

Mithin  darch  Dmkebrnng  der  Operation 

J    K  a*  +  x* 

IV.  Man  differentiiere  x"~^  Kbx  — x^  so  folgt 

d  (x»-*VTx~~T«)  =  (d  -  1)  x"-^Kbx  ^  x^dx  +  —'^.-jt:iJ^^, 

Bringt  man  rechts  auf  gleiche  Benennoog  und  ordnet,  so  folgt 

j/„     1  lAu         -^x       (2n  — l)b      x"-*dx  nx"dx  . 

^2  Kbx-x«        Fbx-x« 

Man  dividiere  mit  n,  versetze  die  Glieder  und  integriere,  so  kommt 

(4) 

Fnr  n  =  1  erhält  man  hieraus 


Kbx"-  X« 
Somit  nnter  Benatzung  von  Gleichung  (8),  §  78, 

(5)         f^pl  -     =  -  K  b  X  -:  x^  +  -5  Are  sin  ^-^^  +  C. 
J  K  bx  — X*  2  b 

„    „     .  ,  ^  y\  —  a       1  dx 

V.  Bs  ist         d  Are  tang 


Fb-x      2|/-x:_TKb^^' 


daher  auch  1  r-^_-^.r:-^r-^-.z:;L  r^  =  2  Are  tang  .--—  +  C. 

VI.  Man  erhält  ferner  durch  Differentiation  von  sin^x  und  cos"x: 
d  8in"x  =  n  8in""*x  cos  xdx,     d  cos"x  =  —  n  co8"""4  sin  xd  x ; 
daher,  wenn  man  mit  n  dividiert  und  integriert 


(6)  i  8in"~^x  cos  X  d  X  =  —  sin"x  +  C, 

(7)  I  co8**"^x  sin  xdx  = co8"x  +  C. 


I 
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Fnr  D  =  2, 3  erhält  man  hieraus 
l8inxco8xdx=    -sin*x  +  C;        sinxcosxdx  =  —  —  cos^x  +  C. 

j  sin^} 


xcosxd  X  =  —  sin^x 

3 


+  C;      I  cos^x  sin  xd  X  =  —  —  cos'x  +  C. 


Die  Gleichungen  (6)  und  (7)  gelten   auch,    wenn  n   negativ  wird. 
Für  n  =  —  1  erhält  man  z.  B. 


Pcosxdx 


sin'x 


iin  X  J 


sin  X  d  X 
cos^x 


+  0. 


J     sin'x  sin  X  J     cos'x  cos  x 

VII.  Man  differentiiere  8in"xcosx  und  cos"xsinx,  so  kommt 

d  8in"x  cos  x  =  —  sin"  "•"  ^x  d  x  +  n  sin°~*x  cos*x  d  x, 
d  cos°x  sin  X  =       cos"  +  *x  d  x  —  n  co8"~^x  sin^x  d  x. 

Man  setze  in  den  letzten  Gliedern  cos^x  =  1  —  sin*x  und  sin^x  = 
1  —  cos^x,  so  folgt 

dsin"xcosx  =  —  (1  +  n)sin"  +  4dx  +  nsin"~^xdx, 
dcos"xsinx  =       (1  +  n)cos"^"*xdx  —  ncos""4dx. 

Mithin   durch  Versetzung  der  Glieder,    Division  mit  1  -f  n    and    durch 
Integration 

1 


(8 


(9 


(10 


(11 


(12 


(13 


(14 


(15 


fsin"  +  ^> 


xdx=:  —  ^  ~ —  sin"xcos 
1  -r  n 


x'+ -5—  r8in"-»xdx+C, 
1  +  nj 

cos"  +  *x  d  X  =        -  7 —  cos"x  sin  x  +  --—  —    cos"~4  d  x  +  C. 
J  1   r  n  1  +  n  J 

Für  n  =  1,2,3  erhält  man 

J»  11 

sin^x  d  X  =  —       sin  x  cos  X  +  17  X  +  C, 
2  2 

I  cos^x  d  X  =        rt  sin  X  cos  x  +  — -  x  +  ( !, 

Isin^xdx  —  —  --sin^xcosx—      cosx  +  C, 

J>  1  2 

cos^x  d  X  =       —  cos^x  sin  x  +      sin  x  -f  C, 

j  sin*x  d  X  =  —      sin'x  cos  x  +  /  f  —  -^  sin  x  cos  x  +  «  x  j  +  C, 

I  cos*x  d  X  =      cos^x  sin  X  +      f      sin  x  cos  x  +  «  x  j  +  C. 

Führt   man   in  (8)  und  (9)  —  n   statt  +  n  ein   und   versetzt  die 
Glieder,  so  erhält  mau 
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Ji^     dx       _        IcosxD  —  ip      dx 
sin»+*x  ~  "~  "d   8in"x  "^        ö~  J  8in»-*x  ' 

p      dx      _         1    sinx        n  —  1  C*     dx 

*J  C08"'*"*X  D    C08"X  n      J   cos^^^x  ' 

Fär  n  =  1  geben  diese  beiden  Formeln 

[    .  a     =  —  cotgx  +  C;        ( — \~  =  tangx  +  C. 

VIII.  Wendet  man  dieses  Yerfabren  aaf  x°  log  x  an,  so  kommt 
znnächst 

dx°Iogx  =  nx""~^dxlogx  +  x^^Mx, 
sodann  dnrcb  Division  mit  n  and  Integration 

fx—Mogxdx  =  --  logx-    -l  +C. 

IX.  Ebenso  gibt  dasselbe  Verfahren  mit  Zugrundelegung  von  x"  a"^ : 

d  x"  a*  =  n  x"~*  a''  dx  +  x"  a*  log  ad  x, 

/^  v"  ax  n       P 

X"  a''  d  X  =  ^ , —      x"-^  a''  d  x. 

J  loga         loga  J 

Nach  dieser  Methode  können  offenbar  unzählige  Integrale  abge- 
leitet werden,  ohne  dass  irgend  welche  neue  Lehren  der  Integralrech- 
Dang  in  Anwendung  kommen. 

81.  iMtegraliea  direk  Eiifuhruag  eiier  aeien  veraMderlicbeB  Clroise. 

l.  Es  sei  zu  integrieren  dxl^a+bx.  Man  setze  a  +  bx  =  z, 
so  ist 

dx=   — -;       dxV^a +^bx  =  — z^  dz, 
D  b 

Jd  xKa"+  bx  =  IJz"^  dz  =  ^  z^»  +  C, 
oder  wenn  z  wieder  ersetzt  wird 


JdxKa  +  bx  =  ^(a  +  bx)»  +  C. 


11.  Es  sei  zu  integrieren 


V"(x-a)»' 
Man  setze  x  —  a  =  z,  so  wird  dx  =  dz,  x  =  z  +  a  und 


z* 
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Mithin 


'"'^=-281     !<  + 22  2^0, 


J  Vix  -  a)» 

jK(x-a)»  V  Vx-aJ 

III.  Zu  integrieren  dx. 

X 

.       dx         .           ,    iogx    .  , 

Man  setze  logx  =  z,   so  ist =  dz   und  dx  =  zdz, 

XX 

*«T    n        .    ,     X  ,  sinxdx         ,     ,. 

IV.  Es  sei  das  Integral  von «-  -   zu  bestimmen. 

cos^x 

Man  setze  cosx  =  z,  so  ist  sinxdx  =  —  dz,  also 

sinxdx   _        dz 
cos^x  z*  ' 

J      COS^X  J  z 


/ 


sin  X  d  X  1       .    „ 

«-    =    —     -i-  C. 

cos'x  cos  X 

V.  Für  1  +  logx  =  z  wird 

JillAl+Togx=jKzdz^-|.^=|-(KrTI^)^+<'- 

VI.  Um  nach  diesem  Verfahren  f  (x)dx  zu  integrieren,  nehme  man 
X  als  Funktion  von  z,  also       x  =  y  (z),  dx~9>*(z)dz, 

so  erhält  man 

f(x)dx  =  f[^'(z)].y^(z)dz. 

Allein  die  rechte  Seite  kann  hier  =F(z)dz  gesetzt  werden;  daher  ist 

rf(x)dx=  rF(z)dz. 

82.  ias  teilweise  Utfgrlcren.     Es  seien  u  und  v  Funktionen  der> 
selben  veränderlichen  Grösse,  so  erhält  man  durch  Differentiation 

d  (uv)  =  udv  4-  vdu 

und  hieraus  durch  Versetzung  der  Glieder  und  durch  Integration 


(1)  1  u  d  V  =  u  v  •--  1  V  d  u. 
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Darch  diese  Gleichnng  gelingt  es  öfters,  das  Integral   judv  in  die 

beiden  Teile  uv  und    Ivdn  in  der  Weise  zu  zerlegen,  dass  diese  Teile 

nach  bekannten  Formeln  hergestellt  werden  können.     Die  nächstfolgen- 
den Beispiele  zeigen  die  Anwendung  dieser  Gleichung. 

I.  Zu  integrieren  logxdx.     Man  setze 

log  X  =  u,         d  X  =  d  V, 

so  folgt  unter  Anwendung  der  Gleichung  (1) 


/' 


log  X  d  X  =  X  log  X  —  X  +  C. 

IL  Zu  integrieren  cosxsinxdx.     Man  zerlege  wie  folgt 

8inx  =  u;         cosxdx  =  dv, 
so  folgt  zunächst  du  =  cosxdx;  v  =  sinx;  folglich 

I  cos  X  sin  X  d  X  ==  sin^x  -  -  I  cos  x  sin  x  d  x. 

Daher  durch  Zusammenziehen  der  Glieder 


/ 


cos  X  sin  X  d  X  =       sin^x  +  C. 


x»  +  *  d  X 
III.  Um  das  Differential      -^^z.^^.  -  zu  integrieren,  setze  man 

Ka^~x^ 

u  =  x",         d  V  =  ^z---„-_—  .  -, 

Ya^  -  x2 

so  erhält  man   unter   Anwendung  der   Gleichung  (1)   rechts   in  §  80: 
V  =  —  V^a^  —  X*;  mithin  wird 

UV  =  ~  x"  Y^*^  —  x^,         vdu  =  ~  ux"~^Ka^  —  x^dx. 

Allein   die  letzte  Gleichung  gibt,   indem    man  Zähler   und  Nenner   des 
zweiten   Teiles   mit    \  a^  —  x^  multipliziert 

,      na^x"""^dx    ,     nx"  +  *dx 
vdu  =,  -    ^r7=^'-^r  + 


Ka^  --  x^  Ka^  -  x^  ■ 

Setzt  man  diese  Werte  von  uv  und  vdu  in  (1),  so  folgt 

rx»  +  Vdx               „iA-2         2  1       2  r^""'^x            rx»  +  Vdx 
^r  -  =  —  x"  K  a^  -  -  x-'  +  na*     y-r^-z=r    -    n    ,  , .. 

Zieht   man   die  beiden  gleichartigen  Glieder  zusammen  und  divi- 
diert mit  n  +  1,  so  kommt 


(2) 
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Ganz  ebenso  findet  man 

^''>        J  Y^i  +  y^  -  D  +  1  »^  *    +  ^  n  +  1 J  Kir«"  +  r«* 

För  n  =  1  ergibt  sich  aas  diesen  beiden  Gleichangen 

jKi'+x«       2  "^       ^  2  j]Aa2  +  x» 

Wenn  man  die  zweiten  Teile  nach  den  Gleichnngen  (5),  §  78, 
und  (3),  §  80,  integriert,  so  entsteht 

Die  vorstehende  Gleichung  (2)  kann  benatzt  werden,  um  das 
Differential  x"~  ^dxj^a'^ -- x^  zu  integrieren.  Man  multipliziere  und 
dividiere  dieses  Differential  mit  V^a^  -  -  x^,  so  erhält  man 

n  2  V  U  —  1  H  T  V"  +  1  H  Y 

X»  - '  d  X  V  a*  -  K*  -  ~  -  -      ^       -  ^r-  ■■  -    • 

Fa*^-    X«        Ka«    -X« 

Man  integriere,  fähre  den  Wert  des  letzten  Gliedes  aas  Gleichung  (2) 
ein  und  ziehe  zwei  gleichartige  Glieder  zusammen,  so  ergibt  sich 

(6)  fx-^dxKa^'-    x^==  ^-^    IV      xM-  ,  X-  fiS=.- 
Ganz  ebenso  findet  man  mittels  (3)  die  Gleichung 

(7)  Jx-  d  X  V.i  -i-  x^  =  -  f^  r  a«  +  x^  +  i~/p™f,- 

Für  n  :;^1,  2  ergeben  beide  Gleichnngen 

(8)  fdxKa^-    x^^  M'a2V-x2.i-   ^^'  Are  sin  ^''- +  C. 
J  2  2  a 

(9)  Jd  X  Ya^  +  X«  =  2  Ka^  +  x^  +  ^^^  log  (x  +  Ka^  +  x^)  +  C, 

xdx 


fxdxKa«  -  X*  =  ""^  V^a*"  -  X*  ^-  'g-  L 

Jx  d  X  yr-P  x^  --  f  KaM-  X-* + ^' y 


^a>      X»' 


+  x* 

Allein  die  letzten  Teile  dieser  zwei  Gleichungen  kflonen  mit  Hilfe 
der  Gleichangen  (1),  §  80,  integriert  werden,  wodurch  man  erh&lt 
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■i 


x'dx 

•^8*  +  x' 


X«  = 


(10)  Jxdx  Ka»—  X«  =- -  g  (a*  -  x«)»  +  0, 

(11)  J  xd X  Ka'  4- V«  =  J-  (a*  4-  X«) ^  4-  C. 
Für  n  =  3  erhält  man  aas  (7) 

fx»  d  X  riM-ir* = -4*  KaM-'ic»  4^  *^*  r. 

Fährt  man  den  Wert  des  letzten  Integrals  aas  (5)  hier  ein,  so  kommt 

(12)  fx^dxKa^'' 

83.  litegraliM  äorck  RelheD.    Es  sei 

(1)  f  (x)  =  Ao  +  Ai  X  +  Aa  x«  4  As  X»  +  . . 

eine  konvergente  Reihe.  Multipliziert  man  mit  dx,  and  integriert  auf 
beiden  Seiten,  so  folgt 

(2)  Jf(x)dx  =  Aox  +  ~-  x2  +  -^3-  x»+  ^'  x*  +  ..  +  C. 

Da  nun  die  Reihe  (1)  der  Differentialquotient  ist  von  (2),  so  muss 
nach  §  59  die  Reihe  (2)  für  dieselben  Werte  der  Variabein  x  konver- 
gent sein,  für  welche  anch  (1)  konvergent  ist. 

I.  Durch  Division  von  1  dnrch  1  +  x  findet  man 

(3)  -4—  =  1  -  X  +  x^  -  X«  +  X*  -  . . 

1  +  X 

Diese  Reihe  ist  konvergent  für  Werte  von  x  zwischen  -  1  und  +  1. 
Man  multipliziere  mit  dx  und  integriere,  so  kommt 

x^  x'  X* 

(4)  iog(i+x)  =  x    -^  +^-     -'^  +.. 

Die  Konstante  der  Integration  ist  =  0 ,  weil  für  x  =  0  beide  Seiten 
der  Gleichung  verschwinden.  Die  erhaltene  Reihe  ist  die  in  §  63  ab- 
geleitete logarithmische  Reihe. 

II.  Für  den  Sinus  von  x  hat  man  die  Reihe 

welche  für  jeden  Wert  von  x  konvergent  ist.  Multipliziert  man  mit 
dx  und  integriert,  so  erhält  man 

-C08X  =  ^---^+— ^;^^-g^-..  +  C. 


Kür  X  =  0  wii-d  ~  1  =  (Ä     Führt   man  diesen  Wert  voo   0  eiu 
uDd  moltipliziert  mit  —  1,  so  erhSIl  msD  die  bekaoote  GosiDusreihe 


II.    Beatinimte  Integrale. 

84.  laKriff  umi  leultkMiRg.  Es  sei  die  Differentialgleichang 
dy='r(x)dx  gegebeo,  so  folgt  nach  §  74  durch  Integration 

(1)  y-Jf(x)d)t  +  C. 

oder  indem  mao    jf(x}dx  darch  F(x)  bezeichnet 

(2)  y-FW  +  C. 

Der  Aosdrnck   rechts  in  (1)  and  (2)  wird   das  dd bestimmte  lote- 

gral  von  f(x)dx  genannt,  weil  der  Wert  von  G  noch  wiDItSrlicIi  ist. 

Man  nehme  Dun  an,  es  gelie  y  io  Vm  über,  wenn  \  zu  a  wird 
(Fig.  26),  so  erhält  man  aus  (2) 

Fig.  2«.  W  y.-F(a)-|-(;. 

Zieht  man  (3)  ab  von  (2),  no  folgt 

(4)  y_y.   =   K(K)^F(a). 

Diese  DifTerenz,  in  weicher  a  bestimmt 
und  X  als  veränderlich  gedacht  wird,  heisst  das 
partikulSre  Integral  von  r(x)dx. 

Man  lasse  \  übersehen  in  b,  dadurch  werde 
y  zu   Vi.;    so  gibt  hierfür  Gleicbnng  (4) 
(6)  y„-5.-F(b)  --F(»). 

Hierin  denkt  man  sich  a  und  b  als  bestimmte  Grenzwerte,  zwi- 
schen welchen  die  Variable  x  liegen  soll.  Also  liegt  auch  das  Integral 
von  f(x)dx  zwischen  F(b)  und  F(a).  Indem  nun  x  öbergeht  von  a 
in  b,  ändert  sich  das  Integral  um  die  Differenz  F(b)  — F{a),  Man 
sagt  alsdann,  es  sei  das  Differential  f(x]dx  integriert  wordeu  von 
X  —  a  bis  I  =  b  oder  auch,  es  sei  das  Integral  von  a  bis  b  genommen 
worden.     Um  den  Vorgang  SDzadeuten,  schreibt  man  nach  Pourier 


(6) 


J*tWdx  =  r(b)-F(,) 


Dabei   nennt   man  a  die  untere,  b  die  obere  Grenze  von   x   nnd  den 
ganzen  Wert  rechts  in  (6)  das  bestimmte  Integral  von  f(x)dx. 

Setit  man  daher  in  das  unbestimmte  Integral  zuerst  die  obere,  so- 
dann die  untere  Grenze  der  Variabein  nnd  zieht  das  letztere  Resultat 
vom  erstem  ab,  so  erb&lt  man  das  bestimmte  Integral  fär  diese  Grenien. 
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Der  Uebergaug  von  F(a)  ia  F(b)  moss  im  Siuue  voo  §  4  stelig 
erfolgen.  Da»  geschiebt  in  unendlich  kleinen,  aufeinander  folgenden 
Intervallen,  so  dass  von  Intervall  zu  Intervall  das  Integral  (die  Ordi- 
nate der  Kurve  in  Fig.  26)  um  unendlich  kleine  Werte  sich  ändert. 
Die  endliche  Differenz  F  (b)  —  F  (a)  kann  daher  als  Summe  aus  diesen 
unendlich  kleinen  Werten   angesehen   werden.     Daher   kommt  es,  dass 

nach  Leibnitz  vor  das  Differential  der  Anfangsbuchstabe  I  des  Wor- 
tes Summe  geschrieben  wird. 

8i.  Aeademg  der  iMtegratUBSgMMieii.  Dehnt  man  die  Variable  x 
von  a  bis  c  aus,  wo  c  >  b  >  a  vorausgesetzt  wird  (Fig.  26),  so  folgt 

(1)  £f(x)dx  =  F(c)-F(a). 

Daher 

(2)        rf(x)dx=  r'f(x)dx+  r^wdx, 

d.  h.  um  ein  bestimmtes  Integral  zwischen  den  Grenzen  x  =  a  bis 
X  =s  c  zu  erhalten,  kann  man  integrieren  von  x  =  a  bis  x  =  b  und  so- 
dann von  X  =  b  bis  x  =  c  und  die  Resultate  addieren. 

Vertauscht  man  die  lotegrationsgrenzen  in  (1),  so  folgt 


r 


f(x)dx-F(a)- F(c). 

*/  c 

Daher  muss  sein 

(3)  rf(x)dx-  -  rf(x)dx, 

d.  h.  wenn  man  die  obere  und  untere  Grenze  diT  Variabelii  verwocliselt, 
so  ändert  das  Integral  sein  Vorzeichen. 

M.  ABswertBMg  bettinvier  lategrale. 

I.  Das  unbestimmte  lutegral  von  x^  d  x  ist 


/ 


x^dx-   3   +^'. 


Es  soll  daraus  das  bestimmte  Integral  abgeleitet  werden  f ftr  x  ===>  b 

aod  X  =  a. 

b^ 
Für  die  obere  Grenze  b  ist  das  Integral  =  --  +  C, 


a^ 


für  die  untere  Grenze  a  dagegen   .     .     .  =  -^  +  C ; 
folglich  durch  Subtraktion  dieser  beiden  Resultate 


/. 


x«dx=  ~J-(b»-a«). 


3 
Für  a  =^  0  geht  diese  Gleichung  über  in 


/, 


b  1 

x'dx  ^  —-b^ 

0  o 


—       80      — 
Wird  a  negativ,  so  erhalt  man 

IL  AoB  dem  nDbestimmteo  Integral 

r-^  =  log(a-f  xW-C 
J  a  -T-  X 

erbfilt  man  für  die  Grenzen  x  und  0: 

Wert  des  Integrals  für  x  eifs  Grenze  =  log  (a  +  x)  +  C, 
Wert  des  Integrals  für  x  =  0      .     .   =  loga  +  C. 

Daher  durch  Subtraktion  des  letztern  Wertes 


r 


^x         1     /     .     ^      1  ,     a4-x 

=  log  (a  -f  x)  —  log  a  =  log 


a  -4-  X         o^     '     /         o  ö     j^ 

Wird  hierin  a  als  obere  Grenze  eingeführt,  so  kommt 

dx 


P*    dx 

I      — —  =  log  2  a  —  log  a  =  log  2. 

J  0  H  +  X 


ist   I  sin  x  d } 


in.  Es  ist   1  sin  X  d  X  =  cos  X  +  0. 


7t 

Für    X  —        als  obere  Grenze  wird  das  Integral   =  0  +  C, 

für    X  —  0  als  untere  Grenze =  1  +  C; 

daher 


/. 


n 

2 


sinxdx  =  —  1. 


IV.  Nach  §  82,  Gleichung  (4)  ist 


J- 


F^^-'-iv^'- -'+■;*-'■":+«■ 


Man  nehme  als  obere  Grenze  x  =  a  und  als  untere  x  =  0,  so  wird  der 

Bruch  —  rechts  in  Are  sin:  für  die  obere  Grenze  =  1,  für  die  untere 
a 

TT 

=  0.     Allein  der  Bogen,  dessen  Sinus  ^  1,  ist  =  -     und  der  Bogen, 

dessen  Sinus  =  0,  ist  selbst  =  0.     Daher  wird 

a       7t 
das  Integral  für  die  obere  Grenze  =    o " '  o  ^~  ^ 

und  für  die  untere  Grenze  .     .     .  =  0  +  C, 

somit 

••       x^dx  1 


L 


-  =  —-  a*  TT. 


o!yi^^^=^     * 
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ond 


i: 


X  dx  X  1  /•  ft  X 

K  a*  —  x^  +  -TT  Are  sin  — . 


0    Va*-x«  2  '  '2  a 

V.  Nach  §  80,  V.  ist 


dx  Kx  — a  .    _ 

=  Are tang  -^  +  C, 


Daher  _ 

dx 


X 


=  TT. 


. Vx-aKb-x 

VI.  Nach  §  62,  Gleichnng  (4),  bat  man  folgende  Reihe 

..,_!   I     "         a'x'  a'i'  a*x* 

^    1     ^    1-2  ^   1-2-3    ^    1.2. 34   ^•' 

Es  werde  mit  —  mnitipliziert  nnd  integriert,  so  Icommt 

/VMx  a*x'      ,         a»x»         ,        ,   _ 

j— '<>8'  +  "  + 172:2-+    12. 8. 8  +-+^- 

Daher  das  bestimmte  Integral  für  die  Grenzen  xi  and  xo: 

Vn.  Weitere  Beispiele  zur  Uebnng. 

j3xMx  =  125;  jyiLdx  =  2,797 . . ; 

p       dx  p       dx  TT 

J**      dx  yr  poo      dx      _  yr 

0  1  +  x«  "■  4'  Jo     1  +  x«  ""T' 


9r 


I     sm'xdx  =  -7-;  I     co8'xdx  =  — -; 

Jo  4  '  Jo  3  ' 

fdxVa^-x«»  J-a»/r;  fV  a« -x»xdx  =4-»'; 

«/o  4  «/o  o 

J  (a  +  bx)dx  =  a  + yb;  J    e^dx  =  1,71828.. 


r^e-»dx=  1; 

^'-"'^-1'' 

n 

n 

J    sin4xdx  =  0; 

1     co8  4xdx  =  0. 

itt«Bh«lmtr,  B]«D«Btorbacli. 

6 
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For  y  =  0  wird  aoch  Bogen  s  =  0.    SeUt  mao  diese  gleichseitigen 
Werte  in  diese  Gleichang,  so  erhält  man 

Führt  man  diesen  Wert  der  Konstanten  C  in  die  Formel  fnr  s,  so  ist 
die  Lange  des  Parahelbogens  vom  Scheitel  bis  zam  Punkt  x,  y 


S 


-^'^^+l'»«(^^^™')- 


fl.  Eekilfbatien  der  iwelten  kiUsdhen  PanM.     Die  Gleichung 
dieser  Kurve  ist  y'  =  a^x^.     Hieraus  folgt 

I  dx         3      I 

^  dy        2a  ^ 

Mithin  das  Bogenelement 

Um  dieses  Differential  integrieren  zu  kOnnen,  führe  man  eine  neue 
Variable  z  ein,  so  dass 

9  4a' 

l  +  -j^y  =  z,     also    dy  =  -^dz, 

so  erhält  man  für  das  Bogenelement 

ds  =  — T— z^  dz 
9 

und  ffir  den  Bogen,  indem  man  integriert 

4a2     2    l 


s  = 


+  «  =  -W-0+l!ry)^  +  c. 


Nun  sind  die  Koordinaten  des  Anfangspunktes  der  Achsen  z  =  0, 
y  =  0.  Zählt  man  den  Bogen  s  von  diesem  Punkte  an,  so  ist  für  y  =  O 
auch  s  =  0.    Pur  diese  Werte  von  y  und  s  wird  die  letzte  Gleichung 

0-^  +  0. 

Fuhrt  man  diesen  Wert  der  Konstanten  G  ein,  so  wird  die  Länge  des 
Knrvenbogens  zwischen  den  Ordinaten  0  und  y  sein 


8a 
s  =  - 


2     r-,  ^  .    3 


27 


[(•+i!rO-'} 


M.  lektlfkatlan  der  Ellipse.  Die  Gleichung  der  Ellipse  ist 
a»  y*  -f  b'  x'  =  a'  b^  Setzt  man  hierin  x  =  a  sin  y,  so  folgt  y  =  b  cos  7, 
mithin  d  x  =  a  cos  9^  d  9^,  d  y  =  —  b  sin  9>  d  9>.  Folglich  ist  das  Bogen- 
element 

ds  =  Kdx«  +  dy*  =  d y  V  a«cos«y  +  b^sin^y! 
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Non  ist  aber  cos^^P  =  1  —  sin'^,  folglich 

a« co8«y  +  b* sin^y  =  a« ^i  -  ^   ~^    sio v\ 


a>-b2 

>2 


Setzt  man  hierin  5 —  =  e^  so  folgt 

n 

ds  =  adyKl  —e'^siü*^" 

Dm  iotegrieren  za  können,  entwickele  man  die  WarzelgrÖsse  nach 
dem  binomischen  Satze  in  eine  Reihe.     Man  erhält 

-^1  1  1 

(1  -  e«  siü^vy  =  1  _  ^  e^  sin^y  -  -^  e*  sin*^  -  —  e«  sin«^  -  . . 

Diese  Reihe  ist  konvergent,  da  der  grösste  Wert  von  esin9>=  1 
ist.     Vermittelst  dieser  Reihe  wird 

(1)  ds  =  ady  (1  -  ^e^sin^y  -  ie*sin*9  -  . .). 

Die  Glieder  auf  der  rechten  Seite  können  integriert  werden  nach  der 
Gleichong  (8),  §  80 

rsin"9d9>=  —       sin"-^yco8y  +  ^-^  fsin^-^ydy. 

Man  erhält  fnr  n  =  2, 4, 6, . .  und   die   Grenzen  x  =  0  bis  x  =  x,  also 
für  9  =  0  bis  9  =  <p: 

r^sinVdy  =  —  —  sinycosy  +    _  y, 
«/  0  2  2 

I     8in*y d  <p  = —  sinV  cos  y  +  —  r p  sin  y  cos  V  +  ^r  y  j, 


r 


sin*9>dy  = sin*y  cosy 

0  6 


+  y  (^—  -  sinV  cos  y  —  -g  sin  V  cos  y  +  —  y j, 

etc.  etc.  etc. 

Hierfür  wird  nnn  nach  Gleichnng  (1)  der  Bogen  s  sein 

J-=:y—  —e^^yy  — —  sinycosyj 

-l^e*(y^y--|f|-sinycosy---^sin»yco8y) 
11-3  -/1-3-5         1.3.6  ,  ^      ^^      1-6  .  . 


^^KiTs  ^~  2:4:6''*"  '^'*"'  *  "  4:6""'^  c«8  y  -^  8,n»9)  cosy  j 


—  etc.  etc. 


IT.    Fliehe  ebeoer  Kirrei. 

ffS.   iuirack    Kr   iu   nitktmtltmtM   «ad   dl«  flicke.     Es  sei 

y  =  f(x)  die  Gleichnog  einer  Karve  GS  (Fig.  30).    Msn  bestimme  die 

Fliehe,   welche  xwischea  iwei  Ordinaten  BG  niid  DE  der  Absfüssen- 

scbse  und  der  Kurve  liegt 

Die  Koordinaten    des  Karveopooktes  C  seieo  AB  =  i,  BC  =  7. 

Die  cn   bestioimeade   Pttche  hangt  ab   von   der  Absciase  x,  ist  also 

eine  Pnoktion  vod  x.     Man  bezeichne  deshalb  diese  Flfiche  mit  F(i). 

Es    nehme    x   zu    nm   Ax,    so     wird    y    xn    y -b  A7  nnd   F(x)  xn 

F(i)+ AF(x). 

p.     „,  NiiD  »ei  Ax  =  Bm,     Han  xiehe  die  Ordi- 

*  nate   mo,    so    wird   mni=y±Ay   nnd    die 

Fl&cbe  BmnC«AP(x)  sein.  Es  sei  die 
Karre  von  0  ans  steigend,  also  m  n  c=  y  -|-  ^y, 
so  wird  die  FItche  BmnG  grOaser  sein  als  daa 
Rechteck  Bmn'G,  dessen  Grnndlinie  Ax  nnd 
dessen  Hfihe  j,  nnd  kleiner  als  das  Rechteck, 
dessen  Grnndlinie  Ai  nnd  dessen  HiVhe  y  +  Ay 
ist     Hitbin  wird  sein 

Der  Wert  des  VerbBltnisses Hegt  hiernach  zwischen  den 

Grenzen  y  nnd  y  +  Ay.  L&sst  man  Ax  abnehmen,  d.  h.  rückt  man 
die  Ordinate  mn  n&her  an  BC,  so  bleibt  die  Grenze  y  fest,  wlbrend 
die  Grenze  y  +  Ay  sich  mehr  nnd  mehr  der  GrOsse  y  n&hert  nnd 
diese  erreicht,  wenn  die  endlichen  Differenzen  in  Differentiale  öber- 
geheo.     Deshalb  mnss  sein 

(1)  -^TT"-'  "1"'  'iFW-yi«- 

Man  nennt  die  GrOsse  ydx  das  Differential  der  Fl&cbe  F(x). 
Das  Produkt  ydx  ist  ein  Rechteck  von  der  Hohe  y  und  der  Breite  dx. 
In  diesem  Sinne  nennt  man  ydx  Fl&cbenelement  nnd  stellt  sich  vor, 
dass  die  FlBche  F(x)  nm  dF(x)  oder  am  ydx  zunehme,  wenn  x  io 
X  4"  d  X  übergehe. 

Integriert  man  die  letzte  Gleichang,  so  erhält  man  die  gesacht« 
Fl&che. 

F(x)=j'ydx. 
Die  Berechnnng  der  Fl&che  ebener  Knrven,  auch  Qnadratur  ge- 
nannt, besteht  hiemach  in  der  Bestimmung  des  Integrals   |  ydx. 


M.  Tnpeilftche.  Es  sei  ;  =  ax  -{-  b  die  Gleicbang  einer  Geraden. 
Die  RoordinatOD  eines  Panktea  der  Geraden  (Fig.  31)  aeien  AB  =  x, 
BC  =  y.  Die  PlUcbe  iwiechen  den  beiden  Eoordinatenacbsen ,  der 
Ordinal«  BC  und  der  Geraden  werde  mit  P(i)  bezeicbnet.  Den  bei- 
den Absdseen  x  nnd  x-f-dx  entsprechen  zwei  Ordinaten,  welche  ein 
PlScbenelement  d  P  (x)  =  j  d  i  einscbliessen.  Führt  man 
den    Wert   von   y   ana   der   Gleichung    der   Geraden  ''^'  *^' 

hier  ein,  so  folgt 

dF(x)  =  (ax  +  b)dx. 
Wird  diese  Gleichnng  integriert,  so  erhält  man 

FW  =  ^  +  bx  +  C. 

Hierin  ist  die  anbestimnite  Konstante  C  zu  ermitteln.  Lässt  man 
die  Abscisse  AB  =  x  auf  0  abnehmen,  so  wird  anch  die  darflber  liegende 
FlSche  P  (x)  =  0.  Setzt  man  daher  z  =  0  in  die  letzte  Gleichang,  so 
folgt  0  OS  C,  d.  h.  die  Konstante  tftllt  aas  der  Gleichanft  weg. 

Wird  X  ansgedebnt  bis  in  dem  bestimmten  Werte  h,  so  folgt  ans 
der  letzten  Gleichnng 

f(i>)  =  ~  +  bi,. 

Es  ist  dies  die  Trapexfläche  nber  der  Abscisse  h. 

17.    treicckdiehe.      Es   sei   BC  =  a    (Fig.  32)    die    Basis    nnd 
A  d  =^  h  die  BOhe  eines  Dreiecks.     Die  Spitze  A  werde  als  Anfangs- 
punkt  der   Koordinate  Dachsen    nnd    die    Höhenlinie 
als    Abscissenacbse    angenommea.       Der    Abscisse  P>K-  32. 

AB  =  x  entspreche  eine  Ordioatensamme  Em-f 
B  n  =  y,  fftr  welche  man  vermAge  der  Aehnlichkeit 
der  Dreiecke  Aron  nnd  ABC  hat  y:a  =  x:h. 

Der  Inhalt  des  Pläcbenelemeotes  ISngs  der  Ordi- 
nate mn  wird  deshalb  sein 

ydx  =  -r-J(dx. 

Folglich  die  Dreiecksfl&che,  indem  man  integriert 

Läast  man  die  Abscisse  x  abnehmen  anf  0,  so  wird  anch  die  Dreiecks- 
fläche  I  y  d  X  =  0 ,  folglich  gebt  die  letzte  Gleichnng  für  x  =  0  fiber 
io  0  =  G.     Uitbin  fSIlt  G  weg  nnd  es  ist 

Dreieck  A  m  n  =  -t-  —-. 
Dehnt  man  hierin  i  bis  h  ans,  so  erhält  man 

Dreieck  ABC=|-~  =  -^. 
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tS.  Firabellichc.  Die  Koordioaten  eioes  Pankles  der  Pftrabel 
aeieo  x,y.  Hau  soll  die  Fliehe  bestimmeD,  welche  iwucben  diesen 
beideo  Koordinaten  und  dem  eotsprechendeD  Parabelbogen  liegeo. 

Zu  den  AbscisBeD  z  and  s  +  di  gehOren  iwei  Ordinalen,  welche 
ein  PlBchenelemeDt  eiDschliesseo  tod  der  Breite  dx  nnd  Hfihe  y,  also 
dem  Inhalte  y  d  x.  Vermine  der  Gleichoog  der  Parabel  ist  aber 
f  =  VSpü.     Hithio  wird  das  PlftcheoelemeDt 

ydx  =  V  2pxdx  =  Ks^-s^ds 
aod  folglich  die  Fläche,  indem  mao  iotegriert 

Jydx  =  ys^  J.^d  Jt  =  |-  K2^-  X»  +  C. 

Für  X  =  0  wird  aacb  die  Flfiche   fyd  x  =  0.   Mithin  wird  auch  G  =  0. 
Es  ist  deshalb  die  gesachte  PlSche 

Nbd  ist  xy  die  der  Parabelflüche   amschriebene  Reihteck fliehe.     Folg- 
lich ist  die  ParabelflSche  f  von  der  nrnschriebeoen  Rechtecksfläcfae. 

ff9.  Allere  A^ffauHg  d«  bettlBBtca  latrgrals.  In  §  84  wnrde 
die  Grösse  dy  =  f(x)dx  als  Differential  der  Ordinate  anfgefasst,  wo- 
durch sich  das  bestimmte  Integral  als  Differenz  zweier  endlicher  Ordi- 
nateu  darstellte. 

Hier  erec'heint  r(x)dx  als  Differeotial  einer  Fläche  (Fig.  33),  be- 
greoEt  von  einer  Rarve  ab'c'..,  deren  Gleichoog  y  =  f(x)  ist  (§  9S). 

Folglich    stellt   das    Integral   rf(x}d)[   die  Fliehe    dieser  Kurve  dar. 

Nnn  erhatte  man  durch  Integration 


(1)  JfCx)dx-F{x)-t-C. 


Gesetzt  die  Fläche  zwischen  der  Rnrve  und   der  Ahscissenachse 
verschwinde  für  x  =  Aa  =  a,  so  erhält  man  aus  (1) 

Kig.  83.  0  =  F  (a)  -1-0,         C  =  -  P(a). 

Setzt   man   diesen   Wert  der  Konstanten  G  in  (l), 
so  folgt 


/f(x)dx. 


F{x)  =  F(a). 


Dieser  Wert  des  Integrals  ist  die  Fläche  über 
der  Absei ssendifferenz  x  — a.     Wenn   also  Ax^x, 
so  ist  F(x)  — F(a)  die  Flache  axx',  also  das  partikuläre  Integral. 


—      91      — 

Dehnt  man  den  Wert  der  Abscisse  in  (2)  von  A  a  =  a  bis  Ab  =  b 
ans,  so  geht  (2)  über  in 

J%(x)dx  =  F(b)-F(a). 

Dieses  Integral  ist  die  Fläche  abb'  über  der  AbscissendifPerenz 
b  —  a  nnd  wird  wegen  der  bestimmten  Grenzen,  zwischen  welchen  die 
Variable  x  eingeschlossen  ist,  das  bestimmte  Integral  von  f(x)dx 
genannt. 

£s  sei  c  >  b  >  a,  so  hat  man  mit  Rücksicht  anf  die  Figar,  gerade 
wie  in  §  84  nnd  85. 

Fl&che       acc'  =  rf(x)dx  =  F(c)  -  F(a), 
Fläche       abb'  =  f  f  (x)dx  =  F(b)  -  F(a), 
Fläche    bcc'b'=  rf(x)dx  =  F(c)-F(b), 
rf(x)dx=  r  f(x)dx+  rf(x)dx. 

Ja  t/ a  t/  b 

Der  Wert  des  Integrals    i    f(x)dx,    als  Fläche    gedacht,   ist  ein 

Produkt  ans  zwei  Faktoren.  Der  eine  Faktor  ist  die  Abscissendiiferenz 
c  —  b  als  Grandlinie  eines  Rechtecks,  der  andere  die  Höhe  dieses 
Rechtecks.  Diese  Höhe  ist  ein  mittlerer  Wert  aas  den  verschiedenen 
Ordinaten,  welche  zwischen  den  Eodordioaten  f(b)  und  f(c)  liegen  und 
kann  mit  f[b  +  a(c  —  b)]  bezeichnet  werden,  wobei  der  Wert  von  a 
zwischen  0  nnd  1  liegt.  Diese  mittlere  Ordinate  muss  nämlich  eine 
Abscisse  haben,  welche  zwischen  Ab  und  Ac  liegt;  eine  solche  Abscisse 
ist  b  +  a  (c  -^  b).     Mithin  ist  das  Integral 

(3)  J'f  (x)dx  =  (c  -  b)f  [b  +  a(c  -  b)]. 

In  dieser  Gleichung  sind  die  einzelnen  Rechtecke  als  algebraische 
Grössen  aufzufassen.  Wenn  c>b  oder  c<b,  so  wird  c  — b  das 
positive  oder  negative  Zeichen  haben.  Ordlunlen,  welclic  über  iWr 
Abscissenachse  liegen,  werden  gewöhnlich  als  positiv,  solche  unterhalb 
derselben  als  negativ  angesehen.  Aus  diesem  Grunde  kann  die  mittlere 
Ordinate  in  (3)  positiv  oder  negativ  sein;  das  Integral  (3)  aber  ist 
positiv,  wenn  beide  Faktoren  rechts  das  gleiche,  negativ,  wenn  sie 
angleiche  Zeichen  haben. 

IM.  las  bestlnnte  Integral  eine  Soane  ais  uaendlifh  kleinen 
Tellea.  Es  sei,  wie  im  vorigen  Paragraph,  f  (x)dx  das  Differential  von 
F(x).  Lässt  man  nun  die  Grösse  x  in  x  +  dx  übergehen,  so  nimmt 
P(x)  nm  f  (x)dx  zu.  Teilt  man  die  Abscissendifferenz  c  —  b  in  n  Teile, 
wovon  jeder  =  d  x  ist,  und  lässt  man  x,  vom  Werte  b  aus,  übergehen 
in  b  +  dx,  b  +  2dx,..  .b  +  (o -~- I)dx,  so  stellt  die  Summe  aus  den 


£ 


catBpTMfacmleii  ZmwmOmeo  4er  FukÜM  dca  toUlea  Zmdis  4«nelbea, 
d.  b.  die  GrtMe  F(c)  —  F(b)  dar.     MHliiB  wbd  arä 

r(x)dx=f(b)dx-i-  f{b  — dx)dx-rf(b-r3dx)di-r.. 
J-f[b-r(ii  — l)di]di. 

Die  einzelnen  Glieder  der  Reihe  rechtn  Bind  Flieh eoetemente  anf 
den  GniDdlinien  dx  nnd  deo  reipektiTen  BAbm  f(t>),  1(6-]- dx), 
f(b -|- Sdi),...  Die  Sannie  dieser  FUcbrnelemeote  iat  die  totale 
PUche,  ein|eacblo«8en  swisdwD  die  Endordinaten  f(b)  nnd  f(c). 

Verwandelt  man  die  Fliehe  iwiKben  dieun  Endordinaten  In  ein 
Rechleck  von  der  Länge  c  ~  b,  diese  der  AbaÖBscDaclue  nach  ge- 
neaieiit  ao  i>^  die  mittlere  Hohe  dieses  Rechtecks 

T^H.C '«■'■■ 

1«.  rOA*  clacr  Ime,  fcm  filclfbiBg  Ist 

y  =  I*  ~  *  —  a. 
Diese  Gleichang  gibt  nach  §  8  eine  Kar*e,  welche  die  Absdssen- 
aehse  (Fig.  34)  in  R  nod  L  schneidet.  Der  Karventeil  BKL  liegt 
anterhalb  der  Abscissenachse.  FSr  y  =0  er- 
halt man  x  =  AE  =  2  and  i  =  AL=  — 1. 
Die  Koordinaten  des  Ponktes  G  wieo  x  =  A  B, 
y  =  B  C,  so  ist  das  Fl&cheneleraent  l&ngs  der 
Ordinate  BC  =  ydx  =  (i*  — x  — 2)dx;  folg- 
lich die  Fliehe  swischen  der  Knrve  nnd  Ab- 
scissenachse fSr  nnbestimmte  Grenzen 

/j^-'T- 2  -'■  +  ''■ 

Es  sei  AB'  =  4,  so  ist  die  Fläche  EB'C 
Ferner  die  FIfiche  BKL  nnterhalb  der  Abacissenache 

;>=(|_i^.,o)-(-i-;+.H-c)=-4 

Der  Inhalt  dieses  FlScheateiles  hat  das  negative  Vorreichen,  weil 
die  Ordinaten  zwischen  L  and  E  negativ  sind.  Die  algebraische  Somme 
aas  den  zwei  berechneten  Flächenteilen  ist  daher  8^/3  —  4*/i  =  4'/i. 
Dieses  Resnltat  kann  indessen  anch  direkt  erhalten  werden.  Es  ist 
nSmlich 


—      93      — 

Dieser  Wert  4Ve  als  Rechteck  gedacht,  hat  nach  §  99,  Glei- 
chung (3),  Äur  Grandiinie  B'L  =  c  — b  =  4— ■(— 1)  =  5  uod  somit 
zor  mittleren  Höhe  f  [b  +  a  (c  —  b)]  =  4V«  :  5  =  */«.  Dieser  Ordinate 
entspricht,  snfolge  der  gegebenen  Gleichung,  eine  Abscisse  =  2,26. 
Es  ist  daher 

b  +  a(c  -  b)  =  2,26,         -  1  +  a  [4  -  (-  1)]  =  2,26, 

a  =  0,65. 

Man  erkennt  hieraas  die  Bedeatang  der  Grösse  a  im  Ausdruck 
der  Gleichung  (3),  §  99. 

in.  nache  ift  Klllpte.  Die  Gleichung  der  Ellipse  für  den  Mittel- 
punkt ist  a'y^  +  b'x^  =  a^b^     Mithin  das  Flächenelement 

y  d  X  =  —  V  a*  —  X*  d  x 

a 


and  das  unbestimmte  Integral  hiervon  nach  Gleichung  (8),  §  82 

b 

a 


JV  a«  -  x^  d  X  ==  ^  [x  Y^^ X«  +  aUrcsin  -^1  +  C. 


Für  x  =  0  wird  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  =  C,  da 
Are  sin  0  verschwindet.     Mithin  ist  die  Fläche  dber  der  Abscisse  x: 

~  rVa>-x»d X  =  ^ fx Va«-x*  +  aUrc sin ~1. 
aJo  2aL  aJ 

Um  den  vierten  Teil  der  BUipsenfl&che  zu  erhalten,  muss  x  von 
O  bis  a  genommen  werden.    Nun  wird  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung 

für   die   obere  Grenze  x  =  a  zu  -;r-  Are  »in  1  =  -^  •  ^» 

für  die  untere  Grenze  x  =  0  zu  0. 
Folglich  die  Differenz  dieser  Werte 

—  (    Ka^  —  x^d  X  =  V  a  b  TT. 

a  Jo  4 

Hithin  ist  die  ganze  EUipsenfl&che  =  a  b  tt. 

IM.  fliehe  des  Kreises.  Ersetzt  man  im  Vorhergehenden  das 
Verbiltnis  b:a  durch  1,  so  erhält  man  die  Gleichungen  fdr  die  Qua- 
dratur des  Kreises. 

In  §  10  wurde  auch  als  Differential  der  Kreisfi&che  die  Formel 
angegeben 

dF  =  27rxdx. 
Mithin  erh&lt  man  für  die  Ereisfl&che  und  den  Ereisring 

p==  r  27rxdx  =  7rR^        ^=  /   27rxdx  =  tt  (R«  -  r«). 


kvent  Tdi  =  e'dK.     Hithio  AvrA  iBtegratioii 
'2)  I    «*  d  1  =  e-  —  I, 

3}  J       e'dx=  1  — «-». 

Vena  i  =  AB,  M»  iteilt  du  Inlvfral  (2)  die 
iwiccfaen  dm  Ordinatcn  BC  and  AM  liegende 
FUche  dsr.  Wenn  —  i  =  A  D,  co  üt  das  Inte- 
gral (3)  die  Fliehe  iwiKbea  den  OrdinaUo  DN 
BDd  AM.  Wird  die  Abscisw  in  (3)  bis  —  ao  «r- 
=:0;  folglich  iat  die  iwiachen  der  AbMiaaenacbw 
Ese  FBche,  tod  der  OrdinatcBachae  u  nach  lioks 
iDd,  =  1. 

Icr  CjrbkMe.     Nach  §  93,  R«.  38,  iat  da«  Ble- 
E 

txmffYAf  =  i*{l  —  8eoB»  +  «>«'9')dT. 
*9)  =  ^(1  -!-coi3  7),  10  wird 
=  a}{\  —  2tai>f  -^  \tm^*f)Af. 

a*  (~  -  2  Bin  y  +  -i-  Bio  2  v)  +  C. 

ntegnü  rechts  iwiachen  den  Gmiaeo  9  =  0  and 


:c  =  ..(Y 


-9aiD9  +  — «tn87}. 


n  2n  ausgedehnt  wird,  so  erh&U  man  den  Inhalt 
ischeo  der  Cyklolde  nod  der  Grundlinie  =  3  a^  ;r. 

Dreifache  vom  lohalt  d«s  Rollkreises. 

diese  Pl&che  in  ein  R«chteck  mit  der  Grandlioie 
1  die  HAhe  desselben  3a*7[:2an  =  |a.  Dieser 
tische  Mittel  ans  den  unendlich  vielen  Ordinaten, 
nd  B,  je  in  einem  Abstand  dx  von  einander,  er- 
n.  Diese  mittlere  Ordinate  werde  erreicht,  ntch- 
is  gedreht  hat  am  einen  Winkel  f  =  a,  so  folgt 
iinen  Gleichnng  y  =  a  (1  —  cos  y)  fflr  diese  Ordinate 

=  a{l  —  cosa);  cos«  =  —0,5, 

e  Werte  a  =  ^v  und  b  =  | «  entsprechen.  Bei 
lidet  daher  die  obere  Rechteckaseite  die  Cykloide. 


V.    Inhalt  der  Rotationsdäelie&. 

M.  Audniek  (ir  dt«  BleMHt  der  RvUtisiiläche,    Es  sei  j  =>  f  (x) 

die  Gleichnng  einer  Karve  EC  (Fig.  38).  Dieselbe  mache  eine  ganze 
Drehang  am  die  Abscissenachse.  Man  soll  den  Inhalt  der  von  der 
Karre  beschriebenen  Oberfläche  bestimmen. 

Die  Koordinaten  des  Knrvenpnnktes  C  seien  x,  ;,   die  L&nge  der 
Generatrice  GE  =  s.     Da  s  eine  Fanktion  von  x  ist,  so  wird  aach  die 
ßotaüooafl&cbe  von  s  abhängen  nnd  darch  P(x) 
beieichnet   werden   kSnnen.     Es  nehme  x    am  Fi(t.  38. 

Ax  =  Bm  EU,  Bo  ändert  sich  F(x)  nm  AF(x), 
y  nm  Ay  =  nn'  nnd  s  am  As  =  Cn.  Die  Aen- 
deniDg  TOD  Ay  kann  positiv  oder  negativ  seio, 
je  nachdem  die  Korve  von  C  aas  steigt  oder 
C,^/  fällt.  Han  lege  durch  die  Knrveppnrikte'OM,  eine 
/  Sehne,  so  ist  deren  L&age  =  l^(Ai*)  +  (Ay)^. 
Dieu  Sehne  ist  kQraer  als  der  Bogen  As.  Dreht 
sich  die  Sehne  mit  der  Karve  nro  die  Abscissen- 
achae,  so  beschreibt  die  Sehne  die  Oberfläche  eines  Kegelmantels.  Da 
die  Halbmesser  dieses  Kegelmantels  y  nnd  y±  Ay  sind,  so  ist  dessen 
Oberfläche  =  n  (y  +  y  ±  Ay)  x  V^C  Ax)*  +  (Ay)'.  Dieser  Kegelmantel 
ist  kleiner  als  die  Zone  AP(x),  welche  vom  Bogen  Ab  beschriebeo 
wird;  folglich  wird  sein 

AF(i) 


'r(2y±Ay)Ax|/l+(|jy 


>1. 


Nimmt  hierin  As  ohne  AnfhOren  ab,  so  nähert  sich  die  Zone  dem 
Kegelmantel  als  einer  Grenze.  Diese  Grenze  wird  erreicht,  wenn  Ax 
ta  d  I  wird.    Alsdann  reduziert  sich  2  y  ±  Ay  anf  2  y,  die  Verhält- 

niwe  —-^,     ^  '  werden  za  Ditferentialqaotienten  nnd  man  erhält 

dF(x) 


2nrydx 


v^<^y 


Dä  dxV/ H-T-^"]     darch  das  Differential  ds  des  Bogena   (§  87) 
ersetzt  werden  kann,  so  findet  man  als  Differential  der  Rotationsfläche 
(1)  dF(x)  =  2rryds. 

IHe  GrSsse  injAt  ist  das  Flächenelement,  welches  von  d s,  im 
Abstand  y  von  der  Achse,  bei  der  Rotation  beschrieben  wird.  Darch 
lotagrfttion  der  Gleichung  (1)  erhält  man  die  Rotationsfläche 


(2)  F(x)  =  27i  fydfl. 
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Die  Herstellung  dieses  Integrals  heisst  auch  Komplanation  der 
Rotationsflächen. 

IM.  •berfläche  eines  KegelnaateU.  Die  Achse  des  Rotationskegels 
sei  h,  der  Halbmesser  der  Grundfläche  r,  der  Halbmesser  eines  Schnittes 
im  Abstand  x  von  der  Kegelspitze,  normal  zur  Achse,  gleich  y,  so  ist 

y:x  =  r:h,        y  =  X^'        <iy  =  Y' 
Mithin  das  Element  ds  der  Kante  des  Kegels 

Somit  die  unendlich  schmale  Zone  2  7ryds,  welche  ds  bei  der  Drehang 
um  die  Achse  beschreibt 

d  F  (x)  = T-i X  d  X 

Dud  der  Mantel   des  Kegels   fdr  uDbestimmte  Grenzen    von  x,    indem 
man  integriert 

Folglich  der  Kegelmantel  zwischen  den  Grenzen  x  =  0  und  x  =  h 

F  (h)  =  n  r  Vü^  +  r«. 

111.  •beriäche  der  Kigel  uni  RigelMiie.  Die  Kugeloberfläche  ent- 
steht durch  Drehung  eines  Kreises  um  seinen  Durchmesser.  ^Der  Halb- 
messer des  Kreises  sei  r,  so  wird  sein 

yä  =  r^  —  x^         d  y  = d  x, 

ds  =  dx|/l  +  (^^j    =dx =  -y-. 

Hiernach  wird  das  FISchenelement  2  tt  y  d  s  der  Kugel  =  2  tt  r  d  x  und 
die  ganze  Kugelfläche,  indem  man  von  x  =  —  r  bis  x]=  +  r  integriert 


7rr  j       dx  = 


4  7rr*. 


Stehen  die  beiden  parallelen  Ebenen,  welche  eine  Kngelzone  aas- 
schneiden, vom  Mittelpunkt  der  Kugel  nach  derselben  Seite  hin  um 
h  und  h'  ab,  so  ist  der  Inhalt  dieser  Zone 


2  TT  r  j     d  X  =  2  TT  r  (h'  —  h). 


112.  •berlache  des  FarabtUides.     Diese  Oberfläche  entsteht  darch 
Rotation  einer  Parabel  um  ihre  Achse.     Die  Gleichung  der  Parabel  ist 
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IfithiD  das  Element  2  tt  y  d  s  der  Rotationsfläche,  welche  wir  mit  P  (x) 
bezeichnen  wollen 

dF(x)  =  27rKp  V2xH-pdx. 
Dm  integrieren  zn  können,  setze  man 

2  X  +  p  =  z,        also         d  X  =  I  d  z, 
so  erhält  man 

i.  -    L 

dF(x)  =  ;ry^zMz;         F(x)  =  |7rKpz '-'  +  C; 

P(x)  =  l7rKp(2x  +  p)«+a 

For  x  =  0  wird  auch  die  Parabelfläche  F(x)  =  0.     Diese  Werte,  in  die 
letzte  Gleichung  eingesetzt,  geben 

Fahrt  man  diesen  Wert  von  C  in  die  Gleichung  für  P(x),  so  er- 
hält man  die  Paraboloid fläche  von  der  Höhe  x,  vom  Scheitel  an  ge- 
rechnet 


F(x)  =  -j-nVp 


(2x  + 


3  J^~| 

P)'   -  P  ^ J. 


HS.  •berlaeke  des  SUipt^Mes.  Diese  Oberfläche  entsteht  durch 
Rotation  einer  Ellipse  um  ihre  grosse  Achse.  Nun  ist  die  Mittel- 
panktsgleichnng  der  Ellipse 

y  =  —  V^a^  —  X*,     folglich     d  y  = 


Mithin  wird  das  Flächenelement 


27ryds==27r-^dx|/  a^ ö — x^ 


V 


b    ,     1  /    «       a«  -  b2 

2 


a         r  a' 


a*  — b* 
Man  setze ^ —  ~  ®*>  ^^  ^^""^  ^**  Flächenelement  gleich 

2  n  — Va*-e»x«d  x. 
a 

Dividiert  man  noch   unter  dem   Wurzelzeichen   mit  e^  und   integriert 
nach  Gleichung  (8),  §  82,  so  erhält  man 

For  x  =  0  muss  dieses  Integral  «=  0  sein;  folglich  ist  auch  0  =  0. 

7» 
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Zwischen  deo  GrenceD  x  =  0  und  z  =  a  liegt  die  halbe  Ober- 
fläche des  Ellipsoides.  Der  vorstehende  Aasdrack  gibt  hierfür,  da 
a^  —  a*  e*  =  b^  ist 

TT  b^  H Are  sin  e. 

e 

Wenn  das  BUipsoid  in  eine  Kugel  dbergeht,  so  ist  b  =  a,  e  =  0  nnd 

Are  sine  _ 
e 

Polglich  die  halbe  Oberfläche  der  Kagel  =  n  a^. 


114.  •berlache  des  abgeplattetei  Sphiraldes.  Die  Ellipse,  deren 
Gleichnng  a'y' +  b^x^  =  a^  b'  ist,  drehe  sich  am  ihre  kleine  Achse 
2  b,  so  beschreibt  dieselbe  ein  abgeplattetes  Sphäroid.  Das  Bogen- 
dement 

d8  =  dyJ/l  +  (^— J    =^ dy 

beschreibt  während  der  Drehaug  ein  Flächenelement  gleich 

27rxds  =  ^|^  Vb*  +  (a«-b»)y«dy. 

Man  setze  a^  —  b^  =  a'e^  und  dividiere  unter  dem  Wurzelzeichen 
mit  a^e^,  so  wird  das  Flächeneiement 


(1) 


27rxd8= — p — ^yj^i^^+y  • 


"'"■2a' 


Das  Integral  dieses  Ausdruckes  zwischen  den  Grenzen  y  =»  0  und 
y  =  b  gibt  die  halbe  Oberfläche  des  Körpers.  Nun  ist  nach  Glei- 
chung (9),  §  82 

Folglich  für  die  halbe  Oberfläche  des  Sphäroides 

und   diese   halbe    Oberfläche    selbst,    unter   Benutzung   des  Integrales 
von  (1) 

(2)  F  =  a«7rH ^log   *  (1  +  e). 

Hierin  lässt  sich  der  logarithmische  Faktor  wie  folgt  umgestalten.   Aus 
a«  -  b^  =  a«  e«  folgt 


nsd  indem  man  aaf  beiden  Seiten  die  Logarithmen  nimmt 
21«g-^ iog(l  +  e)  -  log(l  -  e). 


wodurcb  nan  Gleicbnng  (2)  abergeht  in 


"0+^- 


F  =  2a»/i  +  2b* 


Die  Reibe  in  der  Klammer  iat  konvergent  f&r  alle  Werte  von  e 
zwiGcben  e  ^  ^  1  bis  e  ^  ~l~  1<  alao  fnr  alle  denkbaren  Werte  vod  e. 
Weon  b  =  a,  so  wird  e  =  0  nnd  F  =  4  a*  tt,  wie  es  sein  soll. 


VI.  Inhalt  der  Rotstionskürper. 

lU.    kmtintk    fir  iu  Blcaeit   eUca  Bttelieiikirpen.     Es  sei 

y  =  f (i)  die  Gleichung  einer  Kurve  CE  (Pig.  39).  Man  ziehe  zwei 
Ordinaten  CD  und  BD  dieser  Knrve  nnd  bestimme  das  Volamen,  wel- 
ches die  Fl&che  BGKD  bei  einer  ganzen  Rotation  um  die  Abscissen- 
achse  beschreibt. 

Die  Koordinaten  des  Karvenpnnktes  C  seien 
A  B  =  I,  B  C  =  ;.  Da  die  PIBche,  welche  den 
Kfirper  beschreibt,  von  x  abhSngt,  so  ist  auch 
der  Inhalt  dieses  KOrpers  eine  Funktion  von  x. 
Man  bezeichne  diesen  Inhalt  mit  F(x).  Lässt 
man  x  nm  As=Bm  zonehmen,  so  ist  die 
entsprechende  Ordinate  mn  =  y  tb  Ay-  Da- 
durch w&chst  das  Volumen  des  Rotationskörpers 
nm  AF(x).  Somit  ist  AF(x)  das  von  der  Flä- 
chenznnahme    6m  nC    beschriebene    Volumen. 

Wenn  m  n  =  y  +  Ay,  so  ist  «■(?+ Ay)*Ax  ein  Cylinder,  welcher 
am  AF(i)  nnd  wy^Ax  ein  Cylinder,  welcher  in  AF(x)  beschrieben 
gedacht  werden  kann.  Der  erstere  Cylinder  ist  grösser,  der  letztere 
kleiner  als  AP(xj.     Folglich  hat  man 


oder  anch 


••y'Ai 


>1 
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Wenn  hierin  Ax  abDimmt,  so  n&hert  sich  y  +  Ay  der  Grösse  y  als 
einer  Grenze.  Wird  Ax  zo  dx,  so  wird  aas  beiden  Ungleichheiten 
die  Gleichnng 

(1)  -|r^  =  *y''   <iF«  =  '»-y'<i'^ 

Die  Grösse  — -~ —  ist  der  Dififerentialqnotient  des  Rotations- 
körpers and  d  F  (x)  sein  Differential,  die  Grösse  v  y^  d  x  ein  Gylinder 
von  der  GrandflSche  ^  y^  and  der  anendlich  kleinen  Höhe  d  x.  In 
diesem  Sinne  sagt  man,  es  nehme  das  Volamen  des  Körpers  am  ^  y'  d  x 
za,  wenn  x  in  x  -f  d  x  abergehe.  Die  Ermittelang  von  F  (x)  heisst 
aach  Kabatar. 

IM.  Inhalt  elies  senkrechte!  Rrelskegels.  Seine  Höhe  sei  h,  der 
Halbmesser  seiner  Grandfläche  r.  Man  lege  in  den  Abst&nden  x  and 
X  -f  d  X  von  der  Eegelspitze  ebene  Schnitte  darch  den  Körper,  senk- 
recht zar  Achse  and  bezeichne  den  Halbmesser  des  ersteren  dieser 
Schnitte  mit  y,  so  ist 

x:y  =  h:r,  y  =  —  x. 

Mithin  das  zwischen  den  beiden  Schnitten  enthaltene  Körperelement 

1.9 

ff  y^  d  X  =  ff  —2"  x^  d  X. 
Das  anbestimmte  Integral  hiervon  ist 


r^    p 
^  hd 


r^    X* 
x^dx  =  ff--2-  — +C. 


Folglich  der  Inhalt  des  ganzen  Kegels 

x^dxl^-^-ffr^h 

k     4  Q 


2     />h  i 

2  ^V'_  jL  -  ,2 


and  der  Inhalt  eines  abgestampften  Kegels,  dessen  Grandflächen  nm  h 
and  h'  von  der  Spitze  abstehen 

117.  Inhalt  einer  Kngel.  Die  Kagel  entsteht  darch  Dmdrehang 
eines  Halbkreises  am  seinen  Dnrchmesser.  Man  nehme  diesen  Darch- 
messer  *  als  Abscissenachse  and  einen  seiner  Endpankte  als  Anfangs- 
pankt  der  Achsen  an,  so  ist  die  Gleichang  des  Kreises 

y«  =  2rx-x^ 

In  den  Abständen  x  and  x  -f  d  x  vom  Anfangspunkte  lege  man 
zwei  ebene  Schnitte  darch  die  Kagel,  senkrecht  aaf  die  Drehachse,  so 
ist  das  zwischen  ihnen  liegende  Körperelement 

ff  y^  d  X  =  ff  (2  r  X  —  x^)  d  X. 


—     103 
Die  iDtegratioD  dieses  DiffereDtials  gibt 


(1)  irJ(2rx-x^)dx  =  Tfrx^-  y)  +  C. 


Folglich  der  Inhalt  der  ganzen  Engel 

/»Ar  4 

n\      (2rx  —  x*)dx  = -r-7rr' 
J  0  3 

and  der  Inhalt  einer  körperlichen  Zone,  deren   parallele  Grundflächen 
nm  h  nnd  h'  Yom  Anfangspunkt  der  Achsen  abstehen,  nach  Gleichung  (1) 


<'"-¥)-''(--B 


Nach  §  10  ist  das  Volumenelement  einer  Engel 

dv  =  4  7rx^dx. 
Folglich,  indem  man  integriert,  das  Volumen  der  vollen  und  hohlen  Engel 

118.  lahalt  des  Blllps^ldes.  Dasselbe  entsteht  durch  Drehung  einer 
Ellipse  um  ihre  grosse  Achse.  Aus  der  Gleichung  a*  y^  -f  b^  x^  =  a^  b^ 
der  Ellipse  könnte  der  Wert  des  Eörperelementes  Try^dx  wie  bei  der 
letzten  Aufgabe  über  die  Engel  dargestellt  werden.  Allein  statt  dessen 
setze  man  x  =  acos9',  so  wird  vermöge  der  Gleichung  der  Ellipse 
y  =s  b  sin  9  ood  durch  Differentiation  d  x  =  —  a  sin  y  d  y. 

Mit  Hilfe  dieser  Werte^  erhält  man 

Try^dx  =  —  ;rab^sinV d  y. 
Nun  ist  aber  nach  Gleichung  (12),  §  80 


/■ 


«1  2 

sin'?'  d  y  =  — ~  sin^y  cos<f  —  ~  cos  9  +  C, 


Folglich  der  Inhalt  des  Eilipsoides  für  unbestimmte  Grenzen 

f*  TT  a  b 

n  j y^ dx  =  — - —  (sin^y cos y  +  2 cos (f)  +  C. 

Für  X  =  0  bis  x  =  a  erhält  man    das    halbe    Ellipsoid.      Diesen 

TT 

Grenzen  entsprechen  aber  die  Werte  9  =  -^    und  y  =  0.      Mithin  ist 
das  halbe  Ellipsoid 

-Trabbi     Bm^WdW  =  ^ 


—  Trabbi     sin^y  d  y  =  -:^7rab^ 


2 


119.  Inhalt  des  abgef^latteten  Sphareides.  Dieser  Eörper^entsteht, 
wenn  sich  eine  Ellipsenfläche  um  ihre  kleine  Achse  dreht.  Es  gelte 
die  Bezeichnung  der  vorigen  Aufgabe.  Man  lege  zwei  ebene  Schnitte 
durch  den  Eörper  in  den  Abständen  y  und  y  +  d  y  vom  Mittelpunkt 
des  Eörpers,  senkrecht^  zur  kleinen  Achse,  so  ist  das  von  diesen 
Schnitten  eingeschlossene  Eörperelement  =  tt  x^  d  y.     Da  nun  aber 

X  =  a  cos  y,         y  =  b  sin  y,         dy  =  b  cos  9  d  9>, 
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so  wird  das  Eörperelement 

TT  X*  dy  =  TT  a*  b  cos'y  d  9>. 
Das  Integral  hiervon  ist  aber  nach  Gleichang  (18),  §  80 

Jir  a^  b 
cos'y  d  y  =  — —  (cos^y  sin  y  +  2  sin  y)  +  C. 

Dm  das  halbe  Sph&roid   za  erhalten,  mass  y  zwischen  den  Gren- 

TT 

zen  0  and  b,   also  9  von  9>  =  0  bis  9^  =  —  genommen  werden.   So- 

mit  ist  der  Inhalt  des  halben  Körpers 

n 


ir  a*  b  I     cos*y  d9  =  -T-ir  Si^h. 


Wird  die  Erde  als  elliptisches  Sphäroid  angesehen,  so  kann  ihr 
Inhalt  vermittelst  dieser  Formel  berechnet  werden.     Man  schreibe 

Nun  ist  der  Erdumfang  2air  =  5400  geogr.  Meilen  und  — =  ; 

a        ^o9 

folglich  der  Inhalt  der  Erde 

-^—ä'-H^  (5400)  »  =  26500  Millionen  Kubikmeilen. 

12t.  Iihalt  eines  Parabeloides.  Es  drehe  sich  eine  Parabelfläche 
um  ihre  Achse.  Da  die  Gleichung  der  Parabel  y^  =  2px,  so  ist  das 
scheibenförmige  Eörperelement  dieses  Rotationskörpers 

Try^dx  =  2Tpxdx. 

Folglich  das  Paraboloid  von  der  Höhe  x,  vom  Scheitel  an  gerechnet 


r*  1 

2Tpl     xdx  =  Tpx^  =  — X'iry*, 
J  0  .  2 


d.  h.  gleich  der  Hälfte  vom  nroscbriebenen  Cylinder. 

Der  Ausschnitt  zwischen  den  Grenzen  xo  und  x,  entsprechend  den 
Ordinaten  yo  und  y  wird 

ff  p(x^  — -  xo*). 

Allein  es    ist    x*  —  xo*  =  (x  +  xo)  (x  —  xo).     Setzt  man  x  —  xo  =  h, 
so  wird  der  vorstehende  Inhalt 

^  (2  pi  +  2  pio)  =  ^  (y'  +  yo'). 

Der  Inhalt  des  Kegels  mit  den  Grundflächen  y^ir  und  yo*ir  und 
der  Höhe  h  ist 

-^(y^  +  yo*  +  yyo). 

Folglich  der  Unterschied  zwischen  dem  Parabelausschnitt  und  dem  ihm 
einbeschriebenen  Kegel  gleich 

^(y-yo)». 


—     106     — 

m.  Iihilt  eiiei  Ijperb^UMei.  Wenn  sich  eine  Hyperbelfläche 
om  ihre  grosse  Achse  dreht,  so  beschreibt  sie  zwei  getrennte  Körper, 
welche  man  Hyperboloide  nennt.  Die  Gleichnng  der  Hyperbel  ffir  den 
Hittelpankt  ist 

b^ 

Ifiihin  das  EOrperelement,  senkrecht  zar  Drehachse 

iry^dx  =  w— 2-(x*  —  a*)dx 

und  das  Hyperboloid,    das   mit  F(x)  bezeichnet  werde,    indem   man 
integriert 

9 


(1)  F(x)  =  »-^(jL__a«x)  +  C. 


Lpässt  man  hierin  x  bis  auf  a  abnehmen,  so  verschwindet  das  Hyper- 
boloid, weil  dasselbe  nur  bis  zum  Scheitel  reicht.  Da  fär  x  =  a  somit 
F  (x)  =  0  wird,  so  erhält  man  ans  der  Gleichnng  (1) 

(2)  o  =  .^(i^-a«)  +  C. 

Setzt  man  den  Wert  der  Ronstanten  G  ans  (2)  in  (1)  ein,  oder,  was 
auf  das  Gleiche  herauskommt,  zieht  man  Gleichnng  (2)  von  (1)  ab, 
so  erhält  man  das  Hyperboloid  zwischen  den  Grenzen  x  =  a  und 
X  =  x;  nämlich 


F(x)  =  ir-j^(^— -a^x+— J. 


VU,    Bestimmung  von  Kurven  ans  gegebenen  Eigenschaften. 

122.  Sias  dfr  Anfgabea.  Bei  der  Untersuchung  über  das  Maximum 
nnd  Mioimum  der  Funktionen,  der  Methode  der  Tangenten  (§  45  n.  50), 
der  Quadratur,  Rektifikation  der  Kurven  etc.,  wurde  immer  eine  be- 
stimmte Fanktion  vorausgesetzt  und  eine  gewisse  Eigenschaft  derselben 
nachgewiesen.  Man  kann  aber  auch  die  umgekehrte  Aufgabe  stellen, 
ans  einer  gegebenen  Eigenschaft  der  Funktion  die  Funktion  und  die 
ihr  entsprechende  Kurve  abzuleiten.  Einzelne  Beispiele  werden  das 
Verfahren  zeigen. 

I2S.  Nm  einer  larre  mit  kenstanter  Snbtangeaie.  Diese  Kon- 
stante sei  =  a   nnd    da  der  Ausdruck    der  Snbtangente    nach  §  45, 

dx 
Gleichnng  (1)  =  y  -z —  ist,  so  wird  im  Sinne  der  Aufgabe  sein 

J 

dx  ,  dy 


=  a,  d 


'  dy      -'        "        y 

Wird  die  letztere  Gleichnng  integriert,  so  kommt 

X  =  a  log  y  +  C. 
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Gesetzt  es  sei  fdr  y  =  1  die  Abscisse  x  =  0 ,  so  wird   anch   die 
KoDstante  G  =  0.     Folglich  ist  die  Gleichong  der  gesuchten  Rorve 

X  =  a  log  y,     oder     y  =  e  * . 

124.  Htm  eiier  Rirre  ait  kMstaater  Siki^male.     Diese   Kon- 
stante sei  =  a,  so  hat  man  nach  Gleichang  (1),  §  45 

y -T-=^  =  a,         ydy  =  adx. 

Darob  lotegration  der  letzten  Gleichung  erhält  man 

^  =  ax  +  C. 

Wenn  für  x  =  0  auch  y  =  0  sein   soll ,  so  wird   auch  0  =  0.      Die 
Gleichung  der  gesuchten  Kurve  ist  somit 

y*  =  2  ax, 

d.  h.  die  einer  Parabel,  deren  Parameter  den  Wert  2  a  hat. 

125.  Fem  eiaer  iirre  bU  k^astaaler  Tangente.     Diese  Tangente 
reicht  vom  Berdhrungspunkt   bis  zum  Durchschnitt  mit  der  Abscissen- 

achse.     Der  Ausdruck  dafür  ist  nach  §  45  =  y  1/  1  +  ( "T")  •      ^^^ 
konstanter  Wert  sei  a,  so  wird  man  haben 

y|/l  +  (^y  =  a,     also     dx^^Ka-5^^. 
Dm  diese  letztere  Gleichung  integrieren  zu  können,  setze  man 

(1)  Va«-y*  =  y*, 

worin  z  eine  von  y  abhängige  Veränderliche  bezeichnet,  so  wird 

dx  =  zdy. 
Auf  das  Differential  zdy  wende  man  Gleichung  (1)  von  §  82 

I  zdy  =  zy  —  I  ydz 

über  das  teilweise  Integrieren  an,  so  erhält  man 
(2)  x  =  zy— Jydz. 

Allein  aus  Gleichung  (1)  folgt  y  =  .  ..  Führt  man  diesen  Wert 

Ki  +  z^ 

von  y  in  den  letzten  Teil  von  (2)  ein,  so  folgt  unter  Anwendung  vod 
Gleichung  (3)  des  §  80 

l'y  d  z  =  ^jy=^  =  a  log  (z  +  KT+l^)  +  C. 
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Mit  Hilfe  dieses  Aosdrackes  wird  (2) 

X  =  zy  -  alog(z  +  V  1  +  z^)  +  C, 
oder  wenn  man  den  Wert  Ton  z  durch  y  ersetzt 


=  K  a*  —  y^  —  a  Jog 


a  +  Va^-y« 


+  C. 


Für  y  =  a   werde  x  =  0.      Diese    gleichzeitigeo    Werte  geben  C  =  0. 
Somit  ist  die  Gleichong  der  gesuchten  Knrve 


=  y"a*  —  y^  —  a  log   ■ 


a  +  Ka*  -  y* 


y 

IM.  r«TB  eiier  hrfe  hU  keBstaiter  Normale.  Diese  Normale 
reicht  vom  Dorchschnitt  derselben  mit  der  Earve  bis  zam  Dnrchschnitt 
mit  der  Abscissenachse.  Die  Konstante  sei  =  a,  so  wird  nach  Glei- 
chong (2)  des  §  45 

Integriert  man  die  letzte  Gleichung  nach  Formel  (1)  des  §  80, 
so  kommt 

'  -  ±/f^  -  ±  1"^^ + «• 

Wemi  y  =  0,  so  sei  x  =  a.    Für  diese  Werte  wird  0  =  0;  somit 

X  =  ±  V  a*  -  y\ 

Dies  ist  die  Gleichong  eines  Kreises  mit  dem  Halbmesser  a. 

127.  lerlegoig  elaes  Rechteckes  dorch  eine  Karre  In  Teile  mit 
gegekeneni  ferkiltnls.  Diese  Knrve  gehe  vom  Anfangspunkte  der 
Achsen  aus  und  entferne  sich  bis  zum  Punkte  x,  y  von  beiden  Achsen. 
Der  Eurvenbogen ,  welcher  zwischen  diesem  Anfangspunkt  und  dem 
Punkte  X,  y  liegt,  schliesse  mit  der  Abscisse  x  ond  der  Ordinate  y 
eine  Fläche  ein,  welche  einen  gegebenen  Teil  vom  omschriebenen 
Rechteck  xy  sein  soll.     Welches  ist  diese  Korve? 

Das  Flächenelement  der  Korve  ist  ydx,  also  die  Fläche   |  ydx. 

Soll  diese  Fläche     -  vom  Rechteck  xy  sein,  wo  n  jede  positive  Zahl, 
die  grösser  als  1  ist,  bezeichnet,  so  hat  man 


/^ 


ydx  =  — xy. 


Man  differentiiere  diese  Gleichung,    so    fällt   links  das   Integral- 
zeichen weg  und  man  erhält 

ydx  =  — ydxH xdy 

n  n 
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ond  indem  man  auf  beiden  Seiten  — ydx  abzieht,  mit  n  maltipliziert 

and  die  Variabein  sondert,  nämlich  y  anf  die  eine,   x  auf  die  andere 
Seite  der  Gleichung  bringt 


^  =  (0-1) 


dx 


X— ^ 


y  X 

Die  Integration  dieser  Gleichung  gibt 

logy  =  (n  —  l)logx  +  C. 

Für  X  =  1  sei  y  =  p;  folglich  logp  =  G.     Fährt  man  diesen  Wert 
der  Konstanten  ein,  so  folgt 

log(f)  =  log 

Wenn  aber  die  Logarithmen  gleich  sind,  so  müssen  es  auch  die 
Zahlen  sein;  folglich  die  Gleichung  der  gesuchten  Kurve 

y  =  px"~*. 

Für  n  =  ^/s  wird  y*  =  p*x.  Diese  Gleichung  gehört  der  kubischen 
Parabel  an.     Sie.  teilt  das  Rechteck  in  Teile,  die  sich  verhalten  wie  3:1. 

Für  n=lV2  wirdy^  =  p*x.  Diese  Kurve  ist  eine  Parabel, 
welche  das  Rechteck  in  zwei  Teile  teilt,  die  sich  wie  2 : 1  verhalten. 

Für  n  =  2  wird  y  =  px  zur  Gleichung  einer  Geraden,  welche  als 
Diagonale  das  Rechteck  in  gleiche  Teile  teilt. 

128.  Eitstehnag  einer  EetatUasliche  ?•■  gegebencH  Inhalt  inttk 
Erekug  eUer  KvrTe.  Diese  Kurve  gehe  vom  Anfangspunkt  der  Achsen 
aus  und  werde  um  die  Abscissenachse  gedreht.  Dabei  beschreibe  der 
Bogen ,  welcher  zwischen  diesem  Anfangspunkt  und  dem  Punkte  x,  y 
der  Kurve  liegt,  eine  Oberfläche,  welche  das  n fache  sein  soll  vom 
Kreise  mit  dem  Halbmesser  y.     Welches  ist  diese  Kurve? 

Das  Bogenelement  der  Kurve  ist  d  y  1/  1  +  "j—y •  Dasselbe  be- 
schreibt  wShrend    einer    vollen   Drehung  um  die  Achse   ein   Flächen- 

/ — W~^ 

Clement  ==2  7rydy|/  l+-i— j-.     Somit  ist  die  Rotationsfläche  gleich 


7rjydy|/ 


dx* 
1  + 


dy« 

und   da   die  Kreisfläche  vom  Halbmesser  y  =  7ry*,  so  hat  man    ver- 
möge der  Aufgabe  die  Bedingungsgleichung 

Man  dividiere  mit  tt  und  differentiiere,  so  folgt 


V^' 


2ydyl/  l  +  ;r-j  =  2nydy. 
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Dmdieri  man  mit  2ydy  and  quadriert,  so  kommt 

dx=  ±Kn*-ldy. 
Wird  integriert,  so  erhält  man  die  gesachte  Gleichung 

worin  die  Konstante  G  =  0  genommen  wurde,  weil  für  x  =  0  auch 
y  =  0  sein  soll.  Dies  ist  die  Gleichung  einer  geraden  Linie.  Folg- 
lich ist  die  Rotationsfläche  eine  Kegelfläche  und  Try^  die  Grundfläche 
des  Kegels.  Die  Aufgabe  ist  für  jeden  Wert  von  n  >  1  möglich.  Folg- 
lich können  Mantelfläche  und  Grundfläche  von  Rotationskegeln  alle 
möglichen  Verhältnisse  zu  einander  haben. 

129.  Eitstekaig  eiiei  t^tatUiikörpers  ?#■  gegekeieM  likall  duck 
irekaig  eiier  ?•■  elier  Kirre  kegreBiien  «beiei  n&cbe.  Diese  Kurve 
gehe  vom  Anfangspunkt  der  Achsen  aus.  Der  Kurveoast,  welcher 
zwischen  diesem  Anfangspunkt  und  dem  Punkte  x,  y  der  Kurve  liegt, 
werde  om  die  Abscissenacbse  gedreht.  Dabei  beschreibe  die  Fläche 
zwischen  der  Kurve,  der  Abscisse  x  und  der  Ordinate  y  ein  Volomen, 

das  —  betrage  vom  Cylinder,  dessen  Länge  die  Abscisse  x  und  des- 
sen Halbmesser  die  Ordinate  y  ist.     Man  soll  diese  Kurve  bestimmeo. 
Das  Volumenelement  des  Rotationskörpers  ist  naph  Gleichung  (1), 

§  115  »=7ry^dx,  also  das  Volumen  =7r|y^dx.  Der  lohalt  des 
Cylinders  ist  =  ny^n.     Folglich  wird   man  nach   der  Aufgabe   haben 


/y"'*^  =  i 


7t  I  yax  =  — Try'x. 


Man  dividiere  mit  n  und  differentiiere,  so  kommt 

1  2 

y*dx  =  — y^dx  H yxdy. 


l^^Cn-i)"" 


ferner  durch  Sonderung  der  Veränderlichen 

2 

y      '       'X 

ODd  endlich  durch  Integration  der  letzten  Gleichung 

21ogy  =  (n  —  l)logx  +  C. 

Für  X  =  1  sei  y  =  a;  folglich  wird  21oga  =  C.     Zieht  man  diese 
Gleichung  von  der  vorigen  ab,  so  kommt 


21og(-^)  =  (n-l)log 


oder 

2 


log(-^)   =logx»-^ 


Geht  msD  noch  von  den  Logarithmen  so  den  Zahlen  3ber,  so 
erhalt  man  als  gesnchte  Gleichnog 

y*  =  a*x'~'. 

Soll  der  Rotationskörper  '/>  '^io  vom  amachriebenen  Gylinder, 
so  wird  D  =  2  and  y'  =  a'  \.  Polglich  ist  der  Rotationskörper  ein 
Paraboloid. 

Soll  der  Rotationskörper  V>  sein  vom  amschriebeneo  Cylinder,  so 
wird  n  =  3  and  y  =  di  ax;  folglich  ist  der  RotaUonskOrper  ein  Kegel. 

IM.  »le  UiedrcMische  IMt  aif  der  ligdlicke.  Die  Oberfläche 
der  Kugel  sei  eingeteilt  darch  Pars Uelk reise  and  Meridiane  wie  die- 
jenige der  Globen,  auf  welchen  die  Brdoberfl&che  abgebildet  wird. 
Zieht  man  nao  aaf  der  Kngelfl&clie  eine  Linie  so,  dass  sie  die  Heridiane 
nnter  konstantem  Winkel  schneidet,  so  heisst  diese  Linie  die  loxodro- 
mische  Kurve  (Bahn  eines  Schiffes  aaf  dem  Heer).  Hao  soll  ihre 
Gleichung  ableiten. 

ji-j^  ^  Es  seien  (Pig.  40)  P  der  Pol,  A  G  d«-  Aeqna- 

tor  und  fg  die  loxodromische  Linie.  Man  lege 
durch  die  Pnokte  f  and  g  Meridiane,  so  werde  der 
Aeqnator  von  ihnen  gesclmittea  in  P  nnd  G.  Geht 
der  erste  Meridian  darch  A,  so  stellen  die  Bo- 
gen AP,  AG  die  L&ngen  und  Pf,  Gg  die  Breiten 
der  Punkte  f  und  g  dar.  LBnge  nnd  Breite  eines 
Ponktes  können  als  Koordinaten  derselben  ange- 
sehen werden.  Nun  seien: 
a   der  Halbmesser  der  Kugel, 

a  der  Winkel,  anter  welchem   die  Meridiane  von   der  Knrve  ge- 
schnitten werden, 
Lo,lo  L&nge   und   Breite  eines  Punktes  anf  einer  Kngelfliche  mit 

dem  Halbmesser  1,  entsprechend  dem  Punkte  f  nnd 
L,  1  dasselbe,  entsprechend  dem  Punkte  g,   so  werden   die  Bogen 
anf  der  Engel  mit  dem  Halbmesser  a  das  afache  von  Lo,Io,  etc. 
sein. 
Man  lasse  L  zunehmen   um  dL,   so    wird  1  übergehen  in  l  +  dt. 
Bs  sei  der  Bogen  GH  auf  dem  Aequator  =  adL.     Man  lege  darch  H 
einen  Meridian;  dieser  werde  von   der  I ox od ro mischen  Linie  geschnit- 
ten in  h ,  vom  Parallelkreis ,  durch   g  gehend ,   in  i ,   so  entsteht  ein 
rechtwinkliges   Dreieck  ghi,   mit   dem  rechten  Winkel   in  i  nnd   dem 
Winkel  ghi  =  a,  so  dass 

gi  =  hi-tanga. 

Nnn  ist  GH  =  adL,  d.  h.  dem  Bogenelement  dL,  multiplixiert 
mit  dem  Radius  des  Aeqaators.  Gerade  so  ist  das  Bogenelement  gi 
gleich  dem  Differential  dL,  malUpliziert  mit  dem  Radios  acost  des 
Parallelkreises  in  g     Da  femer  hi  =  adt,  so  geht  (l)  fiber  in 
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Dies  ist  nan  die  Differentialgleichong  der  gesuchten  Knrve.  Um  sie 
zn  iDtegriereD,  beachte  man,  dass  tang  a  konstant  ist  und  dass  den 
Ordinaten  (o,I  die  Abscissen  Lo,L  entsprechen,  so  dass 

i    dl 


(3)  L-U  =  tang«J^^^^. 


Um T  integrieren    zu    können,   setze  man  sinl  =  x,  so  wird 

cosl 

Gos{d(  =  dx,  also  durch  Division  mit  cos^I: 

dt  dx  dx  dx 


w 


cosl       cos'I       1  —  8in*l       1  —  x^* 
Nun  ist  aber  nach  Gleichung  (2)  des  §  80 

Daher  geht  (4)  Aber  in 

J  cos  l  f      l  —  Slü  l 

und  somit  (3)  in  folgende  Gleichung  der  loxodromischen  Linie: 

(6)      L  -  U  =  tang  «  [log  l/i  +  ^  -  logl/i±^" . 

L       P^     1— sinl  y    1— 8iulo_ 

Allein  diese  Gleichung  kommt  für  den  Gebranch  auf  Schiffen  in  anderer 
Form  vor.     Es  ist 

cos  (a-\-  ß)  =  cos  acosß  —  sin  asinß; 

daher  ffSa  ß  =  a:  cos  2  a  =  cos^ce  —  sin^a 

oder  indem  man  cos^a  =  1  —  sin^a  setzt: 

C08  2a  =  1  —  2sin*a     und     cos2a  =  2cos*a  —  1^ 

mithin,  indem  man  a  für  2  a  einfuhrt 


.     1  1  /l  — cos«  ,  1  i/l+cosce 


ond  durch  Division 


i.=l4 


_  ,  -  —  COS  a 
tang 


4-cosa* 
Setzt  man  hierin  90  +  er  statt  a,  so  geht  diese  Gleichung  über  in 

Daher  aas  (6)  die  gesachte  Gleichong 

(7)     L  -  Lo  =  tang  a  [log  taog  (a6  +  y )  -  H  tang  ^45  +  ^  )]. 
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För  die  Pshrt  eines  Schiffes  auf  dem  Heere  sind  L«,  l^nod  L,  I 
die  LäDgea  nnd  Breiten  der  Anfangs-  nnd  Endstation  der  Bahn.  Wer- 
den diese  als  gefeben  betrachtet,  so  erbEklt  man  mitt«ls  (7)  die  GrOsae 
tanga,  d.  h.  die  Richtung,  welche  das  Schiff  mit  Hilfe  des  Eompassea 
einschlagen  soll. 

Fär  U  =  0  and  I4  =  0  gebt  (6)  aber  in  die  Gleichung 


=  Ung  o  ■  log  lang  (45  +  y  j 


einer  loxod römischen  Linie,  welche  in  dem  Punkte  beginnt,  wo  der 
erste  Meridian  den  Aeqaator  schneidet. 

ISI.  Pie  leiedreaitche  lilii«  auf  der  •kerltehc  des  Akgc^tUeMa 
Sfhireld».  Diese  OberS&che  entsteht  durch  Drehung  einer  Ellipse  am 
ihre  kleine  Achse.  Man  teile  diese  Oberfläche  darch  Paratlelkreise 
and  Meridiane  ein  and  lege  eine  Linie  so,  dass  sie  die  Meridiane  anter 
konstaatem  Winkel  schneidet,  so  heisst  diese  Linie  die  loxod romische 
Kurve. 

Es  gelte  die  Figur  and  Bezeichnung  der  vorigen  Aufgabe,  ao  siad 
die  Meridiane  PF,  PG,  PH  etc.  kongruente  Ellipsen,  deren  Hittelpunkts- 
gleichuDg  ist 

(1)  y>-^(a'-i-). 

Das  unendlich  kleine  Dreieck  ghi  gibt  euch  hier  den  Znsammenhang 

(2)  gi  =  hi-taogo, 

in  welchem  gi  das  Bogenelement  des  Parallel kreises  durch  g  und  hi 
das  Bogenelement  des  Meridians  darstellen.  Diese  Bogenelemente  habea 
aber  vermOga  der  abgeplatteten  Form  des  Körpers  andere  Werte  als 
fär  die  Kugel.     Es  sind  daher  Eunächst  diese  Werte  zu  bestimmen. 

Auf  dem  Aequator  ist  GH  =  adL,  anf  dem  Parallelkreis  in  glei- 
cher Weise 

(3)  gi  =  xdL, 

iJi„  ^1  wo  X  =  ME  (Fig.  41)  die  Abscisse  des  Punk- 

tes g  der  Ellipse,  also  auch  den  Radios  gC 
des  Parallelkreises  durch  g  bezeichnet. 

Dm  X  10  finden,  differentÜere  man  (1), 
so  folgt 

ilL=        b'     X 
dx  a*     y  * 

dv 
Nan  ist  -p-  die   trigonometrische  Tangente 

des  Winkels  ß,  den  die  Tangente  gB  ao  die  Ellipse  mit  der  positiven 
RichtoDg  der  Absei ssenachse  bUdet.  Man  ziehe  die  Gerade  gD  senk- 
recht Bof  gB,  so  wird  Winkel  gDB  =  l.     Nnn  ist  ß=90  +  l,  daher 
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teng(90  +  l)  =  -^.^ 


and 


(4)  taDgI=-=- 


a  V  a*  —  x' 


b  X 

Die  Exzentrizität  der  Ellipse  sei  =  e,  so  ist 

a 

Setzt  man  diesen  Wert  von  b  in  (4),  so  wird 

,^.  acost 

(5)  X  =  ^j 

and  somit  nach  (8)  die  eine  Seite  des  unendlich  kleinen  Dreiecks 

acosIdL 


(6)  gi  = 


YT~—  e^  sin^i 


Die  andere  Seite  hi  dieses  Dreiecks  ist  das  Bogenelement  ds  des 
Meridians,  fnr  welches  in  §  92  folgender  Aosdrack  sich  angegeben  findet 

(7)  ds^ad^yr— e^sin^y, 

worin  a  sin  9>  =  x  ist.  In  Gleichang  (7)  ist  nan  ^  durch  (  auszu- 
drucken.    Setzt  man  a  sin  ^  für  x  in  (5),  so  folgt 

/«N  •       cosi 

(8)  sin  y  = 

Kl  —  e^sin^i 

Nun  gibt  die  Differentiation  von  (8) 

-  "Kr=^e2 

y  \  —  e^sm^l 

Setzt  man  die  Werte  von  sin  9  ans  (8)  und  d  <f  aus  (9)  in  (7), 
so  findet  man 

,  a(l-e«)dl 

(10)  ^^  = 1- 

(l-e^sinM)* 

In  diesem  Ausdruck  für  ds  ist  das  positive  Zeichen  genommen  wor- 
den, weil  s  nnd  (  zugleich  wachsen. 

Dieser  Wert  von  ds  ist  nun  nichts  anderes  als  die  Seite  hi  des 
unendlich  kleinen  Dreiecks.  Mit  Hilfe  desselben  und  der  Gleichung  (6) 
gibt  (2) 

(11)  dL  =  tanga'7;r-^ — r~:-lrS ?• 

^  ^^       (1  —  e*  sinn)  cos  l 

Diese  Gleichung  ist  für  das  Sph&roid,  was  Gleichung  (2)  des  vorigen 
Paragraphen  ffir  die  Kugel,  nämlich  die  Differentialgleichung  für  die 
lotodromische  Linie. 

Aiit«nhelm«r,  Elcmntorbaeh.  8 
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Uro  sie  zn  integrieren,  bringe  man  sie  aaf  die  Form 

r  dt  e^cosldl    1 

^^^^"'^««L^^^-'T^e-^ii^ii 

Da  e  cos  I  d  (  =:  d  (e  sin  l),  so  erb&lt  man  daher 

r>t    dl  r^      desini 

(12)  L  — U  =  lang«       p  — etanga TTI^lTr 

^  JioCosl  Jio  1  —  e'sin'l 

Das  erste  dieser  Integrale  ist  in  der  vorigen  Aufgabe  angegeben.     Um 
das  zweite  abzuleiten,  setze  man  z^esinl,  so  wird 

desinl  =  dz;         e^sin*(  =  z^ 

d  e sin I      __       dz 
1  —  e^  sin^I         1  —  z^  * 

Folglich  nach  der  vorigen  Aufgabe,  Gleichung  (5) 

Pdz  1,       1  +  z        1,       l  +  esinl,^ 


1— z'^         2     ^1— z        2     ^1  — esini 
Daher  gibt  Gleichung  (12) 

(13)      L  -  Lo  =  tang  a  [log  tang  (^45  +  y)  ~  ^^8  ^°«  (*^  +  ■^)] 

1  ,           r,       1  +  e  sin  t        ,     1  +  e  sin  lo  "I 
—  —  e  tang  a    log :-z log- r-f    . 

2  L        1  —  e  sm  t  1  —  e  sm  lo  J 

Für  to  =  0  beginnt  die  Kurve  im  Aequator  im  Abstand  Lo  vom  ersten 
Meridian.  Für  (  =  90®  wird  L=  oo,  d.  h.  die  Kurve  kann  den  Pol 
nicht  erreichen. 

Wenn  die  Abplattung  eine  schwache  ist,  so  bleibt  das  zweite 
Glied  rechts  ohne  merklichen  Binfluss  auf  den  Wert  L  —>  Lo,  wie  dies 
fär  die  Erde  der  Fall  ist. 

132.  P«rn  der  Ketteiiiiie.  Eine  vollkommen  biegsame  Kette  sei 
an  ihren  Endpunkten  befestigt,  so  wird  sie  sich  senken  und  eine  Kurve 
bilden,  deren  Form  bestimmt  werden  soll  unter  der  Voraussetzung,  dass 
das  Gewicht  der  Kette  der  Länge  ihrer  horizontalen  Projektion  ond 
ebenso,  dass  es  der  Länge  der  Kette  proportional  sei. 

Die  Kurve  wird  in  einer  Vertikalebene  liegen,  welche  durch  die 
Aufhängepunkte  A,  B  (Fig.  42)  geht.  Man  lege  in  dieser  Ebene  durch 
den  tiefsten  Punkt  C  der  Kurve  zwei  rechtwinkelige  Achsen  Cx,  Gy, 
wovon  die  erstere  horizontal  liegt.     Es  seien: 

y,  X  die  Koordinaten  C  F  und  E  F  eines  Kurvenpunktes  E, 

a,  9  die  Winkel,   welche  die  Kurve  in   den  Punkten  A  und  E  mit 
der  horizontalen  Richtung  bildet, 

P,  Q  die   Spannungen  der   Kette  in  den  Punkten  A  und  E,   in   der 
Richtung  der  Tangenten  an  die  Kurve  wirksam  und 

a, h  die  horizontale  und  vertikale  Projektion  des  Knrventeiles  AG. 
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Haa  zerlege  die  RrSTte  P  aad  Q  id  die  p^g  42. 

boriionUlen    SeiUulirärte    Pcosci,    Qcos^')     1 

DDd  in  die  vertikalen  Seitenkr&fte  Psinot, 
QiiD9>,  80  kann  man  sich  denken,  es  verde 
daa  KurTenstnck  A  E  dircli  die  Kran  Pcosci  I 
Hieb  rechls,  dnrch  Qcosqf  nach  links  ge- 
logen. Damit  dieses  StBck  in  horizontaler 
Rtchtnng  keine  Bewegang  annimmt,  mass 
also  sein 

(1)  Qcosy  =  Pcosa. 

Diese  Gleichnng  gilt,  wo  auch  der  Punkt  B  auf  der  Kurve  angenommen 
«erde.  Daher  ist  die  Spannung  der  Kette  io  horizontaler  Richtung 
konstant.     Han  bezeichne  diese  Spannung  mit  T,  90  wird 

(2)  Q  coB  y  =  T. 

Erste  VoraossetzQDg.  Es  sei  q  das  Gewicht  der  Kette  fQr 
jede  L&ngeneinbeit,  in  der  Richtnng  der  horizontalen  Projektion  ge- 
mesaen,  also  aq  das  Gewicht  des  Stückes  AC  und  (a  — x}q  das  Ge- 
wicht des  Stackes  AE.  ^_ 

^.  Die  Kraft  Psina  wirkt  in  A  -M^wärts,  die  Kraft  Q  sin  91  in  E 
^afnirlB.  Zu  dieser  letztern  Kraft  kömmt  noch  das  Gewicht  (a  — x)q 
des  Knrvenstöckes  AE.  Die  Kr&fte  in  vertikaler  Richtang  abw&rts 
und  anfwärts'müssen  ebenfalls  gleich  sein.     Dies  gibt 

(3)  Q8iDy  +  (a  —  x)q  =  Psina. 

Dividiert  man  die  Werte  von  Qain^r*  und  Qcos^,  welche  die  Glei- 
cboBgen  (2)  nnd  (1)  liefern,  so  hat  man 

, , ,  .       _       P  sin  a  —  (a  —  x)  q 

(AI  tsna  a  ^  1 i—i- 


Fnr  'den  tiefsten   Punkt  wird  9>  =  0  and  x  =  0;    mithin   erh&lt  1 
fär  diesen  Pankt 

o-''"°;-r 

Folglich  mnsa  der  Zähler  dieses  Wertes  —  0  sein,  woraus  folgt 

(6)  «-— ^-- 

Setzt  man  diesen  Wert  von  a  io  Gleichung  (4),  so  kommt 
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Darch  lotegration  dieser  Formel  erhält  man  die  Gleichang 

(6)  y=  ^^" 


2T 


der  Karve,  in  welcher  die  KoDStante  G  weggelassen  warde,  weil  far 
X  =  0  auch  y  =  0  ist.     Diese  Gleichang 

«        2T 
x'  = y 

q 

zeigt,  dass  die  Kurve  eine  Parabel  ist.  Man  nennt  daher  diese  Karve 
die  parabolische  Kettenlinie.  Sie  kommt  vor  bei  Draht-  and 
Kettenbracken,  indem  die  Bräckenbahn,  welche  an  den  Drahtseilen 
oder  Ketten  h&ngt,  auf  gleiche  horizontale  Bntfernang  gleiche  Belastang 
hat;  ferner  bei  Seilen  und  Ketten,  welche  gleichen  Qaerschnitt  haben 
and  darch  starke  Spannungen  nar  eine  schwache  Piegdng  annehmen  etc. 

Aas  der  Gleichang  (3)  folgt,  dass  die  vertikale  Spannung  von 
oben  nach  unten  abnimmt  und  im  tiefsten  Punkt  ==  0  wird.  Setzt 
man  in  Gleichang  (6)  für  x  den  Wert  von  a  aus  (5),  so  wird  y  zar 
Ordinate  des  h(Vchsten  Punktes.     Man  erh&lt  dafKr 


-m- 


Was  von  dem  Kurventeil  AG  gezeigt  wurde,  gilt  auch  vom 
Stuck  BG. 

Zweite  Voraassetzuug.  Es  sei  q  das  Gewicht  der  Kette  per 
Längeneinheit  derselben,  so  wird  das  Gewicht  des  Stückes  AB  =  q  •  AE 
sein  etc.  Ruckt  der  Punkt  E  um  das  Bogenelement  ds  aufwärts,  so 
nehmen  9^  zu  um  d  9^,  x  um  d  x,  y  um  d  y.  Daher  wird  auch  die 
vertikale  Spannung  Q  sin  9>  zunehmen  um  d  (Q  sin  (p).  Diese  Zunahme 
ist  aber  nichts  anderes  als  das  Gewicht  qds  des  Elementes  der  Ketten > 
linie.     Daher 

d  (Q  sin  y)  r=  q  d  s. 

Fährt  man  hier  den  Wert  von  Q  aus  (2)  ein  und  beachtet,  dass 
T  konstant  ist,  so  wird 

(7)  dtangy  =  -ids. 

Allein  es  ist  nach  §  6  und  §  87 

Fuhrt  man  diese  Werte  in  (7)  ein,  nachdem  man    J-  =  z  und  -3-  =  m 

dx  j  Ml 

gesetzt  hat,  so  folgt 

W  mdic  = 

Ki  +  z» 
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Darob  Integration  dieser  Gleichang  erh&lt  man  nach  (3),  §  80 

(9)  m  X  =  log  (z  +  V\  +z2), 

wo   die   Konstante   der    Integration    weggelassen   ist,    weil   fär  x  =  0 

dy 
anch  *,   d.  h.  -r^  =  0  wird. 

dx 

Geht  man  in  (9)  von  den  Logarithmen  za  den  Zahleo  aber,  so  wird 

e»«  =  2  +  Vl  +  z2. 

Isoliert  man  hier  die  WnrzelgrOsse  and  quadriert,  so  kommt 

e»««  —  2ze"**  ==  1 

dy 
und    indem  man  ^~-far  z  setzt 

dx 

(10)  dy  =  |(e~"  — e-°*)dx. 
Behafs  der  Integration  schreibe  man 

dy  =  — — e«*d(mx)  +  — -e-~*d(-mx), 
25  m  ^  m 

80  gibt  die  Integration  dieser  Gleichang  nach  §  76 

•^        2m  ^  ^ 

Für  X  =  0  wird  anch  y  =  0 ;  daher  erhält  man  fQr  diese  Werte 

o  =  -i-[i  +  i]  +  c. 

jß  m 

Zieht  man  diese  Gleichang  von  der  vorigen  ab,  so   ergibt   sich    als 
Gleichang  der  gemeinen  Kettenlinie 

Ffir  X  =  a  wird  y  ==  h  zar  Ordinate  des  tiefsten  Punktes  der  Karve. 
Aas  (10)  folgt 

(12)  tang  ?>  =  ^  (e"*  ^  —  e-  "  *). 

Wird  hierin  x  =  a,  so  verwandelt  sich  <p  in  a;  daher 

tang  «  =  ^  (e"  ™  —  e-  *"). 

Ans  Gleichang  (7)  folgt  darch  Integration 

(13),  tangg'=Iras, 

worin  s  den  Bogen,  von  G  bis  E  reichend,  bezeichnet. 

Geht  hierin  9>  in  a   über,   so  wird  s  zam  Bogenstück  CA,   das 
mit  S  bezeichnet  sei.     Daher 

tang  a  =  m  S. 
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Setzt  man  die  beiden  Werte  von  taDgf)  aas   (12)  and  (13)   einander 
gleich,  so  wird 

(14)  s  =  -^(e"^  —  e-™»). 

Entwickelt  man  die  Exponentialgrössen  in  Reihen,  so  erhftlt  man  nach 
§  62,  Gleichung  (4) 

^    t  .    (rox)^    ,    (mx)'    ,    (mx)*    , 

I     (nix)^        (mx)*    ,    (mx)* 
«"""'='-'"^+     -2— -    2.3    +2T3^--- 

Unter  der  Voraossetzung  der  Konvergenz  dieser  Reihen  erhält  man 

r.^\  1        af.    ■    (mx)^    ,        (mx)*  -| 

(15)  y=  2^"   L'+~3-.4    +    3.4-5.6    +"> 


(16)  s  =  X 


•         (mx)^       _Jmx)^         1 
.    ^    2-3    ^   2. 3. 4-5    ^    -J* 


Wird  m  =  q :  T  sehr  klein,  sei  es,  dass  q  klein  oder  T  gross  ist, 
so  wird  s  nahe  gleich  x  und  y  sehr  klein.  In  diesem  Fall  geht  Glei- 
chang  (15)  nahezu  aber  in  (6),  d.  h.  die  Kettenlinie  nähert  sich  der 
Parabel. 

Die  Fläche  CEF  sei  M,  so  wird  das  Flächenelement  d  M  =  x  d  y. 
Setzt  man  hier  den  Wert  von  dy  aas  (10)  ein,  so  folgt 


(17)  M=  ^ /(ö'"''  —  ®""*)^^^- 


e"*xdx     — 
e-^'^xdx  =  — 

X                       1 

nin  X                         nxa  x 

m                   m^ 

0                                     a      G 

m                  m* 

Nun    kann  xe^'^dx    integriert   werden    nach  Gleichung  (1)    von 

§  82,  indem   man  setzt  x  =  a;   e°*'dx  =  dv;    folglich   v  = e"** 

und  man  erhält 

/ 

Daher  durch  Einfuhren  dieser  Werte  in  Gleichung  (17) 

M  =    ~~  [«(e™^  +  e-°»») ^(e"*  —  e-~»)"|. 

Die  Konstante  ist  weggelassen,  weil  für  x  =  0  auch  M  =  0  wird. 

133.  Nra  eiaer  SeiltrtnMel  für  gleiche  ilatische  Itneite  4€r 
Last  aa  Seil.  Die  Achse  A  B  der  Trommel  (Fig.  43)  liege  horizontal ; 
ein  Schnitt  darch  die  Oberfläche  der  Trommel  längs  der  Achse  gebe 
die  Kurve  acb.  Dreht  sich  die  Fläche  ABba  am  die  Achse,  so 
erzeugt   sie    einen   Rotationskörper,   über    welchen   ein  Seil    gewickelt 
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sei,  an  dem  eioe  Last  P  baoge.     Da«  Seil  beginne  seine  AcfwickiaDg 
auf  S«te  A  des  kteioereii  TrommeibalbDiessers  r.     Aof  dieser    Seite 
hat  das  herabb&ngende  Seil  seine  grSsste  L&oge,  die   wir  mit   L  be- 
xeichDea.     Wickelt  sieb  das  Seil  aaf,   so  wird 
der  berabb&ngende  Teil  kürzer;  daber  aacb  leicli-  Fig.  43. 

ter;  also  mass  der  Halbmesser  der  Trommel 
dafSr  grosser  werdeo,  wenn  das  statische  Mo- 
ment, womit  Last  aad  Seil  die  Trommel  dreben, 
konstant  bleiben  soll. 

In  einer  Bntfernang  x  von  a  aus,  ISngs  der 
Achse  gemessen,  sei  der  Halbmesser  der  Trom- 
mel y  ond  die  LSnge  des  berabbSngenden  Seil- 
stBckes  s.     Bezeichnet   man    des  Gewicht  des 

Seiles  per  Ungeneinheit  mit  p,  so  zieht  bei  A  ein  Gewicht  abwärts 
=  P  +  p  L  am  Hebelsarm  r  ond  bei  c  ein  Gewicht  =■  P  +  p  z  am 
Bebeisarm  y.  Gem&ss  der  Aafgabe  sollen  die  statischen  Momente 
dieser  ErSft«  gleich  sein;  daher 

(1)  (P+pi)v  =  (P  +  pL)r. 

Diese  BediDgaogsgleicbang  gestattet  oan,  den  Zusammenhang  zwi- 
schen den  Koordinaten  x, y  der  Karve  acb  wie  folgt  za  bestimmen. 
Die  Momente  (l)  sind  konstant;  maa  setze  daher 

(2)  (P  +  pz)y  =  m, 
worin  die  GrOsse  m  konstant  ist,  so  folgt 

^    m   _    P 
py        P  ' 

worsas  dnrch  Differentiation  sich  ergibt 

(5)  dz=-  '"-.^^ 

Non  ist  dz  ein  Längenelement  des  Seiles;  steigt  das  Seil  am  dz, 
so  gebt  z  in  z  —  d  z  aber.  Dabei  drehe  sich  die  Trommel  um  einen 
Dneadlicb  kleinen  Winkel  d  a,  als  Bogen  gedacht  zam  Halbmesser  1, 
so  wird  ein  Pnnkt  der  Tromrael  im  Abstand  y  von  der  Achse  einen 
Weg  =jda  znräcklegen.     Daher  wird  sein 

(4)  ,ia=-iz. 

Setxt  man  non  die  beiden  Werte  von  d  z  aus  (3)  und  (4)  einander 
gleich,  so  folgt 

Die  Dicke  des  Seiles  sei  e,  so  wird  bei  jeder  vollen  Umdrehung 
der  Trommel  das  herabhängende  SeilstSck  am  e  in  der  Richtung  der 
Achse  fortrücken,  d.  h.  das  Fortrücken  ist  e  für  den  Drehwinkel  2ir; 
somit  =dx  für  den  Drehwinkel  da.  Aas  der  Proportion  2 t : d a  = 
e  ;  d  I  folgt  daher 

(6)  d«--— dl. 
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Setzt  man  diese  Werte  von  d  a  aos  (5)  ond  (6)  eioander  gleich,  so  ist 

2v   ,  m     dy 

e  P     y' 

and  folglich  durch  Integration 

2ir      __  m 

e  2py' 

Ffir  X  =  0  geht  y  in  r  über;  ffir  diese  Werte  wird  (7)  za 


(7)  _fJL,___^  +  C. 


Zieht  man  diese  Gleichung  von  (7)  ab,  so  erhält  man   den   gesuchten 
Zusammenhang 

.  2w m  r  1       in 

^^^  ~^~''~"27L"i^""  y2j- 

Ist  die  Länge  der  Trommel  =  b,  so  gebt  für  x  =  b  der  Radius  y 
über  in  R.     Für  diese  Werte  wird  (8)  zu 


2ir  .  m 
D  = 


Lr«        R*l 


2p 

4  ir  p 
Eliminiert  man  aus  den  letzten  zwei  Gleichungen  die  Grösse — 

^  em 

so  erhält  man  als  gesuchte  Gleichung  der  Kurve 

1 


y^  = 


r^       Vr«        RV  b 


Vin.   BestimninDg  von  SchwerpukteB. 

IM.  ?•■  Sckwerpaikt  !■  allgeaelieM.  Alle  materiellen  Teile 
eines  Körpers  werden  vermöge  der  Schwere  gegen  den  Mittelpunkt  der 
£rde  gezogen.  Fdr  Körper  auf  der  Erdoberfläche  können  die  Ach- 
tungen der  Kräfte,  welche  den  einzelnen  Teilen  entsprechen,  als  parallel 
angesehen  werden.  Der  Angriffspunkt  der  Mittelkraft  dieser  parallelen 
Kräfte  heisst  der  Schwerpunkt  des  Körpers.  Ffir  gewisse  einfache 
Körperformen  ISsst  sich  der  Schwerpunkt  sogleich  angeben.  So  ist  der 
Schwerpunkt  einer  homogenen  Kngel  in  ihrer  Mitte,  der  Schwerpunkt 
eines  homogenen  Cylinders  in  der  Mitte  seiner  Achse  etc.     Es  seien 

P,  P',  P", . .  die  Gewichte  solcher  Teile  eines  Körpers,  deren  Schwer- 
punkte man  kennt, 

X,  x^  x'^ . .  die  horizontalen  Abstände  der  Schwerpunkte  dieser  Teile 
von  einer  horizontalen  Drehachse  und 

z  der  horizontale  Abstand  des  Schwerpunktes   des  ganzen  Körpers 
von  dieser  Achse, 
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M>  iit  (P  •{■  V  -\- P"  -i- . .)  i  das  statische  Momenl  des  RArpera  nod 
Px  + Px'-j- P"z"+  ■  ■  di6  Summe  der  statischen  Momeote  (ier  ein- 
lelaea  Teile  des  KOrpers.  Da  beide  Werte  für  den  Zastand  des  Gleich- 
gewichtes einaDder  gleich  sein  mfisseo,  so  hat  man 

?%  +  P'x'  +  P"%"  +  ..    _  gPx 
^  '  ^  P  +  P'  +  P"  +  . .  SP' 

wo  der  griechische  Buchstabe  £  (Sigma)  aoieigt,  dass  eine  Summe 
gleichartiger  Teile  herzastellen  sei.     Ist  einer  dieser  Teile  das  Differea- 

tiil  des  Garnen,  so  geht  das  Sammenzeicheo  2^  in  das  Integralzeichen  | 

Sber. 

Weno  V,  V,  V",..  die  Rauminhalte  der  Teile  des  Edrpers  nod  p 
das  Gewicht  der  Eabikeinheit  der  homogenen  Masse,  so  ist  P  =  V  p, 
P'=^V'p, ...     Setzt  man  diese  Werte  in  Gleichung  (1),  so  erhfilt  man 

_    Vx  +  V'i  +  V"x"+..     _  2V. 
^  '  V  +  V'  +  V"  + . .  2  V  ■ 

Sind  die  Eftrperteile  Prismen  mit  gleicher  Hohe  h  und  den  Grund- 
flächen F,  F',  P", . . ,  so  wird  V  =  F  h,  V  =  F'  h, . .  Setzt  man  diese 
Werte  io  (2),  so  kann  man  Zähler  nnd  Nenner  mit  h  dividieren  und 
man  erb&lt 


(3) 


Fx  +  F')t'  +  F"x"4--.   ^  SFn 

F  +  F'  +  F"  +  . .  X  F  ■ 


Sind   die  Körperteile  Prismen    von    gleichem    Querschnitte  q  mit 
den  L&ngen  L,  L',  L", ,.,   so  wird  V  =  Lq,  V'  =  L'q, ,.  und  man  er- 
hält ans  (2)  dnrdi  Division  des  Zählers  und  Nenners  mit  q 
f..  _  L»  +  L'i'  +  L"x"  +  ..    _  ^Lx 

^'  *~         L  +  L'  +  L"  +  ..         ~    SL- 

Das  statische  Moment  kann  also,  je  nach  der  Aufgabe,  durch  P  s,  V  x,  F  x 
oder  Lx  ausgedräckt  werden. 

IM.  Schwcrpiikt  eiiei  Kreisbvgeis.  Ga  sei  der  Halbmesser  A  D 
(Fig.  44)  senkrecht  auf  der  Sehne  B  C,  welche  durch  die  Endpunkte 
des  Bt^ens  geht,  so  liegt  der  Schwerpunitt  des  Bogens  in  diesem 
Halbmesser.  Es  sei  r  der  Halbmesser,  b  die  Bogenlänge,  a  die  Sehne, 
ra  =  Bi^ei]  BD,  r  9"  =  Bogen  Dm  und  der  Abstand  des  Schwer- 
punktes des  B<^ens  vom  Mittelpunkte  A  =  z. 

L&Bst   man  9'  >u  9'-|-d9>  übergehen,   so  geht  [-jg.  44, 

der  Bogen  r  9  in  r  (9  +  d  9*}  =  D  d  ober,  so  dass 
du  Bogenelement  mn  =  rd9>  wird.  Die  Eutfer- 
nnng  dieses  Elementes  von  A,  in  der  Richtung  A  D 
gemesseD,  ist  ^rcos^^;  folglich  das  statische  Mo- 
ment des  Bogeuteiles  für  eine  Drehachse  durch  A, 
parallel  zu  BC,  gleich  rd  9>-rcos9>  =  r^cos^'d^. 

Wird   der  Bogen  DB   in   nneodlich   viele  Ele- 
mente rd9>  abgeteilt,  das  Moment  eines  jeden  an- 
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geschrieben  and  die  Summe  dieser  Momente  gebildet,  so  erh&lt  man 
das  Moment  des  Bogens  DB.  Diese  Sammierang  ergibt  sich  nach 
§  100  darch  Integration  des  vorstehenden  DiflFerentials.     Man  erhält 

r*  I    cos  cp  d  V  =  r*  sin  a. 


'  I    cos  9  d  9^  = 


Ebenso  gross  ist  das  Moment  des  Bogens  CD.  Das  Moment  des 
ganzen  Bogens  ist  daher  =2r^sina  =  ra.  Nun  ist  aber  auch  das 
Moment  des  ganzen  Bogens  für  dieselbe  Drehachse  =  b  z.  Durch 
Gleichsetznng  beider  Momente  folgt  der  gesuchte  Abstand 


a 
z  =  r 


b' 
Für  einen  Halbkreis  ist  a  =  2r,  b  =  ir  r;  also 

2 

z  =  — r. 


136.  Schwerpiikt  eines  Parabclb^geiiB.  Ans  der  Gleichung  y^  = 
2  p  X  der  Parabel  folgt  durch  Differentiation  y  d  y  =  p  d  x.  Mithin  er- 
hält man  für  das  Element  des  Bogens  s,  liegend  zwischen  dem  Scheitel 
der  Parabel  und  dem  Punkte  x,  y 

d  s  =  Kdl^l?  =  —  VV+y^' 

Das  statische  Moment  dieses  Bogenteilchens  d  s  mit  Rücksicht  anf 
die  Abscissenachse  ist 

yds  =  — ydy  Kp*  +  y*. 

Wird  dieses  Differential  integriert,  so  erhält  man  die  Summe  der 

statischen  Momente  aller  Teile  des  Bogens  s.  Nun  ist  nach  Gleichung  (11), 

§  82 

-  s^ 

JydyKp*  +  y«  =  -(p»  +  y«)*+C. 

Folglich   die  gesuchte  Summe  der  Momente,  indem    man  das  Integral 
von  y  =  0  bis  y  =  y  nimmt 


^^^         J^y***=iV"[^'''"*"^*^  *""*]• 


Das  statische  Moment  des  Bogenteiles  d  s  mit  Rücksicht  auf  die 
Ordinatenachse  als  Drehachse  ist 

Nach  Gieichnng  (12),  §  82,  ist  aber 
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Jy«dyKp'  +  y*  = 

y'  Vp»+y«  +  -f[yVp»  +  y*-  p» log (y  +  VIPT?)]  +  C. 

Dieses  Integral,  zwischen  den  Grenzen  y  ==  0  und  y  =  y  genommen, 
ist  die  Somme  der  statischen  Momente  aller  Teile  des  Bogcns  s  mit 
Röcksicht  anf  die  Ordinatenachse.     Diese  Samme  ist  daher 


(2)   -J^v^^+y^+±  yVi^TT^-,^io^i±Vl±yi 

Dividiert  man  die  Momente  (1)  and  (2)  darch  die  Länge  des 
Parabelbogens,  wie  sie  in  §  90  angegeben  ist,  so  erh&lt  man  die  Ab- 
stände des  Schwerpanktes  des  Bogens  von  der  Abscissen-  nnd  Ordi- 
natenachse. 

1S7.  Schwerpiikt  der  CykUlde.  Nach  §  93  ist  das  Bogenelement 
der  Cykloide 

d  s  =  a  V  2  (1  —  cos  y)  d  y. 

Dieses  Element  hat  den  Abstand  y  =  a  (1  ~  cos  9>)  von  der  Grand- 
linie,  also  ist  sein  statisches  Moment  mit  Rücksicht  auf  die  Grandlinie 
als  Drehachse 

y  d  s  =  a^(l  —  cos  9>)  Y^  (1  —  cos  y)  d  (p. 
Nun   ist  1  —  cos  9>  =  2  sin  f  -|-  j ;  folglich 

yds  =  8a««in'(-|-)d(|-) 
Das  Integral  hiervon  ist  nach  Gleichung  (12),  §*  80 

/yd,  =  8.«[-]  8in\-|-)cos(|-)-|eos(|-)]  +  C. 


Dieses  Integral  zwischen  den  Grenzen  9>  =  0  bis  9>  =  9>  ist  das  stati- 
sche Moment  fnr  den  Bogen  s,  reichend  vom  Anfangspunkt  bis  zum 
Pankt  X,  y.     Dieses  Moment  ist  daher 

<« />-=T^[-"»Xi)-a)-".(i-)i 

Fdr  die  halbe  Cykloide  ist  hierin  y  bis  2  a  und  ST  bis  tt  auszudehnen. 
Somit  ist  das  statische  Moment  der  halben  Cykloide 

16  a« 


(2)  J^    yd8  = 


Dividiert  man  die  Momente  (1)    und   (2)   durch   die    Länge    der 
betreffenden  Bogenteile,  so  erhält  man  die  Abstände  der  Schwerpunkte 


FiK  48 
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zor  Absei sseoacbse  genommeD  wird,  bo  ist  die 
A  ""    ""  Gieichang    des    Kreises   y  =  V  a*  —  x*.       Da» 

Ik  ilM^b^'  Plfi  ebene  lerne  Dt,  welcbes  Enr  Lftnge  die  Doppel- 

■       Jj|Uif1^^^=-3ordiDate  2y  und  zur  Breite  di  hat,  ist 

l'^mF^m^M  2ydx  =  2Ki^^^^»dx. 

I      ^ß^         htiü^iWjPPd  das  statische  Moment  desselbeD,  wean  die 

I  Ja!|||i^^^^OrdiDatenachse  lur   Drehachse  geDommeo  wird 

Man  integriere  diese  Ausdröcke  nach  deo  GleichoDgeo  (8)  nod  (10), 
§  62,  and  nehme  die  Integrale  zwischen  den  Grenzen  \  =  x  and  i  =  a, 
so  erb  Sit  man 


-  a'  Are  sin  - 


^L 


xydx  = 


Das  erste  dieser  Integrale  ist  die  Fläche,  das  zweit«  das  statische 
Moment  des  Kreisabschnittes.  Dividiert  man  den  letztem  Wert  durch 
den  erstem,  so  erb&lt  man 


als  Bntfemang  des  Scbwerpnolctea  des  Kreisabschnittes  vom  MittelpDokt 
des  Kreises.     PQr  den  Halbkreis  wird  x  =  0,  also 


142.    Schweri^Mkt  4er  PUcbe  iwiseken   elier  CjkUlde   *ai   Ihrer 

Ana  den  Gleicbungen  x  =  a  (9*  —  sin  y),  y  =  a  (1  —  cos  V) 
der  Cykloide  (§  93)  erh&lt  man  als  Wert  des  Flächenelementos 
ydx  =  a'{l  —  cosy)'d  V. 

Der  Schwerpnnkt  dieses  Elementes  hat  einen  Abstand  =0,5y 
Ton  der  Grnndlinie;  folglich  ist  das  statiacbe  Moment  dieses  BlemeDtes 
mit  RQckaicbt  aaf  die  Grandlinie  als  Drebachae 

^y*dx  =  ^B*{1  —  co8y)*d9'. 
Nnn  ist 

(1  —  cos  y)'  =  1  —  Scosy  +  S  cos'y  —  cos*9', 

fcos'fp  dy  =  YsiDyco89'  +  —  V  +  C, 
I  cos*y  d  y  =  —  sin  y  cos'y  +  —  sin  9  +  C. 
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j 


*  3 

(1  —  cos  V>)* d  y  =  y  —  3  sin  y  +  -^ »in  V  cos  y 

3  1  2 

+  y  y  —  y  810  y  cos  y*  y  —  y  sin  y  +  C. 


Mitbin  die  Samme  der  statischen  Momente  aller  Flftchenteile  zwi- 
schen den  Grenzen  9^  =»  0  bis  ^  +  9^ 

—  I  y'  d  X  =  y  a'   -^ sin  y  4  -^  sin  9>  cos  y  —  —  sin  9  cos^^y  . 

Dividiert  man  dieses  Integra]  dnrch  das  Integral    lydx     der    Fläche, 

wie  dasselbe  in  §  108   dargestellt  ist,  so  erhält  man   den  Abstand  z 
des  Schwerpanktes  der  Fläche  von  der  Grundlinie. 

För  die  ganze  cykloidische  Fläche  erhält  mnn 


a 
~2 


-J^    (l-~cos9>)»dy  =  -y?-a» 


ond  da  die  ganze  Fläche  =  3  a^  tt  ,  so  ist  das  statische  Moment  der- 
selben =  3a^7rz;  folglich  wird  sein 

3  a^  TT  z  =  f  TT  a* ;         z  =  f  a. 

143.  Schwerpnkt  eiaer  Parabelläcke.  Die  Gleicbnng  der  Parabel 
iat  y'  =  2px  und  das  Flächenelement  derselben  =  ydx.  Der  Ab- 
stand des  Schwerpanktes  der  Fläche  ydx  von  der  Ordinatenachse  ist 
=  X,  von   der  Abscissenachse  =0,5y;  folglich  ihr  statisches  Moment 

in  Bezog  aaf  die  Ordinatenachse        xydx  =  V 2px*  dx, 

in  Bezog  aof  die  Abscissenachse   0,5y^dx  =  pxdx. 

Also  das  statische  Moment   der  Fläche  zwischen   der  Abscisse  x  ond 
der  Ordinate  y 

1/ P*   4-  2x*y 

in  Bezog  aof  die  Ordinatenachse  r  2p  |    x^  dx  =  — — =^, 

Jix  2 

xdx  =  -^px^. 
0  2 

Nan    ist   die   Parabelfläche  =  \  vom    omschriebenen    Rechteck ,    also 
=r  ^  xy ;  mithin  der  Abstand  des  Schwerponktes  der  Parabelfläche 

von  der  Ordinatenachse  fx^y:fxy  =  {^x, 

von  der  Abscissenachse  ipx':-|3cy  =  fy. 

144.  Sckwerpiakt  elaer  HAekeaiaae  4er  Kigel.    Die  Mittelponkts- 

gleiehoDg  eines  Kreises  ist  y  =  V  a^  —  x*,  das  Bogenelement  desselben 

— — ^— — — ^^— —       ft  " 

V~dx^  -f  dy'  =  —  dx.     Dreht  sich  der  Kreis  om  seine  Abscissenachse, 

y 
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80  beschreibt  das  BogeDelement  eine  Flächenzone  ^nyy  dx*  +  dy' 
=  27radx.  Das  statische  Moment  dieses  Flächenteils  in  Bezug  aaf 
die  Ordinatenachse  ist  =  27raxdl;  folglich  das  statische  Moment  einer 
Zone  von  nnbestimmter  Breite 


2va  jxdx  =  irax^4-C. 


Hat  die  Zone  die  Höhe  h  und  steht  ihr  grösserer  begrenzender 
Kreis  um  x  vom  Mittelpunkt  der  Kugel  ab,  so  ist  das  Moment  der 
Zone,  wenn  sie  auf  derselben  Seite  des  Kugelmittelpunktes  liegt 

2 v a  r      xdx  =  v a [(x  +  h)»  —  x«]  =  -w a(2 xh  +  h*). 

Nun  sei  z  der  Abstand  des  Schwerpunktes  der  Zone  vom  Kngel- 
mittelpunkt  und  da  der  Inhalt  der  Zone  =  2  «-  ah,  so  ist  das  Moment 
der  Zone  =  2  ^  ahz;  folglich  kommt  durch  Gleichsetzung  dieser  Momente 

Der  Schwerpunkt  liegt  also  in  der  Mitte  der  Höhe  der  Zone. 

145.  Schwerpiekt  elier  lörpertese  der  Kigel.  Die  Mittelpunkts- 
gleichuug  des  Kreises  ist  y^  =  a^  —  x^.  Dreht  sich  dieser  Kreis  um 
die  Abscissenachse,  so  beschreibt  die  Ordinate  y  eine  Kreisfläche  vom 
Inhalt  y^  ir,  folglich  ist  das  scheibenförmige  Volnmenelement  der  Körper- 
zone y'^dx  ==  ^(a^  —  x^)dx  und  der  Inhalt  einer  Körperzone,  deren 
begrenzende  Kreise  um  h  und  h^  vom  Kugelmittelpunkt,  nach  derselben 
Seite  hin,  abstehen 

""Sl  (a^-x2)dx-^raVh'-h)-^^^^]. 

Das  statische  Moment  des  Volumenelementes  in  Bezug  auf  die 
Ordinatenachse  als  Drehachse  ist  =  9r(a^  —  x^)xdx;  folglich  das  Mo- 
ment obiger  Zone 

^  J*"  (a^x  -  X«)  d  X  =  J  [a«  {h'2  -  h^)  -  i  (h'*  -  h*)]. 

Folglich  der  Abstand  z  des  Schwerpunktes  der  Zone  vom  Kugelmittelpankt 

^  1   2L^ih'^-h^)-i(h'^-h^) 
^       2     aVh'-h)-i(h'»  — h»)   ' 

Für  die  Halbkugel  wird  h'  =  a,  h=0;  somit  Abstand 

z  =  |a. 

146.  Schwerpankt  einer  Pyranide.  Es  sei  a  die  Grundfläche  and 
h  die  Höhe  der  Pyramide.  Man  lege  im  Abstand  x  von  der  Spitze 
der  Pyramide  einen  ebenen  Schnitt  durch  den  Körper,  parallel  zur 
Grundfläche  und  bezeichne  diesen  Schnitt  durch  y,  so  ist 

y:a  =  x*:h^  y  =  ^x^ 
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Das  YolamenelemeDt  hat  zar  Grandfläche  y  und  zar  Dicke  dx, 
also  zam  Inhalt  ydx  = -r-jj-x^dx.  Folglich  ist  der  Inhalt  der  ganzen 
Pyramide 


a    p' 


**  1 

x^dx  =  —ah. 

o 


Das  statische  Moment  des  Volamenelementes  in  Bezog  auf  eine  Achse 
dorch  die  Spitze  der  Pyramide,   welche  parallel  zar  Grandfiäche  liegt, 

ist  xydx  =  -r2~x'dx;  folglich  das  statische  Moment  der  ganzen  Pyramide 


a    p^ 
hOo 


x^dx  =  -—ah*. 


Far  den  Abstand  z  des  Schwerpunktes   der  Pyramide  von   der  Spitze 
ergibt  sich  deshalb  der  Wert 

z  =  |ah*:|^ah  =  f  h. 

147.  Schweipukt  eiaes  ParabakMs.  Derselbe  liegt  in  der  Achse 
des  Körpers;  sein  Abstand  vom  Scheitel  sei  z.  Die  Gleichung  der 
Parabel,  durch  deren  Rotation  das  Paraboloid  entsteht,  ist  y*  =  2px; 
folglich  das  Volumenelement  des  Rotationskörpers  7y*dx  =  2?rpxdx 
ODÖ  das  statische  Moment  desselben  für  eine  Drehachse,  welche  durch 
deo  Scheitel  geht  und  senkrecht  auf  der  Achse  des  Paraboloids  steht 
=  2^px'dx.  Das  statische  Moment  eines  Paraboloids  von  der  Achsen- 
lange  X  ist  daher 


irp  J 


x^dx  =  --ir  px^ 
o 


Da  aber  der  Inhalt  des  Paraboloids  =  p  ir  x*,  so  wird  sein 

pvx**z  =  f  w  px*;         z  =  f  X. 

148.  Caldia^s  legel  tor  Bestlnmag  van  Batatiaasllächeii.    Es  sei 

j  =  f  (x)  die  Gleichung  einer  ebenen  Kurve,  bezogen  auf  rechtwinkelige 
Koordinatenachsen ;  folglich  ist  das  Element  des  Bogens  s  dieser  Kurve 

ds  =  r  dx* -f  dy*.      Multipliziert    man    dieses    Element    mit   seinem 
Abstand  y  von   der  Abscissenachse ,  so   erhält  man  sein  Moment  für 

diese  Achse  =  y  Kdx*  -f  dy*,  folglich  das  Moment  des  ganzen  Bogens 


= JyKdx*  +  dy«. 


Nun  sei  z  der  Abstand  des  Schwerpunktes  des  Bogens  s  von  der 
Abscissenachse,  so  ist  das  Moment  des  Bogens  auch  =sz.  Folglich 
erhält  man  durch  Gieichsetzung  dieser  Momente 


lyV  dx*  +  dy*=  zs. 


Aateaheiraer,  Eleo«nUrbach. 
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Multipliziert  man  diese  Gleichnng  mit  2ir,  so  ist 

2^  JyKdx*  +  dy*  =  2irz.s. 

Nan  ist  aber  die  linke  Seite  die  Oberfläche,  welche  darch  eine 
volle  Rotation  des  Bogeos  s  um  die  Abscissenachse  entsteht.  Folglich 
ist  diese  Rotationsfläche  gleich  dem  Wege  2  9rz,  welchen  der  Schwer- 
punkt der  Generatrice  s  während  der  Rotation  beschreibt,  multipliziert 
mit  der  Länge  der  Generatrice. 

Beispiel  1.  Ein  rechtwinkeliges  Dreieck,  dessen  Hypotenuse 
=  a,  und  dessen  Katheten  b  und  c  sind,  drehe  sich  um  die  Kathete  b, 
so  beschreibt  die  Kathete  c  eine  Kreisfläche  und  die  Hypotenuse  einen 
Kegelmantel. 

Der  Schwerpunkt  von  c  liegt  in  der  Mitte  dieser  Linie,  also  ist 
der  Weg  des  Schwerpunktes  von  c  bei  einer  vollen  Drehung  =^c; 
folglich  die  Kreisfläche  =  v  c^. 

Der  Schwerpunkt  der  Hypotenuse  beschreibt  bei  jener  Drehung 
den  Weg  ^c;   also  ist   der  dadurch  entstandene  Kegelmantel  =7rca. 

Beispiel  2.  Ein  Kreis  und  eine  Gerade  liegen  in  einer  Ebene. 
Der  Halbmesser  des  Kreises  sei  =  r,  der  Abstand  seines  Mittelpunktes 
von  der  Geraden  =  a ,  wobei  a  >  r  vorausgesetzt  wird.  Dreht  sieb 
nun  der  Kreis  um  die  Gerade  als  Achse,  so  beschreibt  die  Kreislioie 
eine  ringförmige  Oberfläche,  welche  für  eine  volle  Rotation  =  2 a ir •  2 rir 
ist,  weil  die  Länge  der  Generatrice  =  2  r  ir  und  der  Weg  des  Schwer- 
punktes derselben  =  2  a  Tt. 

Beispiel  3.  Der  Abstand  des  Schwerpunktes  einer  Halbkreis- 
linie von  ihrem  Mittelpunkt  sei  =z,  der  Halbmesser  derselben  =  r. 
Man  drehe  diese  Linie  um  ihren  Durchmesser,  so  beschreibt  sie  eine 
Rotationsfläche  =  2  tt  z  *  ^r  r.  Allein  diese  Rotationsfläche  ist  eine  Kugel- 
fläche, deren  Inhalt  auch  =  4  r^  ^ ;  folglich  erhält  man  durch  Gleich- 
setzung 

2 
z  =  — r. 

149.  finMia^s  Regel  iir  BestlnMing  ?«ii  BttatUaskori^eni.    Es  sei 

y  =  f  (x)  die  Gleichung  einer  Kurve  und  F  die  Fläche,  welche  zwischen 
der  Kurve,  der  Abscissenachse  und  zwei  Ordinaten  liegt,  so  ist  das 
Element  der  Fläche  dF  =  ydx.  Der  Schwerpunkt  dieses  Elementes 
hat  einen  Abstand  =^7  ^<>°  ^^^  Abscissenachse;  folglich  ist  das 
statische  Moment  dieses  Elementes  in  Bezug  auf  die  Abscissenachse 
als  Drehachse  =^y^dx  und    die  Summe  der  Momente  aller  Flächen- 


teile,  welche  F  enthält  =  -tt  1  y*  d  x. 


Der   Schwerpunkt  der  Fläche  F  stehe  um  z  von   der   Abscissen- 
achse ab,  so  ist  Fz  das  Moment  dieser  Fläche;  folglich  muss  sein 


y/y'dx  =  Fz. 


Durch  HnltiplikatioD  mit  3ir  ergibt  sich 
rirj*di  =  2iri-F. 

Nun  ist  liry'dz   das  VoInmeD,   welches   die   Fiftche  P  bei  einer 

ToUen  Rotation  am  die  Abscisseoacbse  beschreibt.  Folglich  ist  der 
Rotationskörper  gleich  dem  Wege  2  ff  z,  welchen  der  Schwerpankt  der 
Fl&che  bei  ihrer  Rotation  znrflcklegt,  maltipliziert  mit  dem  Inhalt  F 
dieser  Flftche. 

Beispiel  1.  Ein  rechtwiokeliges  Dreieck,  dessen  Katheten  a 
and  b  seien,  drehe  sich  nm  seine  Hypotenuse.  Welches  Volnmen  be- 
schreibt die  Dreiecksfliche  bei  einer  Drehnng? 

Es  sei  der  Winkel ,  welcher  der  Kathete  a  gegenüberliegt  =  a, 
so  ist  das  Lot  von  der  Spitze  des  rechten  Winkels  aaf  die  Hypotenase 
^bsina;  folglich  der  Abstand  des  Schwerpanktes  der  Dreiecksfl&cbe 
von  der  Hypotenase  ==  j-  b  sin  ei  ond  der  Weg,  welchen  dieser  Schwer- 
paukt  bei  einer  vollen  Rotation  beschreibt  =  J  t  b  sio  a.  Da  die  Dreiecks- 
Uche  =^ab,  ao  ist  das  gesnchte  Volnmen 
V  =  f  ff  bsin« -^ab. 

Allein  es  ist  die  Hyotenuse  =  V"a*  +  b',  folglich  sin a  =  ..^ 

Ka«  +  b* 
Hiernach  wird  das  gesnchte  Volnmen 

■  3KiM^' 

Beispiel  2.  Han  soll  den  Abstand  z  des  Schwerpanktes  einer 
Halbkreisfl&cbe  von  ihrem  Durchmesser  bestimmen. 

Wenn   sich    die  HalbkreisflScbe   um  ihren  Darchmesser  3  r  dreht, 
so   entsteht    ein  Volnmen  =\T*ir.     Die  Pl&che  des   Halbkreises    ist 
^^r'ir,  folglich  mosa  sein 
1 


r»ff  =  - 


■  r'  w  2  w  8, 


Beispiel  3.  Ein  Kreisabschnitt  CBD  (Fig.  49)  drehe  sich  nm 
eine  Achse  Ay,  welche  znr  Sehne  BC  parallel  liegt.  Mao  soll  das 
vom  Kreiaabechnitt  bei  einer  vollen  Dmdrehang  beschriebene  Volnmen  V 
bestimmen. 

Han  lege  die  Achse  Ax  senkrecht  zn  BC.  Y\g.  49. 

Es  seien  a  der  Halbmesser,  x,  y  die  recht- 
winkeligen Koordinaten  des  Kreispnnktes  C; 
80  ist  die  Sehne  BC  =  2  y  nnd  somit  das  zn 
BC  parallele  Fl&chenelement  =2ydx.  Bei 
einer  vollen  Dr^nng  nm  die  Achse  Ay  be- 
schreibt sein  Schwerpunkt  den  Weg  2  7rx; 
also  ist  das  von  ihm  beschriebene  Vokmen- 
element  =  2«-i-2ydx.  Allein  es  Ist  x*  = 
a'  —  y*,  folglich  xdz  =  —  ydy.  Hierfür  wird 
das  Volomeoelement  =  — 4Ty'dy;  folglich 
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V=j'-47ry2dy  =  yy»ir. 


Der  Inhalt  dieses  ringförmigen  Körpers  ist  also  gleich  einer  Kagel 
vom  Halbmesser  y. 


IX.    Aufgaben  Aber  die  Bewegung. 

150.  Meichfomige  Bewegang.  Bine  Bewegung  heisst  gleichfömig, 
wenn  das  B^egHche  in  gleichen  Zeitelementen  gleiche  Wege  zarück- 
legt.  £ine  gleichförmige  Bewegung  kann  nur  eintreten,  wenn  während 
der  Dauer  der  Bewegung  auf  das  Bewegliche  keine  Kraft  einwirkt  oder 
die  auf  dasselbe  einwirkenden  Kräfte  sich  das  Gleichgewicht  halten. 
Geschwindigkeit  einer  gleichförmigen  Bewegung  ist  der  Weg,  welcher 
in  der  Zeiteinheit  (Sekunde,  Minute  etc.)  zurückgelegt  wird. 

Bezeichnet  v  diese  Geschwindigkeit  und  x  den  in  t  Zeiteinheiten 
zurückgelegten  Weg,  so  ist 

X  =  vt. 

151.  Clleicbföriiig  Teränderte  Bewegiug.  Wenn  das  Bewegliche  in 
gleichen  Zeitelementen  ungleiche  Wege  durchläuft,  so  heisst  die  Be- 
wegung ungleichförmig.  Eine  solche  Bewegung  kann  nur  eintreten, 
wenn  auf  das  Bewegliche  eine  Kraft  beschleunigend  oder  verzögernd 
einwirkt.  Dadurch  ändert  sich  die  Geschwindigkeit.  Dnter  Geschwindig- 
keit in  einem  bestimmten  Augenblick  versteht  man  alsdann  den  Weg, 
welchen  das  Bewegliche  in  der  nächsten  Zeiteinheit  gleichförmig  zurück- 
legen würde,  wenn  dasselbe,  ohne  Einwirkung  einer  Kraft,  sich  selbst 
überlassen  wäre. 

Nimmt  die  Geschwindigkeit  in  gleichen  Zeitteilen  um  gleichviel 
zu  oder  ab,  so  ist  die  Bewegung  gleichförmig  beschleunigt  oder 
gleichförmig  verzögert.  Diese  Bewegung  ist  die  Folge  einer  kon- 
stant wirkenden  Kraft.  Die  bei  einer  solchen  Bewegung  in  der  Sekunde 
eintretende  Geschwindigkeitsänderung  heisst  Beschleunigung.  Die 
Bescheunigung  ist  positiv  bei  der  zunehmenden,  negativ  bei  der  ver- 
zögerten Bewegung. 

Beginnt  eine  gleichförmig  beschleunigte  Bewegung  von  der  Ruhe 
aus  und  ist  ihre  Beschleunigung  =  g,  so  nimmt  die  Geschwindigkeit 
in  t  Sekunden  um  gt  zu.  Dieser  Wert  ist  nichts  anderes  als  die  Ge- 
schwindigkeit V  nach  der  Zeit  t.     Folglich  wird  sein 

V  =  gt. 

132.  Ungleiehfornig  ?eranderte  Bewegung.  Sind  die  Zunahmen 
oder  Abnahmen  au  Geschwindigkeit  in  gleichen  Zeitelementen  ungleich« 
so  ist 'die  'Bewegung  ungleichförmig  verändert.  Eine  solche  Bewegung 
ist  die  Folge  einer  variabeln  Kraft.  In  einem  bestimmten  Augenblick 
haben  diese  Kraft  und  die  Geschwindigkeit  gewisse  Werte.  Man  denke 
sich,  es  bleibe  von  diesem  Augenblick  an  die  Kraft  konstant,  so  tritt 
eine  gleichförmig  veränderte  Bewegung  ein  und  es  wird  alsdann  die  iu 
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der  nächsten  Sekunde  erfolgende  Za-   oder  Abnahme  an  Geschwindig- 
keit die  Beschleunigung  der  Bewegung  in   diesem  Augenblick  genannt. 

1S3.  ilfereniialferMelii  der  Bewegung.  Bei  einer  beliebig  ver- 
änderlichen Bewegung!  sei  v  die  Geschwindigkeit  und  g  die  Beschleuni- 
gung nach  Verfluss  von  t  Sekunden,  sowie  x  der  in  dieser  Zeit  zurück- 
gelegte Weg. 

Die  Grössen  v  und  x  sind  Funktionen  von  t.  Es  nehme  t  um 
At  zu;  dadurch  werde  x  um  Ax  grösser.  Ist  die  Bewegung  be- 
schleunigt; so  wird  dabei  v  um  Av  wachsen.  Während  der  Zeit  At 
wird  also  der  Weg  Ax  zurückgelegt  und  es  geht  v  stetig  in  x  +  Av 
über.  Am  Anfang  der  Zeit  At  haben  wir  also  die  Geschwindigkeit  v, 
am  Ende  derselben  die  grössere  Geschwindigkeit  v  -h  Av.  Würde  die 
kleinere  Geschwindigkeit  durch  die  ganze  Zeit  At  hindurch  vorhanden 
sein,  so  wäre  nach  §  150  der  zurückgelegte  Weg  =v*At;  würde 
aber  die  grössere  Geschwindigkeit  v  +  Av  während  der  Zeit  At  vor- 
handen sein,  so  wäre  der  zurückgelegte  Weg  =(v+ Av)At.  Der 
eratere  dieser  Werte  ist  kleiner  als  der  wirklich  durchlaufene  Weg  Ax, 
der  letztere  grösser.     Es  wird  deshalb  sein 

Ax  >  vAt,         Ax  <  (v  +  Av)  At 

oder  auch 

Ax  ^  Ax    ^      ,    ^ 

>  V,         -T—  <  V  +  Av. 


At  '  At 

Lässt  man  hierin  At  ohne  Aufhören  abnehmen,  so  nehmen  auch 
Ax  und  Av  ab.  Dabei  konvergiert  v  +  Av  gegen  das  Glied  v  als 
einer  Grenze.  Diese  Grenze  wird  erreicht,  wenn  At  zum  Differen- 
tial dt,  also  auch  Ax  zu  dx  wird.     Für  diesen  Grenzzustand  ist  also 

(^^  IT  =  ^- 

Zu  dem  gleichen  Resultat  gelangt  man,  wenn  die  Bewegung  eine 
▼erzögerte  ist.  Die  Geschwindigkeit  wird  also  erhalten,  wenn  man 
das  Differential  des  Weges  durch  das  Differential  der  Zeit  dividiert. 

Die  Beschleunigung  g  ist  ebenfalls  eine  Funktion  von  t.  Nimmt 
t  am  At  zu,  so  geht  bei  beschleunigter  Bewegung  g  in  g  -f  Ag  und 
V  in  V  -f  Av  über.  An  Anfang  der  Zeit  At  hat  also  die  Bewegung 
die  Beschleunigung  g,  am  Ende  dieser  Zeit  die  Beschleunigung  g  -f  Ag. 
Warde  während  der  ganzen  Zeit  At  nur  die  kleinere  Beschleunigung  g 
oder  nur  die  grössere  g  -[~  Ag  vorhanden  sein,  so  wäre  die  Geschwindig- 
keitszunahme gAt  im  erstem  Fall  kleiner,  die  Geschwindigkeitszunahme 
(g  +  Ag)  At  im  zweiten  Fall  grösser  als  die  wirkliche  Av.  Folglich 
wird  sein 

Av  >  gAt,         Av  <  (g  +  Ag)  At, 
also  auch 

Av    ^  Av 

>g»  ~7^<g+Ag. 


At        °'  At 


Geht  hierin  At  ia  dt  Aber,  so  kann  g-\-  Ag  mit  g  vertaascht 
werden  und  ea  gehen  die  beiden  Ungleichheiten  Aber  in  die  Formel 

För   eine  verzögerte  Bewegaug  erb&lt  man  das  gleiche  Resultat. 

Die  Bescblennigang  einer  Bewegung  wird  also  erbalteo,  wenn  man  das 

Differential  der  Geschwindigkeit  dnrcb  das  Differential  der  Zeit  dividiert, 

Blimioiert  man  dt  aas  den  beiden  Gleichungen  (1)  and  (2),  so  folgt 

(3)  vdv  =  gdx. 

Mit  Bilfe  dieser  drei  DiffereoÜalformeln  der  Bewegung  sollen  die 
folgenden  Aufgaben  gelOst  werden. 

IM.  flleichföraige  Krelsbewegaag.  Der  Punkt  G  (Fig.  50)  be- 
wege sich  gleichförmig  mit  einer  Geschwindigkeit  V  in  einem  Ereise. 
Welche  Geschwindigkeit  v  bat  die  Projektion  c  dieses  Punktes  auf  dem 
Dnrcfamesser  AB  dieses  Kreises? 

pjg.  50.  ^e  sei  a  der  Halbmesser    des  Kreises    nud  w 

die  konstante  Winkelgeschwindigkeit,  d.  h.  der 
Weg,  welchen  ein  Punkt  im  Abstand  =  1  von 
der  Achse  in  der  Seknnde  darchl&nft.  Nach  der 
Zeit  t  habe  der  Punkt  C  einen  Bogen  AC  =  aa 
darchlanfen  und  dessen  Projektion  c  einen  Weg 
X  —  Ac  auf  dem  Darchmesser,  von  A  ans  gezählt, 
so  ist 
(l)  X  =  a(l  —  cosd). 

Folglich,  indem  man  (1)  differentiiert  and  mit  dem  Differential  dt  der 
Zeit  dividiert 


(2) 


dt  " 


Allein  es  ist  -j-—  =  v,  — — -  =  w   und    aw  =  V.      HierfSr   gibt   Glei- 
chnng  (2)  den  gesuchten  Wert 

v  =  V8ina. 

Es  ändert  sich  mitbin  die  Geschwindigkeit  der  Projektion  propor- 
tional dem  Sinus  des  Drehwinkels  a. 

Für  die  Punkte  A  nnd  B  wird  et  =  0  nod  ir;  daher  v  =  0;  da 
gegen  fär  a  =  \ir  nnd  | «■  wird  v  =  V  und  =  —  V. 

ISS.  (llclehföralg  beicblenNlgte  lewtfiag.  Bei  dieser  Bewegung 
ist  die  Beschleunignng  g  konstant  und  positiv.  Die  Integration  der 
Differential  formet  dv  =  gdt  gibt 

V  -  gt  -f  C. 

tim  die  Konstante  C  zu  bestimmen,  nehme  man  an,  das  Beweg- 
liche habe  zur   Zeit  t  =  0  eine  Geschwindigkeit  V.     Setzt   man  diese 
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zwei  gleichzeitigen  Werte  in  die  vorstehende  Gleichang,  so  folgt  V  =  G. 
Hierdarch  wird 

(1)  T=V  +  gt. 

Fahrt  man  diesen  Wert  von  v  in  die  Dififerentialformel  d  x  =  v  d  t  eio, 
so  ist 

dx  =  (V  +  gt)dt. 

In  dieser  Gleichoog  sind  nur  t  nnd  x  veränderlich.     Die  Integration  gibt 

x  =  Vt  +  -^  +  C. 

Hat  znr  Zeit  t  =  0  das  Bewegliche  noch  keinen  Weg  zarückgelegt, 
»o  ist  X  =  0,  wenn  t  =  0.  Setzt  man  diese  Werte  in  die  letzte  Glei- 
chung, so  findet  man  C  =  0.     Daher  ist 

(2)  x  =  Vt  +  -?2-. 

Eliminiert  man  t  aas  (1)  nnd  (2),  so  folgt 

v«  =  V«  +  2gx. 

Ist  die  Anfangsgeschwindigkeit  V  =  0,  so  gebeo  die  vorstehenden 
Gleichungen 

v  =  gt,         x  =  ^gi\         v  =  K2gx. 

Diese  drei  Gleichungen  gelten  für  den  freien  Fall  der  Körper 
im  leeren  Raum,  wenn  auf  die  Veränderlichkeit  der  Schwere  keine 
Rücksicht  genommen  wird. 

Beim  freien  Fall  beträgt  die  Beschleanigung  für  mittlere  Breiten 

g  =  9,81". 

156.  ISIeichfdrMig  veriögerte  BeweguBg.  Die  Beschleunigung  g  ist 
konstant  und  negativ.  Die  Differentialformel  dv  =  gdt  ist  daher  zu 
schreiben 

dv  =  —  gdt. 

Durch  Integration  erhält  man  hieraus 

V  =  -  gt  +  C. 

Für  t  =  0  sei  die  Geschwindigkeit  v  =  V.  Vermöge  dieser  gleich- 
zeitigen Werte  geht  die  letzte  Gleichang  über  in  V  =  C.  Setzt  man 
diesen  Wert  der  Konstanten  ein,  so  folgt 

(1)  V  =  V  -  gt. 

Diesen  Wert  von  v  setze  man  in  die  Formel  dx  =  vdt,  so  kommt 

dx  =  (V-gt)dt, 

woraus  durch  Integration  folgt 

x  =  Vt-igt«+C. 

Da  für  t  =  0  auch  x  =  0  ist,  so  erhält  man  hierfür  C  =  0.  Folg- 
lich ist  der  zurückgelegte  Weg 

(2)  x=Vt-^gt^ 
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Durch  Elimination  von  t  ans  (1)  nnd  (2)  ergibt  sich 

(3)  v>  =  V«-2gx. 

Da  die  Bewegung  eine  verzögerte  ist,  so  tritt  ein  Moment  ein, 
wo  das  Bewegliche  znr  Rahe  kommt.  In  diesem  Augenblick  wird  v  =  O. 
Die  der  Grösse  v  =  0  entsprechenden  Werte  von  t  und  x  bezeichne 
man  mit  T  und  X  nnd  führe  sie  in  (1)  und  (3)  ein,  so  kommt 

0  =  V  — gT,         0  =  V«  — 2gX, 
woraus  folgt 

T  =  —  X  =  -r-. 

g  2g 

Diese  Formeln  finden  Anwendung,  wenn  ein  Körper  im  leeren  Raum 
vertikal  aufwärts  geworfen  wird.  Dabei  bezeichnet  T  die  Zeit  zur  Er- 
reichung des  höchsten  Punktes  und  X  die  totale  Steighöhe. 

157.  Freier  Fall  der  Röriier  in  leerei  ta«M,  m\%  BeriicksichtigiBg 
der  Yeraiderlichkeit  der  Schwere.  Es  seien  R  der  Halbmesser  der 
Erde,  a  der  Abstand  des  Anfangspunktes  der  Bewegung  vom  Erd- 
mittelpunkt ,  X  der  Fallraum  des  Körpers  nach  t  Sekunden  nnd  g,  g' 
die  Beschleunigung  der  Bewegung  in  den  Abständen  R  und  a  —  x  vom 
Mittelpunkt  der  Erde. 

Da  die  Anziehung  des  Mittelpunktes  der  Erde  auf  einen  Körper 
ausserhalb  ihrer'  Oberfläche  abnimmt  wie  das  Quadrat  der  Entfernung 
zunimmt,  so  hat  man 

(1)  ^'*''""R«"'(a-x)»' 

Setzt  man  den  hieraus  hervorgehenden  Wert  von  g'  in  die  Diffe- 
rentialformel vdv  =  gdx  an  die  Stelle  von  g,  so  folgt 

R2 

(a  —  x)2 

Um  diese  Formel  integrieren  zu  können ,  setze  man  a  —  x  =  z, 
so  wird  dx  =3  —dz  und  daher 

vdv  =  —  gR^z-^dz 
und  durch  Integration 


2 

^2 


=  gR«z-i  +  C, 
gR^ 


Für  den  Anfang  der  Bewegung  ist  v  ==  0  und  x  =  0.     Für  diese 
Werte  wird  die  letzte  Gleichung 

kR^ 

a 
Zieht  man  diese  Gleichung  von  (2)  ab,  so  erhält  man  die  Geschwindigkeit 

(3)  ,  =  Rj/_2l^. 

V    a(a-x) 
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Um  die  Fallzeit  za  bestimmen,    setze   man  diesen  Wert  von  v  in 
die  Differentiaiformel  dx  =  Ydt,  so  ergibt  sich 

Behufs  der  Integration  setze  man  x  =  y^,  so  wird  dx  =  2ydy  and 
Allein  nach  Formel  (8),  §  82,  hat  man 


/' 


F^^y^dy  =  |-Ka  -  y«+  |  Are  sin  -^  +  C. 


Folglich  ist  das  Integral  der  Gleichung  (4),  wenn  x  statt  y^  geschrieben 
wird 

Ffir  den    Anfang    der  Bewegung   ist  t  =  0   und    x  =  0;    folglich 
anch  0  =  0.     Mithin  wird  die  Fallzeit 


(5) 


'-lj/äi[>'''"^+**'«"°|/i] 


In  diesen  Formeln  kann  sich  x  ausdehnen  von  x  =  0  bis  x  =  a  —  R. 
Wenn  x=a  — R,  so  föllt  der  Körper  auf  die  ErdoberflSche.  Für 
X  >  a  —  R,  also  für  den  Fall,  wo  sich  der  Körper  im  Innern  der 
Erde  bewegen  sollte,  gilt  das  Gesetz  (1)  der  Anziehung  nicht  mehr. 

Wenn  der  Fallraum  sehr  klein  ist,  und  die  Bewegung  in  der 
Nähe  der  Erdoberfläche  vor  sich  geht,  so  kann  man  in  den  For- 
meln (1),  (3)  und  (5)  die  Grösse  a  —  x  mit  a  vertauschen,  ebenso  a 
mit  R,    wodurch  man  erhält,    wenn  man  in  (5)   den  Sinus   des    sehr 


^„i 


kleinen  Bogeiis  1/  —  mit  dem  Bogen  verwechselt 


g'  =  g,      V  =  K2gx, 


=il/^['^-+•'^/|] 


=/ 


and  nach  einer  einfachen  Redaktion  der  letzten  Formel 

2V 

g 

Diese  letzten  Formeln  enthalten  die  gewöhnlichen  Fallgesetze,  wie 
sie  in  §  155  gefonden  wurden. 

US.  Preier  Fall  der  Korper  in  Innera  der  Erde.  Befindet  sich 
ein  Körper  innerhalb  der  Erdoberfläche,  so  wird  er  vom  Mittelpunkt 
der  Erde  ans  durch  eine  Kraft  angezogen,  welche  der  Entfernung  des 
Körpers  vom  Mittelpunkt  der  Erde  proportional  ist. 
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Zieht  man  diese  Gleichang  von  der  vorigen  ab,  so  konimt 


k  g  —  kv  ' 

Hierin  ist  die  Zeit  durch  die  Geschwindigkeit  ausgedruckt.  Multi- 
pliziert man  mit  k  und  geht  von  den  Logarithmen  zu  den  Zahlen  aber, 
so  erhält  man  für  die  Geschwindigkeit 

(1)  v  =  |-(l-e-'"). 

)Venn   die  Zeit  t  bis   ins  Unendliche   wächst,  so  nähert  sich    in 

er 

Gleichung  (1)  die  Geschwindigkeit  der  Grenze  —-,  also  einem  konstan- 
ten Werte. 

Setzt  man  den  Wert  von  v  aus  (1)  in  die  Diiferentialformel 
d  X  =  V  d  t,  so  kommt 

(2)  dx  =  -|-(l-e-''*)dt. 

Nun  ist  aber  e~*^*dt=  —  —  e~^*d(— kt)   und  das  Integral  hiervon 
nach  §  76 


-/' 


e-''tdt=--^-e-k'  +  C. 


Somit  erhält  man  durch  Integration  von  Gleichnng  (2) 
(3)  x  =  -|-"(t  +  |e-)  +  C. 

Da  für  t  =  0  anch  x  =  0  ist,  so  erhilt  man  hierfür  aus  (3) 


g 
k' 


0  =  -ar  +  c. 


Fuhrt  man  den  Wert  von  0  aus  dieser  Gleichung  in  (3)  ein,  so  erhält 
man  den  durchlaufenen  Weg 

Wächst  hierin  t  bis  ins  unendliche,  so  wird  auch  der  Weg  x  an- 
endlich  gross. 

16f .  Yertikaler  Wurf  eiaes  Körpers  vater  der  Varaassetiaagi  das« 
der  Laftwidlerstaad  der  Seichwiadigkeit  prapartiaaal  sei.  Der  Körper 
werde  mit  der  Anfangsgeschwindigkeit  V  abgeworfen,  so  ist,  wenn  die 
Bezeichnung  der  vorigen  Aufgabe  gilt,  die  Beschleunigung  nach  t  Se- 
kunden =  — g  — kv.  Beide  Teile  der  Beschleunigung  sind  negativ, 
weil  sowohl  Schwere  als  Luftwiderstand  der  Bewegung  entgegenwirken. 
Somit  hat  man 


1 
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dv  =  (—  g  —  kv)dt, 

«»*  =  — xir-. 

t=-Ylog(g  +  kv)  +  C. 

WeDD  t  =  0,  ist  V  =  V;  folglich  geht  för   diese  Werte  die  Glei- 
cbDDg  aber  in 

0=-~-log(g  +  kV)  +  C. 
ElimiDiert  man  G  aos  den  beiden  letzten  Gleichangen,  so  kommt 

Hieraus  erhält  man  als  Wert  der  Geschwindigkeit  nach  der  Zeit  t 

(1)  y=-|-  +  Y(g  +  kV)e-^'. 

Setzt  man  diesen  Wert  von  v  in  die  DifiFerentialformel  dx  =  vdt,  so  ist 

dx=  -  J-dt+ Y(g  +  kV)e-''*dt. 
Integriert  man  wie  in  der  vorigen  Aufgabe,  so  findet  man 

X  =  -  |- 1  - -j^(g  +  kV)«-"«  H^C. 

Yür  t  =  0  ist  X  =  0;  mithin 

1 
k' 

Darch  Subtraktion  dieser  beiden  letzten  Gleichangen  erhält  man  den  Weg 

g  ,    .    g  +  kV 
>  ^"^        k' 

Bei  Zunahme  von  t  nimmt  v  ab.  Setzt  man  v  =  0  in  Formel  (1), 
so  bezeichnet  der  entsprechende  Wert  von  t  diejenige  Zeit,  welche 
zum  Erreichen  des  höchsten  Punktes  nOtig  ist.  Führt  man  diese  Zeit 
in  (2)  ein,  so  gibt  der  entsprechende  Wert  von  x  diejenige  Hohe  an, 
bis  zu  welcher  der  Körper  sich  erhebt,  bevor  er  umkehrt. 

Ml.  Freier  fall  Ib  eloeai  lediia,  dessen  Widerstand  itm  Qnadrat 
der  Desckwlndigkeit  preperllenal  ist.  Wenn  k,  wie  in  den  beiden 
vorigen  Aufgaben,  die  Beschleunigung  bezeichnet,  welche  dem  Wider- 
stand des  Mediums  bei  der  Geschwindigkeit  =  1  entspricht,  so  ist  k  v' 
diese  Beschleunigung  bei  der  Geschwindigkeit  v.  Da  diese  Beschleu- 
nigiiDg  diejenige  der  Schwere  g,  welche  wir  als  konstant  voraussetzen, 
Termindert,  so  ist  die  wirkliche  Beschleunigung  der  Bewegung 

—  =  g-kv''. 


0=--i:ä(8  +  kV)  +  C. 


(2)  x  =  --g-t+  »^T.«       (l-e-''^). 
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g 


Setzt  man  der  Einfachheit   wegen  -r-  =  a^,  so  erhält  man  dorch  Sonde- 
rang  der  Veränderlichen 


dv 
(1)  kdt  = 


a^  —  V*        a 


-(f)' 


1 


V 

Man  betrachte  nnn  rechts  die  Grösse  —  statt  v  als  die   Variable,  so 

a 

erhält  man  durch  Integration  von  (1)  nnter  Anwendung  von  Formel  (2) 

des  §  80 

a 

Da  für  t  =  0  aach  v  =  0  sein  soll,  so  wird  anch  die  Eonstante  C  =  0; 
deshalb  erhält  man  als  Wert  der  Zeit 

1  a+  V 

Multipliziert  man    mit   2ak   und   geht  von  den  Logarithmen   zu   den 
Zahlen  über,  so  folgt 

(2)  — ^ —  =  e^  *  "^  *     oder 


a  — V       "  a -|-  v       e**^*' 

Nimmt  hierin  die  Zeit  t  zu,  so  wächst  die  Exponentialgrösse  im  Nenner 
rechts  sehr  rasch.  Für  t  =  oo  wird  diese  rechte  Seite  =0;  folglich 
muss  auch  der  Zähler  a  —  v  =  0  sein,  woraus  folgt 


a 


=!/!■ 


Dauert  also  die  Bewegung  unendlich  lange,  so  wird  die  Geschwin- 
digkeit gleich  der  Eonstanten  a,  somit  die  Bewegung  gleichförmig. 
Fällt  also  ein  EOrper  im  Wasser  nach  obigem  Gesetze,  so  nähert  sich 
seine  Bewegung  mehr  und  mehr  einer  gleichförmigen,  je  länger  sie 
dauert. 

Setzt  man  die  Beschleunigung  g  —  k  v^  in  die  Differentialformel 
vdv  =  gdx  an  die  Stelle  von  g,  so  kommt 

vdv  =  (g  —  k  v*)dx, 

,  vdv 

dx  = — s. 

g  — k  V* 

Multipliziert  man  Zähler  und  Nenner  rechts  mit  —2k,   so  kann  man 
schreiben 

1        — 2kvdv 


dx=  - 


2k        g-kv«   ' 
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Naomehr  ist  der  Zähler  des  zweiten  Braches  das  Differential  des  Nenners, 
also  das  Integral  dieser  Gleichung  nach  §  76 

X 1- log  (g  -  k  y»)  +  C. 

Pur  den  Anfang  der  Bewegung  ist  v  =  0  ond  x  =  0;  dies  gibt 

0^ ^logg  +  C. 

Zieht  man  diese  Gleichung  von  der  vorigen  ab,  so  kommt 

(3)  x  =  4rlog       ^ 


2k  ^  g-kv2- 

Eliminiert  man  ans  den  Gleichnngen  (2)  nnd  (3)  die  Geschwindigkeit  v, 
so  erhält  man  den  Zusammenhang  zwischen  dem  Weg  x  und  der  ent- 
sprechenden Zeit  t. 

Man  gelangt  aber  auch   zu  diesem  Zusammenhange  auf  folgende 
Weise.     Aus  Gleichung  (2)  folgt 

^-*   e^*kt+l  • 
Setzt  man  diesen  Wert  von  v  in  die  Formel  d  x  =  v  d  t,  so  kommt 

Behufs  der  Integration  multipliziere  man  Zähler  und  Nenner  rechts 
mit  ke~*^^  so  kann  man  schreiben 

1    e^^^^-akdt  +  e-^'^'C— akdt) 
dx  = 


mkt_i_A— mkt 


e»»*  +  e 

Da   der  Zähler  rechts  das  Differential  des  Nenners  ist,  abgesehen  von 
der  Konstanten  -    9  ^^  fsfl>^  ^^^  Integration 


k 


x^i-logCe^'^^  +  e-^^O  +  C. 


Für  den  Anfang  der  Bewegung  ist  t  =  0  und  x  =  0.     Dies  gibt 

0  =  Ylog2  +  C. 

Zieht  man  diese  Gleichung  von  der  vorigen  ab,  so  erhält  man  die  Fallliölic 

1  ,       e*''*  +  e-»^' 
x=Ylog 2 . 

M2.  ferilkaler  Warf  der  iorper  !■  eines  lediaa,  dessen  Wider- 
staad  dtm  tudrat  der  fleschwindigkeit  preperllenal  ist.  Es  gelte  die 
Bezeichnung  der  vorigen  Aufgabe,  so  ist  die  Beschleunigung  der  Schwere, 
sowie  diejenige  des  Widerstandes  negativ  zu  nehmen.     Die  wirkliche 
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BeschlennigDDg    wird    somit  =  —  g  —  k  v'    sein.      Setzt    man    diesen 
Wert  far  g  in  die  Differentialformel  d  v  =  gd  t,  so  erhält  man 

dv 
g-r  k?» 

oder  indem  man  im  Nenner  mit  k  dividiert  nnd  multipliziert 

1  dv 


dt=  - 


k 


Nun  ist  nach  Gleichang  (6),  §  78 

dv  1    .      .         V 


/l,Fq^  =  V^^^**°«f  +  *^- 


»_  8 


Mithin  wird  sein,  wenn  man  a'  =  -i-  setzt 


t  =  — ^7^=^  Are  taog  v  1/ h  C. 


1 


—^--'^i-- 


Für  den  Anfang  der  Bewegung  ist  t  =  0  nnd  v  =  der  Anfangs- 
geschwindigkeit V.  Mit  Hilfe  dieser  Werte  wird  die  vorstehende 
Gleichang 

Folglich  erh&lt  man  dnrch  Elimination  der  Konstanten  C 
(1)  t  =  Y=^  [Are  tang  V  j/^  -  Are  tang  v  |/^  J. 

Um  den  Zusammenhang  zwischen  der  Zeit  und  dem  durchlaufenen 
Weg  zu  finden,  lOse  man  die  Gleichung  (1)  zuerst  in  Hinsicht  v  aof 
und  setze  zu  diesem  Zwecke 


(2) 


1/ —  =  — ;      Are  tang  vi/      =  «;     Are  tang  v  1/      =  <jp. 


so  erhält  man  aus  diesen  Gleichungen  (2) 
und  ans  Gleichung  (1) 


a  —  W  = 

a 

Folglich  auch,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  die  Tangenten  nimmt 

(4)  tang  («  —  y)  =  tang  -^. 

a 
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Allein  nach  einer  bekannten  trigonometrischen  Relation  ist 

tang(«  -  9)  =      taDgg-tang» 
"^^         ^^        1  +  tanga-tangy 

Setzt  man  hierin  die  Werte  ans  (3)  nnd  (4),  so  kommt 

gt 


V  —  a  tang 


gt  V-v  '=^    a 

tang =«  a    »   ,   .,    ;        v  =  a 


a  a^  +  Vv'  "        ,  „^        gt 

a  +  V  tang  ° 


a 


Vcos-^-asin  ** 


(5)  V  =  a 


V  sm  -^ h  a  cos 


a  a 

Fuhrt  man  diesen  Wert  von  v  in  die  Gleichnng  d  x  =  v  d  t,  so  ist 

V  cos  -^ a  sin 


d  X  =  a : d  t. 

V  sm  -2 ^  a  cos  -^— 

a  a 

Da  hierin  der  Zähler  des  Braches  das  Differential  des  Nenners  ist,  so 
gibt  die  Integration  (§  76) 

x  =  alog[  Vsin-^  +  acos-^1  +  C. 

Für  den  Anfang  ist  t  =  0  nnd  x  =  0.     Hierfür  wird 

0  =  a  log  a  +  C. 
Mithin  dnrch  Subtraktion  dieser  Gleichungen  die  gesachte  Relation 


(6)  X  =  a  log  [—  sin  -^  +  cos  -^"1. 

La  a  a  _j 


Um  den  Zusammenhang  zwischen  den  Grössen  x  und  v  zu  er- 
mitteloy  könnte  die  Zeit  t  aas  den  Gleichungen  (1)  und  (6)  eliminiert 
werden.  Allein  man  erhält  diesen  Zusammenhang  auch,  wenn  man 
in  die  Differentialformel  vdy  =  gdx  statt  g  die  dieser  Aufgabe  ent- 
sprechende Beschleunigung  —  g  —  k  v^  setzt.    Dies  gibt 

,  vdv 

g  +  kv^ 

Auf  der  rechten  Seite  bewirkt  man,  dass  der  Zähler  das  Diffe- 
rential des  Nenners  wird,  indem  man  schreibt 

1__    2kvdv 

^^"        2k  "g  +  kv^- 

Folglich  erhält  man  dnrch  Integration 

x^ ^log(g  +  kv«)  +  C. 

Aatanbelmer,  Blem«nterbnch.  10 


Für  K  =  0  wird  v  =  der  AnfangsgeachniDdigkeit  V.     Diese  Werte 
geben 

0=--^log(i!  +  kV'')  +  C. 

Zieht  man   diese  Gleichung   von  der   vorigen  ab,   so   erb&lt  man 
den  gesuchten  Zasammenhang 

1     ,_   g  +  kV» 


2k      *g  +  kv>- 
Setzt  man    in  Gleichaog  (l)  die  Gesell  windigkeit  t  =  0,   so  gibt 
der  eotsprecheiide  Wert  von  t,  den  wir  mit  T  bezeiclinen  wollen,    die 
Zeit  an,  welche  der  Rflrper  zur  Erreichung  des  hfichsten  Punktes  nOlig 
hat.     Mit  Berück 8 ichtignng  der  Relation  (2)  erhSit  man 


Wird  dieser  Wert  von  T  in  Gleichung  (6)  eingeführt  nod  der 
entsprechende  Wert  von  \  mit  X  bezeichnet,  so  erhält  man  die  ganze 
Steighohe 


a  log  f  —  si 


Itl  lewegiag  in  Peidels  >■  leerea  ItiM.  Es  sei  A  (Fig.  53} 
der  AnfhüDgepnnkt  eines  mathematischen  Pendels  and  AF  die  verti- 
kale Lage  der  Pendelstange.  Diese  Stange  werde  in  die  Lage  A  B 
versetzt,  welche  mit  der  vertikalen  Lage  AF  den  Winkel  a  bildet, 
und  sodann  sich  selbst  Qberlassen.  Man  soll  den  entstehenden  Bewe- 
gnogszuatand  bestimmen. 

Der  schwere  Punkt  in  B  hat  das  Bestre- 
i^'S'  °^-  ben,  in  vertikaler  Richtung  zu  fallen  und  eine 

der  Schwere  entsprechende  Beschleunigung  an- 
zunehmen.   Man  zerlege  diese  Beschleanigung  g 
in    die    beiden   Seitenbeschlennignngen    g  cos  a 
und  gsincc.    Die  erstere  f&llt  in  die  Richtung 
der  Pendelstange  und  kommt  nicht  zur  Wirk- 
lichkeit.  Die  Seite n beschien nigung  g  sin  a  steht 
senkrecht  znr   Pendelstange  AB  und   mit   in 
die    Vertikalebene,    welche    durch    AB    gebt. 
Hit  dieser  Beschleunigung  beginnt  die  Bewe- 
gung.    In  der  Lage  AC,  welche  mit  AF  den 
Winkel  <p  bilden  soll,  ist  die  Beschleunigung  =%s\atf.     Die  lUchtnag 
dieser   sich   mit  <f  ändernden   Beschleunigung  f&llt   immer  in  die   ge- 
nannte Vertikal  ebene.     Der   Weg  BF  des  schweren   Punktes   ist  also 
eine  ebene  Kurve  und  zwar  ein  Kreisbogen. 

Die  Länge  der  Pendelstange  sei  a,  der  in  der  Zeit  t  darchlanfeae 
Bogen  BC  =  x,  so  ist,    wenn   a  und   ff-  im    Bogenmass    ausgedrückt 
werden:  x  =  A{a  —  <f).     Denkt   man  sich  a  und  a   konsUnt,   so  er- 
hält man  dnrch  Differentiation  dieser  Gleichung 
(1)  ds=— ady. 
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Setzt  man  in  die  Differentialformel  vdv  =  gdx  der  Bewegung 
statt  g  die  veränderliche  Beschleanigung  gsin^^,  und  statt  dx  den  in 
(1)  enthaltenen  Wert,  so  folgt 

V  d  V  =  —  g  a  sin  9>  d  y. 

Die  Integration  dieser  Gleichung  gibt 

v^ 

(2)  —  =  gacosy  +  C. 

Für  9  =  a  wird  v  =  0.     Hierför  erhält  man  aas  (2) 

0  =  g  a  cos  «  +  C 
and  durch  Subtraktion  dieser  Gleichung  von  (2) 

(3)  V  =  K  2  g  a  (cos  (p  —  cos  a). 

Zieht  man  BD  und  GE  horizontal,  so  ist  Abstand  DE  =  a(cos9> 
—  cosa).     Folglich  ist  die  Geschwindigkeit  des  Pendels,  nachdem   er 

den  Bogen  BC  durchlaufen  hat  =  K2g*DE,  d.  h.  ebenso  gross  als 
wenn  er  den  vertikalen  Abstand  der  Endpunkte  dieses  Bogens  durchlaufen 
hätte.  Für  y  =  0  ist  die  Geschwindigkeit  v  =  V  2  g  a  (1  —  cos  a)  ein 
Maximum.  Da  v  ebensowohl  für  <p  =  —  a  wie  für  9>  =  -f  ^  ZQ  Null 
wird,  so  sind  die  Ausweichungen  des  Pendels  zu  beiden  Seiten  der 
Vertikalen  AF  gleich  gross. 

um  die  Schwingungszeit  zu  bestimmen,  setze  man  den  Wert  von 
V  aus  (3)  in  die  Differentialformel  d  x  =  v  d  t,  und  vertausche  noch  d  x 
mit  — ad 9^,  Formel  (1),  so  kommt 

(4)         dt=-i/Ä       '^y 

r     g    K  2  (cos  y  —  cos  a) 

Erste  Integration.  Um  den  Ausdruck  rechts  in  (4)  zu  inte- 
grteren,  entwickle  man  cos  <p  und  cos  a  nach  §  66  in  Reihen,  so  wird 

cos  y  =  1 ~r-  + 


cos  a  =  1 — |- 


2  2  •  3  •  4 

«2     .         «4 


2      •     2-3-4 

Nun  sei  a  ein  sehr  kleiner  Bogen,  so  dass  in  diesen  Reihen  die 
Glieder  mit  den  vierten  Potenzen  von  a  und  9  and  die  folgenden  ver- 
nachlässigt werden  können,  so  wird  sein 

cos  9>  =  1 —-;    cos  a  =  1 — ;     2  (cos  9  —  cos  «)  =  «*—  y*. 

Setzt  man  den  letzten  Wert  in  (4),  so  erhält  man 


dt 


Um  diese  Gleichung  nach  Formel  (5),  §  23,  durch   blosse   Um- 
kehmog  integrieren  zo  können,  schreibe  man  zuerst 

10» 
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so  erhält  man  durch  Integration 


V 


t  =  1/  ~    Are  cos  —  +  C. 


Für  t  =  0  wird  ^  =  a.  Hierfür  wird  Are  cos  1=0,  somit  aach 
G  =  0.     Deshalb  ist 

(5)  t  =  |/^  Are  cos  -J. 

Lässt  man  hierin  9  abnehmen   von  9^  =  a  bis  9>  =  0,   so  erh&lt 

TT  1  /  a 
man  die  dem  Bogen  BF  entsprechende  Zeit  =  —  1/  — ,  weil  der  Bo- 

gen  =  -^,  wenn  der  zugehörige  Cosinnswert  =  0  ist. 

Nimmt  9  ab  von  y  =  +  «  bis  y  =  —  a,  so  wird  Are  cos  (—  1)  =  n. 
Die  dieser  Aenderang  entsprechende  Zeit  ist  die  Schwingungszeit,  welche 
wir  mit  T  bezeichnen  wollen.     Folglich  ist 


(6) 


-Vt 


Nach  Verflass  der  Zeit  T  kehrt  das  Pendel  um  und  macht  nach 
entgegengesetzter  Richtung  eine  Schwingung  von  gleicher  Dauer,  u.  s.  w. 
Diese  Formel  (6)  gilt  streng  genommen  nur  für  unendlich  kleine 
Schwingnngswinkel. 

Zweite  Integration.  Dm  die  Formel  (4)  zu  integrieren,  nehme 
man  in  obigen  Reihen  für  cos9>  und  cosa  die  Glieder  bis  zur  vier- 
ten Potenz  der  Bogen,  so  erhält  man  durch  Subtraktion 

2  (cos  y  —  cos  a)  =  a^  —  y'  —  ^(a*  —  ?>*) 
oder  da  a*  -  y*  =  (a«  +  y«)  (««  -  y«),  so  ist 

2  (cos  9  -  cos  a)  =  («2  _  y«)  [1  -  ^  (««  +  q>^]. 
Hierfür  wird  nun  Formel  (4) 

(7)  dt=-]^  ''^ 


Ka»  -  y « |/l  -  ^  (a»  +  y«) 


Entwickelt  man  die  zweite  WurzelgrOsse  mit  dem  Exponenten  —  \  nach 
dem  binomischen  Satze  in  eine  Reihe  und  bricht  bei  der  zweiten  Potenz 
von  9>  ftb,  so  erhält  man 
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Führt  man  diesen  Wert  in  (7)  ein,  so  kommt 

Die  Grösse  d  t  dieser  Formel  werde  integriert  von  t  =  0  bis 
t  =  ^T,  wenn  mit  T  die  ganze  Schwingongszeit  bezeichnet  wird. 
Diesen  Grenzen  entsprechen  die  Grössen  f  =  a  und  9^  =  0;  also 
mossen  die  Integrale  rechts  von  (8)  zwischen  den  Grenzen  ^  =  a  und 
9  =  0  genommen  werden.  Vertauscht  man  diese  Grenzen,  so  ändert 
das  Integral  rechts,  nach  Formel  (3),  §  85,  sein  Zeichen.  Deshalb 
wird  sein 


(9) 


NoD  ist  aber  nach  §  78,  Formel  (5)  and  nach  §  82,  III.,  Formel  (4) 
p»        d»        _  rt_  r«    y'  d  y      _  a^    n_ 

Setzt  man  diese  Werte  in  (9)  ein,  so  erhftlt  man 


(10)  T  - 


-"V/^O+tV-) 


Der  Wert  von  T  in  (10)  ist  im  Verhältnis  von  1  zu  1  +  i\r  «^ 
grösser  als  der  in  (6).  Für  eine  Ablenkung  der  Pendelstange  von  der 
vertikalen  Richtung  =  5®  ist  der  entsprechende  Bogen  a  =  0,087266. 
Hierför  wird 

1  +  ^  a^  =  1,000476. 

Hat  das  Pendel  einen  unendlich  kleinen  Schwingungswinkel  und 
einen  Winkel  von  5^  so  macht  es  im  erstem  Fall  1000476  Schwin- 
gungen in  derselben  Zeit,  in  welchem  es  im  zweiten  Fall  1000000 
Schwingungen  macht. 

Dritte  Integration.     In  Formel  (4)  nehme  man 

1  —  cos  9  =  z, 
80  erhält  man  durch  Differentiation 

dz  dz 


sin  9  d  9*  =  d  z,       d  ^  = 


sin  V        y"2  z  —  z* 


Setzt  man  ferner  1  —  cos  a  =  b  und  zieht  hiervon  1  —  cos  9  =  z 
ab,  so  folgt 

cos  y  —  cos  a  =  b  —  z, 
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Vermittelst  dieser  Werte  wird  das  Differential  der  Zeit 

dt=-|/Ä  dz 


!/■ 


g  y  2  z  -  z«  K2  (b  -  z) 
oder  indem  man  Y^z  aas  dem  einen  Divisor  in  den  andern  versetzt 

dt=- 


__   1  l/a dz_ 


Allein  nach  dem  binomischen  Satze  ist 

1 


ft^lY"^  =  1  -I- Ji.   -1.  4-  13  z'         1»3'5   z« 

V         2y  "^2*2"^"2.44"^2.4.6"8"^"" 

Setzt  man  diesen  Wert  in  die  vorstehende  Formel  nod  integriert, 
so  kommt 

Es  bezeichne  wie  oben  T  die  ganze  Schwingnngszeit.     Um  durch 

T 

die  Integration  von  (11)  die  Grösse  —  zu  erhalten,   mass  das  Pendel 

den  Bogen  a  darchlanfen,  d.  h.  es  mass  <f  von  9^  ==  a  bis  9^  =  0 
abnehmen.  Diesen  Grenzen  entsprechen,  zafolge  der  Gleichung  1  — 
cos  9^  =  z,  die  Grenzen  z  =  b  und  z  =  0.  Somit  ist  b  die  untere  und 
0  die  obere  Grenze  für  das  Integral  rechts  in  (11).  Vertauscht  man 
diese  Grenzen,  so  ändert  nach  Formel  (3),  §  85,  das  Integral  sein 
Vorzeichen.     Multipliziert  man  zudem  noch  mit  2,  so  kommt 


(12) 


°KgJoTbr^v  +  i  •!"  +  2-'4T+-) 


Nan  ist  nach  Formel  (8),  §  78 


J 


dz                      .2z  —  b,,, 
,>  ^  _ _  =  Are  sin h  0, 


folglich 

Es  geht  nämlich  der  Bogen  von  —  \n  durch  die  Null  in  -f  ^ tt 
über  für  z  =  0  bis  z  =  b. 

Ferner  ist  nach  Formel  (4),  §  80 

j  Kbl^z»  ^  2n        J  Kbz-z« 

Da  in  diesem  Integral  das  erste  Glied  rechts  wegf&llt  für  z  =  0  und 
z  =  b,  so  wird  sein 


151 

dz 


Z2 


Jo  KbT"-:^         2n      J,  Kbr= 

Bezeicbnet  man  die  linke  Seite  mit  An,  so  ist  hiernach 

2n—  l 

An  =  ^ b  An-1. 

2n 
Folglich  erhält  man,  da  nach  (13)  Ao  =7t: 


für  n  =  1, 

Ai  =  2  bAo  —  2  bTT, 

für  n  -  2, 

^'       4^^'-   2.4  *^'''' 

fär  n  —  3, 

Setzt  man  diese  Werte  in  (12),   so  erhält  man  die  gesachte  Gleichung 
fnr  die  Schwingangszeit 

-''i/|['+(:y^(^D*G)'+(i^)'(ö'+-} 

Bezeichnet  man  noch  FD  (Fig.  52)  mit  h,  so  wird  b  =  — ;  daher 

a 

geht  die  letzte  Gleichung  aber  in  die  häafig  vorkommende  Form 

-'|/i['+(i)U)+(J:D'a)"+(l^)'G^)*+-]- 

164.  iewegUBg  eines  Fr«Jektili  !■  einer  Heschiitiröhre.  Diese  Be- 
wegung soll  betrachtet  werden  unter  der  Voraussetzung,  dass  sich  die 
ganze  Pulverladuog  gleichzeitig  entzünde;  dass  erst  nach  dieser  gänz- 
lichen Entzündung  die  Bewegung  des  Projektils  beginne;  dass  das  Pulver- 
gas sich  nach  dem  Mariotte' sehen  Gesetz  ausdehne,  dass  während  der 
Bewegung  des  Geschosses  in  der  Röhre  kein  Gas  entweiche  und  dass  das 
Geschoss  keinen  Widerstand  an  der  Wand  der  Röhre  finde.  Diese 
Voraussetzungen  sind  nur  annähernd  richtig,  deshalb  werden  auch  die 
folgenden  Resultate  nur  als  Annäherungen  zu  betrachten  sein.  Es 
bezeichne: 

L  die  Länge  der  Geschützrohre  im  Innern, 

a   die  Ausdehnung  der  Ladung,  in  der  Richtung  der  Röhre, 

V  die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  das  Geschoss  die  Mündung  der 
Röhre  verlässt, 

V  die  Geschwindigkeit,  welche  das  Geschoss  in  der  Röhre  im  Ab- 
stände X  von  der  Ladung  besitzt, 

g,  g'  die  Beschleunigungen  im  ersten  Augenblick  der  Bewegung  und 
im  Abstände  z  von  der  Ladung,  so  wird  nach  dem  Mariotte^schen 
Gesetze  sein 

g':g  =  a:a  +  x;         g'  =  g-~— -. 
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Setzt  man  diesen  Wert  von  g*  in  die.  Differentialformei  y  d  v  »  g  d  x 
an  die  Stelle  von  g,  so  erhält  man 

,  d  X 

vd  V  =  ag 


a  +  x 
nnd  durch  Integration 

(1)  ^  =  aglog(a  +  x)  +  C. 

Wenn  x  =  0,  so  ist  anch  v  =  0.     Hierfür  erhält  man  aas  (1) 

0  =  agloga+  C. 

Zieht  man  diese  Gleichung  von  (1)  ab,  so  folgt 

V*  ,      a  +  x 

2-  =  aglog-^. 

Dehnt  man  hierin  x  bis  L  —  a  aus,  also  so  weit,  als  das  Gas  auf 
das  Geschoss  wirken  kann,  so  geht  v  in  V  aber  nnd  man  erhält  ans 
der  letzten  Formel 


(2)  V\=2aglog:(-^). 


Ist  V  bekannt,  so  kann  hieraas  g,  also  auch  die  Intensität  des 
Palvergases  berechnet  werden. 

Es  sei 

V  =  400  m,        a  =  0,1  m,        L  =  1,5  m, 

so  findet  man  durch  Substitution  dieser  Werte  in  Formel  (2) 

g  =  295415  m, 

d.  h.  wurde  das  Pulvergas  eine  Sekunde  lang  mit  derjenigen  Inten- 
sität, welche  es  im  ersten  Augenblick  seiner  Entstehung  besitzt,  kon- 
stant auf  das  Geschoss  einwirken,  so  würde  dasselbe  in  dieser  Zeit 
eine  Geschwindigkeit  =  295415  m  annehmen,  unter  dieser  Voraus- 
setzung würde  eine  gleichförmig  beschleunigte  Bewegung  entstehen, 
welche  eine  Vergleichung  mit  dem  freien  Fall  der  Körper  zuiässt. 

Das  Gewicht  des  Geschosses  sei  =  6  kg,  der  grösste  Druck  des 
Gases  auf  das  Geschoss  =  x  und  da  die  Beschleunigung  beim  freien 
Fall  =  9,81,  so  entsteht  die  Proportion 

9,81 :  295415  =  6  :  x ;     woraus     x  =  180682  kg. 

Der  Querschnitt  des  Geschosses  betrage  80  qcm,  so  ist  obiger 
Druck  per  1  qcm  =  2259  kg.  Dieser  Druck  entspricht  circa  2187  At- 
mosphären. 

US.  I^esehwindigkeit,  mH  welcher  das  ais  eiiea  deflss  !■  eia 
aB^eres  iiberstroMt.  Damit  das  Gas  aus  einem  Gefösse  A  (Fig.  53) 
in  ein  Geföss  B  überströmen  kann,  muss  dessen  Spannung  in  A  grösser 
sein  als  in  B.  Beim  Debergang  aus  A  in  B  wird  die  Spannkraft  stetig 
abnehmen.     Es  seien: 
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"PfV  die  SpannnDgen  des  6a«eH  in  A  nnd  B,  per  Fl&cheneiDheit, 

p  die  Pressung  des  Gases  per  Flächeneinheit  an  einer  solcben  Stelle 
des  Abflassksoales,  wo  seine  Geschwindigkeit   =  v  ist, 

F  der  Qaerschnitt  des  Eanales  an  dieser  Stelle, 

V  die  Geschwiadigkeit,  mit  welcher  das  Gas  in  das  Geftss  B  ein 
tritt  nnd 

G  das  Gewicht  der  KobikeiDbeit  Gas  vom  Drncke  s  einer  Atmo- 
sphäre nnd  der  Temperatur  0; 

so   wird    dieses    Gewicht   für    den   Druck  p  —  G  — ;    steigt   aber   die 

Temperatur    von   0   anf   t,    so    wird    das    Volamen        pjg,  53 
=  l-{-at,   wo  a  die  Zanahme   des  Volnmens   per 
1  Grad   bezeichnet.     Daher   wird    das   Gewicht   der 
Robikeinbeit  für  t  Grade  nnd  der  PresBODg  p  gleich 

<•'  Tl^- 

An  der  Stelle,  wo  das  Gas  eine  Geschwindigkeit  v  hat,  lege  man 
einen  Schnitt  dnrch  den  Kanal,  normal  znr  Richtung  der  Bewegung, 
an  wird  dieser  Qaerschnitt  im  Zeitelement  d  t  nm  das  Wegelement  dx 
vorgeschoben  nnd  die  Geschwindigkeit  v  gebt  über  in  v  -|-  d  v.  Der 
Querschnitt  P  kann  l&ngs  des  Weges  d  s  als  konstant  angesehen  werden. 
Das  Tolnmen,  welches  er  beschreibt,  ist  =3pdz;  somit  das  Gewicht 
des  Yolnmenelementes  Gas  nach  (1) 

W&hrend  v  in  v  -|-  d  v  übergeht,  wird  p  zn  p  —  d  p.  Der  Drnck 
anf  das  Tolnmen  dement  von  der  Seite  A  ist  =  F  p,  von  der  Seite 
B  =  F(p  — dp);  somit  der  DnterBchied  dieser  Er&fte  ==Fdp.  Diese 
Kraft  treibt  das  Gewicht  (2)  vorw&rts  and  da  diese  Kraft  während  des 
Weges  dx  als  konstant  angesehen  werden  kann,  so  wird  die  Bewegung 
gleichffirmig  beschleanigL 

Bezeichnet  man  die  entsprechende  Beschlennignng  mit  g',  die- 
jenige der  Schwere  mit  g,  so  hat  man 

weil  zwei  konstante  Er&fte,  welche  auf  eine  nnd  dieselbe  Hasse  (2) 
wirken,  Bescbleanigangen  hervorbringen,  die  den  Klüften  proportional 
sind. 

Setzt  man  den  hieraus  folgenden  Wert  von  g'  in  die  Differential- 
formel vdv  =  gds  an  die  Stelle  von  g  nnd  berücksichtigt,  dassdv 
nnd  dp  entgegengesetzte  Zeichen  haben,  so  erhiUt  man 

vdv s(l  +  at)     äp 

K  G  ■   p   ■ 

Die  Integration  dieser  Gleicbnng  gibt,  wenn  man  t  wILhrend  des  Vor- 
ganges als  konstant  voraussetzt 
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(3)  —  = ^ logp  +  C. 

Für  den  Anfang  der  Bewegung  ist  v  =  0  and  p  =  P;    setzt  man 
diese  Werte  in  (3),  so  kommt 

Zieht  man  diese  Gleichung  von  (3)  ab,  so  folgt 


2g  G  "  p 

Geht  hierin  p  in  P'  über,  so  wird  v  zn  V;  folglich  ist  die  gesuchte 
Geschwindigkeit 


=v 


2g-g-(l+«t)l0gp;. 


Bei  nameriscben  Rechnungen  ist  zq  setzen 

g  =  9,81  m  ;     s  =  10333  kg  per  1  qm;     a  =  0,00367; 

ferner  für  atmospbSrische  Loft  G  =  1,293  kg.  Um  den  natürlichen 
Logarithmas  za  erhalten,  wende  man  den  gemeinen  an  und  multipliziere 
ihn  mit  2,30258. 


X.    Aufgaben  Aber  meebanische  Arbeit. 

166.  BegriiT  toi  ■ecbaoischer  Arbeil.  Wenn  der  Angriffspunkt 
einer  Kraft  in  der  Richtung  der  Kraft  fortschreitet,  so  ist  die  Wir- 
kung, welche  die  Kraft  hervorbringt,  sowohl  proportional  der  Inten- 
sität der  Kraft,  als  auch  dem  von  ihr  zurückgelegten  Wege,  also  pro- 
portional dem  Produkt  aus  der  Intensität  und  dem  Wege.  Dieses 
Produkt  wird  die  Arbeit  der  Kraft  genannt. 

Wenn  ein  Gewicht  von  5  kg  auf  eine  Höhe  von  4  m  gehoben 
wird,  so  ist  die  erforderliche  Arbeit  5  x  4  =  20  Kilogramm-Meter. 

Wird  ein  Widerstand  von  10  Pfunden  längs  eines  Weges  von  5  Füssen 
überwunden,  so  ist  die  auf  diesen  Widerstand  verwendete  Arbeit 
10  X  6  =  50  Fuss-Pfunde. 

167.  EiBschlagen  eioes  Nagels  io  ebe  boMOgeoe  lasse.  Der  Wider- 
stand, welchen  der  Nagel  beim  Eindringen  findet,  bestehe  aus  zwei 
Teilen :  aus  dem  Widerstand,  welchen  die  Spitze  des  Nagels  verursacht, 
und  aus  einem  Teile,  welcher  von  der  Reibung  der  Oberfläche  des 
Nagels  an  der  Substanz  herrührt.  Nehmen  wir  den  erstem  Teil  kon- 
stant und  den  letztern  proportional  der  Tiefe  x  an,  bis  zu  welcher  der 
Nagel  schon  als  eingetrieben  angesehen  werden  kann,  so  ist  der  ge- 
samte Widerstand  =  a  -f-  h  x,  worin  a  und  b  konstante  Grössen  be- 
zeichnen. 
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Dringt  der  Nagel  am  den  Weg  d  x  ein,  so  kann  der  längs  des 
Weges  dx  wirkende  Widerstand  als  konstant  angesehen  werden.  Die 
Arbeit  för  diesen  Wegteil  ist  deshalb 

(a  +  b  x)  d  X. 

Wenn  L  die  Länge  des  Nagels  bezeichnet,  so  ist  die  gesamte 
Arbeit  zam  Einschlagen  des  Nagels 

(a  +  bx)dx  =  aLH r — . 


r 


168.  Arbeit,  im  Wasser  in  elier  koMMUBliiereiidfii  Eöhre  tu  fer- 
lehtebeB.  Die  Röhre  habe  zwei  vertikale,  gleich  weite  cylindrische 
Schenkel;  diese  seien  bis  anf  eine  gewisse  Höhe  mit  Wasser  gefallt, 
so  wird  das  Niveau  in  beiden  Schenkeln  gleich  hoch  stehen.  Man 
bringe  nan  in  den  einen  Schenkel  einen  luftdicht  anschliessenden  Kolben, 
ähnlich  dem  einer  Pampe  and  dräcke  den  Kolben  abwärts,  so  wird 
das  Wasser  in  der  Röhre  verschoben.  Man  soll  die  darauf  verwendete 
Arbeit  ermitteln.     Es  sei 

7  das  Gewicht  der  Kubikeinheit  Wasser, 

q  der  Querschnitt  der  Wassersäule  und 

X  der  Weg,  um  welche  der  Kolben  abwärts  geschoben  worden, 

so  ist  der  Höhenunterschied  der  Wasserspiegel  in  beiden  Schenkeln 
=  2x;  daher  drückt  auf  den  Kolben  eine  Wassersäule  von  der  Höhe  2x, 
also  dem  Volumen  2xq  und  dem  Gewicht  2xq/.  Das  ist  aber  auch 
der  Druck,  welchen  der  Kolben  gegen  das  Wasser  ausübt. 

Rockt  der  Kolben  vor  um  den  Weg  dx,  so  wird  dabei  eine  Ar- 
beit verrichtet  =  2xqY  -dx.  Somit  ist  die  Arbeit,  welche  der  Kolben 
verrichtet,  indem  er  am  x  sinkt 

/ix  />x 

2xq;'-dx  =  2yql     xdx  =  j'qx'X. 

Nun  ist  ^qx  das  Gewicht  Wasser,  welches  aus  dem  einen  Schenkel 
nach  dem  andern  verschoben  worden  und  x  die  Höhe,  um  welche  diese 
Wassermenge  im  andern  Schenkel  steigen  muss. 

Es  sei  der  erste  Schenkel  ein  Luftkasten,  wie  er  unter  Wasser 
bei  Gründungsarbeiten  angewendet  wird.  Man  denke  sich  den  Kolben 
ersetzt  durch  verdichtete  Luft,  welche  von  einem  Kompressor  her  in 
diesen  Kasten  getrieben  wird,  so  sinkt  das  Wasser  im  Kasten  und  ent- 
weicht in  das  den  Kasten  umgebende  Wasser.  Dieses  bildet  den 
zweiten  Schenkel  der  Röhre,  nur  mit  dem  Unterschied,  dass  das  Wasser 
im  zweiten  Schenkel  nicht  steigen  muss.  Daher  ist  der  Druck  des 
Kolbens  (der  Luft)  in  der  Tiere  x  nur  ==  ;^qx;  also  das  Arbeitselement 
==}^qxdx  und  die  gesuchte  Arbeit,  um  das  Wasser  aus  dem  Kasten 
zn  treiben 


yq 


Jxdx=  — -yqxx. 
0  2 


Geht  der  Wasserspiegel  im  Kasten   über   aus  einer  Tiefe  ho  in  h,   wo 
h  >  ho,  so  ist  die  auf  den  Vorgang  verwendete  Arbeit 


"»Üo 


Hiernach  wird  das  WaBBerTolamen  q  (h  —  ho)  niedergedräekt  durch 
eine  Wassersäale  vom  Qaerschoitt  q  und  der  mittleren  HObe  J  (h  +  ho). 

IM.   OcbertragiiK   ■echiiiicber  Arbeit    rfircli    4le  Hmbcl.     Der 

Drack  des  Kolbens  einer  Dampfmaschine,  einer  Pampe  etc.  wirkt  in 
der  Ricbtang  AC  (Fig.  54),  längs  welcher  sich  der  Kolben  hin-  nnd 
herbewegt.  Der  Drack,  den  somit  die  Schnbstange  CB  gegen  deo 
Zapfen  B  der  Kurbel  B  A  aasäbt,  ist,  in  der  Ricbtang  A  C  genommeo, 
gleich  dem  Kolbendrock.     Nao  sei: 

P  der  Kolbendruck,  längs  des  ganzen  Hubes  konstant  gedacht, 
r   der  Halbmesser  des  Karbeikreises  B  D,  und 
9>  der   Winkel  BAD,    welchen  die  Kurbel    mit   der  Richtung  AC 
bildet,  im  Bogeomass  ausgedräckt. 

Man  zerlege  die  Kraft  P,  wirkend  am  Korbelzapfen  B,  in  zweiSeiten- 
krftfte  B  n  =  P  sin  V  und  B  m  =  P  cos  9',  wovon  die  erstere  tangential  an 
den  Kurbel  kreis  aad 
Fig.  M.  die  letztere  gegen  die 

Kurbelwelle  A  wirkt. 
Die     letztere     Kraft 
wird  durch   den  Wi- 
derstand  der  Kurbel- 
welle       aafgehoben, 
wllbrend   die   erstere 
die     Kurbel     dreht, 
also  arbeitet. 
Wenn  y  "m  dv  zunimmt,  so  rflckt  der  Earbelzapfen    um  rdv 
vor.     Die  Kraft  Psiny    kann   wahrend   des    Wegelementes   rdy   als 
konstant  angesehen  werden   und  da  ihre  Richtung  mit  der  des  Weges 
Eusammenfftllt,   so   ist  die  Arbeit  der  Kraft  l&ngs  des  Weges  r  d  9>  = 

P  r  sin  y  d  y.  Da  nun  Jaia  V  d  y  =  -  cos  y  +  C,  so  ist  die  Arbeit 
der  tangentiellen  geitenkraft  wahrend  eines  Kolbenganges 


=  2Pr, 


also  gleich  dem  Produkt  aus  dem  Druck  anf  den  Kolben  in  den  Weg  2  r 
des  Kolbens.  Es  gebt  somit  durch  die  Knrbelbewegung  keine  Arbeit 
verloren,  abgesehen  von  den  vorkommenden  Reibungen. 

Der  mittlere  Druck  auf  den  Kurbelzspfen,  in  der  Richtnng  der 
Tangente  an  den  Kurbelkreis,  sei  P',  so  ist  seine  Arbeit  w&hrend  eines 
Kolbenganges,  also  längs  einer  halben  Peripherie  des  Knrbelkretses 
=  P'ryr.     Da  diese  Arbeit  =  2Pr  sein  muss,  so  folgt 

P'  =  —  P  =  0,63G  P. 

17t.  Arbeit,  welche  aif  die  Irebiig  elicr  recbtwlikehg»  riäche 
!■  tlttm  WtiiMM  TcrweidM  wer4ei  tun.     Der  Erfahrung   zufolge  ist 
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der  Widerstand,  welchen  Wasser,  Laft  etc.  der  Bewegung  entgegen- 
setzt, proportional  der  Fläche,  welche  normal  zur  Richtung  der  Be- 
wegung gegen  das  Medinm  stösst  and  sehr  nahe  proportional  dem 
Quadrat  der  Geschwindigkeit  der  Bewegung.     Es  seien 

a  die  Kante,  um  welche  sich  das  Rechteck  dreht, 
b  die  darauf  senkrechte  Kante  des  Rechteckes, 
V  die  Geschwindigkeit  der  Fläche  im  Abstand  b  von  der  Achse, 
p  der  Widerstand,  welchen  das  Medium  einer  Fläche  =  1  entgegen- 
setzt, wenn  sich  diese  mit  einer  Geschwindigkeit  =  1  bewegt. 

Man  lege  in  der  Rechtecksfläche,  in  den  Abständen  x  und  x  -f  d  x 
zwei  Grade  parallel  zur  Achse,  so  schliessen  dieselben  ein  Flächen- 
element =  adx  ein.  Die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  sich  dieses 
Flächenelement  dreht,  sei  u,  so  ist 

u:v  =  x:b,         u  =  -r-x. 

D 

Wurde  die  Fläche  a  d  x  sich  mit  der  Geschwindigkeit  =  1  bewegen, 
so  fände  sie  einen  Widerstand,  =padx;  folglich  ist  der  Widerstand 
dieses  Flächenelementes  bei  der  Geschwindigkeit  u: 

D  a  V 
(1)  p  a  d  X  •  u*  =  -^-Tö—  •  x^  d  X, 

b 

und  der  Widerstand  der  ganzen  Rechtecksfläche 

Dieser  Widerstand  ist  somit  nur  ^  von  jenem,  den  die  Fläche  bei 
fortschreitender  Bewegung  finden  würde. 

Der  Angriffspunkt  der  Kraft  (1)  ruckt  in  der  Zeiteinheit  um  den 
Weg  u,  in  der  Richtung  von  u,  vor;  folglich  ist  die  auf  das  Flächen- 
element a  d  X  verwendete  Arbeit 

D  a  V 
padx'U^  =       3    »x^dx 

und  die  Arbeit  für  die  ganze  Rechtsecksfläche 

(3)  -^j^x»dx  =  -Lpabv». 

Diese  Arbeit  ist  somit  der  dritten  Potenz  der  Rotationsgeschwin- 
digkeit proportional  und  gleich  Vi  der  Arbeit  pabv^,  welche  die 
Fläche  bei  fortschreitender  Bewegung  findet. 

Der  Widerstand  (2),  als  Kraft  gedacht  mit  einem  Angrifl^spunkt, 
der  um  xo  von  der  Achse  abstehe,  bewege  sich  mit  der  Geschwindig- 
keit uo,  so  ist  die  Arbeit,  welche  auf  diesen  Widerstand  verwendet  wird 

^  p  a  b  v^  •  uo  =  -J  p  a  v'  •  Xo. 

Diese  Arbeit  muss  aber  gleich  sein  dem  Werte  (3);  daher  folgt 

Xo  =  f  b, 

d.  h.  der  Mittelpunkt  des  Widerstandes  hat  einen  Abstand  von  der 
Achse  gleich  %  von  der  Breite  des  Rechteckes. 
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171.  Arbeit  in  hmflt%  bei  rlmn  ilipai*iH>Ma>cbiH.     Bei  dieser 
Maschioe    fällt    der    Dampr,    welcher   bei   jedem    Kolbeozage    in   den 
Dampfe;] Inder  tritt,    denselbeo    oicht  gans  ao,   SDodero   es   wird   die 
Kommnaikatioa  des  Cylioders  ood  der  DampfleitangB- 
Fig.  55.  löhre  Doterbrocheo,  nacbdem   der  Kolbea  eiaea  Weg 

A  B  =  Vi  )  Vs  -  ■  -  (Flg.  55)  des  ganzen  Hubes  h  darcb- 
laafen  hat.  Der  Dampf  wirkt  also  nar  wahrend  des 
Teiles  AB  =  a  der  HublSoge  mit  dem  anffinglichen 
koDstaoteD  Drucke  P,  dehnt  sieb  nachber  aas  nnd 
wirkt  wftbrend  dieser  Periode  der  Aasdehnang  mit 
einem  Drucke  auf  den  Kolben,  der  mit  der  Ans- 
dehnang  des  Dampfes  abnimmt.  Es  bezeichne  P' 
den  Dampfdrock  aaf  den  Kolben,  nachdem  dieser 
einen  Weg  BC  =  x  während  der  Periode  der  Expan- 
sion durchlaufen  bat,  so  sollen  mit  Rückiiicht  auf  die  Abnahme  des 
Druckes  zwei  Fälle  unterschieden  werden. 

a)  Druckabnahme  nach  dem  Mariotte'Bchen  Gesetz. 
Man  setze  voraus,  der  Dampf  dehne  sich  aus  wie  ein  permaoeutes  Gas, 
ohne  dabei  seine  Temperatur  zu  ändern,  so  nimmt  die  Spannung  in 
gleichem  VerhBltuis  ab,  wie  das  Volumen  zunimmt;  daher 

P'  _  Volumen  von  A  bis  B  ^      a 
~P~  ~  Volumen  von  A  bis  C  ~  a  +  x' 

(!)  P'  =  ^-uT^- 

Der  Kolben  bewege  sich  von  C  aus  um  den  unendlich  kleinen 
Weg  dx,  so  kauD  der  Dampfdruck  P'  während  dieses  Weges  als 
konstant  angesehen  werden.  Somit  ist  die  Arbeit  der  Kraft  P'  längs 
des  Weges  dxr 

und  die  Aibeil  während  der  ganzen  Periode  der  Expansion 

(3)  apf~'-^  =  aPlog-^. 

Ja      i  +  X  a 

Addiert  man  zu  dieser  Arbeit  noch  die  Arbeit  aP,  welche  der 
Dampf  längs  des  Weges  A  B,  also  vor  dem  Eintritt  der  Dumpfiib^iici- 
rong  verrichtet,  so  erhält  man  als  gesamte  Arbeit  wBbrend  eines 
Kolbenznges 

aP(^l  +  iog-^). 

Für  briggische  Logarithmen  ist  dieser  Ansdrnck 

apTl^- 2,3026  logbr-^\ 

b)  Druckabnahme  nach  dem  Poisson'schen  Gesetx.  In- 
dem der  Dampf  arbeitet,  verwandelt  sich  ein  Teil  der  Wärme,  welche 
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er  enth&lt,  in  Arbeit,  so  dass  seine  Temperatar  sinkt  and  ein  Teil 
Dampf  kondensiert  wird.  Der  noch  übrig  gebliebene  Dampf  hat  daher, 
nachdem  der  Kolben  einen  Weg  x  zarnckgelegt  hat,  eine  kleinere 
Spannung  als  nach  dem  Gesetze  (1).  Diese  Spannung  P'  ergibt  sich 
aas  der  Gleichnng 

("  ;-  -  (.Tri)'- 

wo  nach  Zeaner  fär  trockenen  Dampf  n  =  1,133  angenommen  werden 
kann.     Daher  wird  das  Arbeitselement  P'dx  unter  Benutzung  von  (4) 

P'  d  X  =  P  (—TT")"  <1  X  =  P  a°  (a  +  X)-  »  d  x. 

Das  Integral  hiervon  zwischen  den  Grenzen  0  und  h  —  a  ist 


r 


Pdx  =  -^-^[h^-»-a»-»]. 
0  1  —  n' 


Nun  ist  a"  =  a'a"~*;  daher  der  umgeformte  Ausdruck 

Nach  beiden  Resultaten  (3)  und  (5)  ist  die  gesuchte  Expansions- 
arbeit ein  Vielfaches  von  aP.  Bei  schwacher  Expansion  müssen  die 
Faktoren  von  a  P  sehr  nahe  übereinstimmen,  in  allen  Fällen  aber  wird 
der  Faktor  von  aP  in  (5)  kleiner  als  der  in  (3). 

Für  eine  Ausdehnung  von  1  auf  4  wird  z.  B.  —  =  4  und  da  für 

a 

trockenen  Dampf  n  =  1,133,  so  erhält  man  als  Faktor  von  aP: 
nach  (3)    .     .     .  2,3026  log  br.  4  =  2,3026  •  0,602 1  =  1,386, 

nach  (5)  ^j33Ll-(^^J       J  =  7,5188  •  0,1684  =  1,284. 

132.  Arbeit  iuh  XitaMMeidräeken  eiies  (laies.  Ein  Gef&ss  ent- 
halte Gas  vom  Volumen  v  und  dem  Drucke  p.  Dieses  Gas  werde  zu- 
sammengedruckt, so  dass  es  in  einem  gegebenen  Augenblicke  ein  Volu- 
men v'  und  einen  Druck  p'  besitze.  Welche  Arbeit  ist  auf  die  Zu- 
sammendröckung  zu  verwenden? 

Der  Einfachheit  wegen  denke  man  sich  das  Gas  eingeschlossen  in 
einem  Gylinder  vom  Querschnitt  q.  Dabei  entspreche  dem  Volumen  v 
die  Höhe  h  und,  durch  Vorschieben  des  Kolbens,  dem  Volumen  v'  eine 
Höhe  X,  so  wird  sein 

(1)  v'  =  qx. 

Die  Grössen  p  und  p'  denke  man  sich  als  Druck,  ausgeübt  auf 
die  Flächeneinheit,  so  wird  in  dem  Augenblick,  da  das  Volumen  des 
Gases  auf  v'  gesunken  ist,  der  Druck  des  Gases  auf  den  Kolben 
=  p'  q  sein. 

Nun  rücke  der  Kolben  um  d  x  vor,  d.  h.  es  gehe  x  in  x  —  d  x 
über,  so   wird  v'  zu  v'  —  d  v' ;    denn   bei  diesem    Vorgang  nehmen  x 
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und  v'  zugleich  ab.  Während  dieser  nnendlich  kleinen  Verschiebung 
kann  man  den  Druck  p'q  als  konstant  betrachten;  daher  dessen  Ar- 
beit =  p'q(—  d  x),  oder  weil  nach  (1)  d  v'  =  qd  x,  so  ist  das  Arbeits- 
element auch 

(2)  -p'dv'. 

a)  Bei  der  Zusammendrückung  finde  keine  Aenderung  der  Gas- 
temperatnr  statt,  so  gilt  über  die  Druckabnahme  das  Mariotte' sehe 
Gesetz,  wonach  man  hat 

(3) 


P 


Fährt  man  den  Wert  von  p'  aus  (3)  in  (2),  so  wird  das  Arbeitselement 

dv' 
—  p'  d  v'  ==  —  p  V  — ;— . 

v' 

Folglich    die  Arbeit   zum   Znsammendrücken    zwischen    dem   Anfangs- 
volumen V  und  dem  Bndvolumen  v',  da  pv  konstant  ist 

/d  v'  v'  V 

—^  =  -  p  vlog— -  ==  pv  log—. 

b)  Die  Arbeit,  welche  auf  die  Zusammendruckung  verwendet  wird, 
verwandle  sich  in  Wärme  und  erhöhe  die  Temperatur  des  Gases, 
so  gilt  über  die  Druckzunahme  folgendes  Gesetz  von  Poisson 

WO  der  Exponent  n  grösser   als  1    und  z.  B..  für  atmosphärische  Luft 
nach  Regnault  =  1,3945  ist. 

Fuhrt  man  den  Wert  von  p'  ans  (5)  in  das  Arbeitselement  (2) 
ein,  so  wird  dasselbe 

—  p'dv'=  —  pv"v'-°dv' 

und  die  gesuchte  Arbeit  zum  Zusammendrücken  des  Volumens  v  auf  v', 
da  p  und  v  konstant  sind 

-  Jp'  d  v'  =  J^  [vl-°  -  v'^-^. 
Nun  ist  aber  v°  =  v  v""*;  daher  geht  dieser  Ausdruck  rechts  über  in 


Die  Arbeit  nach  (6)  fällt  immer  grösser  aus  als  nach  (4);   es  ist 
also  immer 


(')     ^[(7^)--']>'--f- 


So  wird  z.  B.  für  v  =  2  v'  und  n  =  1,3945  die  linke  Seite  von  (7) 
=  0,797,  die  rechte  aber  nur  =  0,693. 


mt 


XL    Aufgaben  über  lebendige  Arbelt 

17S.  Arbeitggrosse,  welche  anf  elaea  Körper  Terwendet  werdea  miisgy 
■M  iha  a«  der  Rihe  in  lewegaag  n  versetieo.  Es  wirke  aaf  deo 
Körper  eine  stetige,  jedoch  beliebig  veräoderliche  Kraft  beschleanigend 
ein.  Nachdem  der  Körper  deo  Weg  x  zarückgelegt  hat,  sei  der  Wert 
dieser  Kraft  =  k,  die  Geschwindigkeit  des  Körpers  =  v  and  seine  Be- 
schleanigQDg  =  g^  Femer  sei  das  Gewicht  des  Körpers  =  P  nnd  die 
BeschiennigaDg  der  Schwere  =  g,  so  besteht  zwischen  deo  Krftfteo  und 
den  entsprechendeo  Beschleanigangeo  folgende  Proportion 

(1)  g':g  =  k:P;      k^yg'- 

Nun  lege  der  Körper  den  unendlich  kleinen  Weg  dx  zarfick,  so 
kann  angenommen  werden,  die  Kraft  k  bleibe  während  dieses  Weges 
konstant;  also  ist  die  auf  die  Beschleanignng  der  Masse  des  Körpers 
verwendete  Arbeit  =kdx.  Setzt  man  obigen  Wert  von  k  hier  ein, 
so  folgt 

P 

k  d  X  =  —  g'  d  X. 
g 

Allein  nach   der  Differentialformel  (3)  der  Bewegung,  §  153,  ist  g^dx 
=  vdv.     Dies  gibt 

kdx  =  — vdv. 
g 

Beginnt  die  Bewegung  von  der  Ruhe  ans,  so  erhält  man  die  Ar- 
beit der  Kraft  k  längs  des  Weges  x,  indem  man  integriert 


(2)        rkdx=-^r 


P         V« 

vdv  = 


0  g  Jo  g       2 

Pv* 
Diese  auf  die  Masse  des  Körpers  verwendete  Arbeit  — r —  nennt  man 

2g 

lebendige  Arbeit,  auch  wohl  lebendige  Kraft  des  Körpers. 

Da  das  Verhältnis  P :  g  konstant  bleibt,  in  welcher  Entfernung  das 

Gewicht  P  vom  Mittelpunkt  der  Erde  gedacht  wird,  so  wird  dasselbe 

als  Ausdruck  für  die  Masse  M  des  Körpers  angesehen.     Man  hat  daher 

(3)  M=  ^ 


g 

Fährt  man  diesen  Wert  von  M  in  (2),  so  folgt  als  Ausdruck  für 
die  lebendige  Arbeit 


P        V* 

(4)                                   ^  .^ 
^  ^                            •      g       2 

-^Mvi 

Ans  (3)  ergibt  sich  anch 

(6)                                       P. 

▲  atenheimer,  ElemenUrbach. 

=  Mg, 

11 
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d.  h.  das  Gewicht  eines  ROrpers  ist  gleich  seiner  Masse,  multipliziert 
mit  der  BeschleoDigang  des  freien  Falles. 

Fährt  man  endlich  den  Wert  von  M  aus  (3)  in  (1),  so  ergibt  sich 
(6)  k  =  Mg', 

d.  h.  die  Kraft,  welche  in  einem  gegebenen  Aogenbliclc  auf  einen  Kör- 
per einwirkt  und  dadurch  eine  Beschleunigung  g'  veranlasst,  ist  gleich 
dieser  Beschleunigung,  multipliziert  mit  der  Masse  des  Körpers. 

174.  ArbeitsgroBiei  welche  ein  Kdrper  im  sich  aufiiiMMt,  weia  er 
frei  herabfällt.  Es  sei  der  Halbmesser  der  Erde  =r,  die  Fallhöhe 
=  h ,  das  Gewicht  des  fallenden  Körpers  an  der  Erdoberfläche  =  q. 
Nachdem  der  Körper  durch  eine  Höhe  x  herabgefallen,  also  eine  Ent- 
fernung =  r4-h  — X  vom  Mittelpunkt  der  Erde  besitzt,  sei  sein  Ge- 
wicht =  q^;  folglich  hat  man  nach  dem  New  tonischen  Gesetze  der 
Gravitation 

11  ,  r« 


r«  •   (r  +  h-x)2   '       ^       ^  (r  +  h-x)^  ' 

Es  nehme  x  um  dx  zu,  so  kann  angenommen  werden,  es  bleibe  q' 
während  dieses  unendlich  kleinen  Weges  konstant;  folglich  ist  die  Ar- 
beit der  Kraft  q'  längs  des  Weges  dx 

q'dx  =  qr*-7 — j-r r«-. 

(r  +  h  —  x)^ 

Wird  diese  Gleichung  integriert,  so  erhält  man  die  Arbeit  der  Schwere 
während  einer  endlichen  Fallhöhe  x.  Dm  aber  integrieren  zu  können, 
setze  manr  +  h  —  x  =  y,  soistdx  =  —  dy  und  q'dx  =  —  qr*y~^dy; 
folglich 

und  die  gesuchte  Arbeit  für  den  Fallraum  h 

j;%'dx  =  qr«(-f-^)  =  qb(^). 

Wenn  der  Fallraum  klein  ist,  so  dass  h  gegen  r  vernachlässigt 
werden  kann,  so  geht  der  letzte  Ausdruck  in  das  Produkt  qh  aus 
Gewicht  in  Fallhöhe  über.  Ist  dagegen  r  gegen  h  klein,  wie  dies  z.  B. 
bei  Meteorsteinen,  welche  auf  die  Erde  fallen,  angenommen  werden 
kann,  so  wird  diese  Arbeit  ==  qr.  Diese  Arbeit  gibt  er  beim  Auf- 
schlagen auf  die  Erdoberfläche  an  die  Masse  der  Erde  ab.  Eine  grössere 
Arbeit  als  qr  kann  kein  Körper  durch  die  blosse  Wirkung  der  Schwere 
aufnehmen,  selbst  wenn  er  aus  einer  unendlich  grossen  Entfernung 
gegen  die  Erde  flele. 

Bemerkung.  Nehmen  wir  an,  die  Arbeit  qr,  welche  ein  Meteor- 
stein beim  Herabfallen  an  die  Erde  abgibt  (indem  von  jenem  Teil,  den 
die  Reibung  in  der  Atmosphäre  absorbiert,  abgesehen  wird),  verwandle 
sich  in  Wärme  und  es  produzieren  je  424  kgm  Arbeit  (mecha- 
nisches   Aequivalent    der    Wärme)    eine    Kalorie    Wärme,     so    ent- 
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wickeln  sieb  aas  diesem  Falle  qr:424  Kalorien.  Es  sei  q=l  kg 
und  r  =  6365000  m,  so  ist  die  Wärmemenge,  welches  jedes  Kilogramm 
des  herabfallenden  Meteors  beim  Aufschlagen  proda ziert,  gleich 

6365000:424  =  15012  Kalorien, 

d.  b.  soviel  Wärme,  dass  15012:79  =  190  kg  Eis  damit  geschmolzen 
werden  könnten.  Würde  die  Masse  des  Meteors  diese  Wärme  allein 
aufnehmen  und  seine  spezifische  Wärme  0,2  betragen  (durchschnittlicher 
Wert  der  spezifischen  Wärme  der  Steinmassen) ,  so  würde  die  Tempe- 
ratur derselben  werden 

15012:0,2  =  75060^0. 

Setzt  man  voraus,  die  Erde  sei  durch  Verdichtung  vieler,  kleiner, 
im  Weltraum  zerstreuter  Massen  entstanden,  so  lässt  sich  auf  diesem 
Wege  die  hohe  Temperatur,  in  welcher  die  Erdmasse  sich  nach  dem 
Ballungsakte  befunden  haben  muss,  erklären.  Die  betreffende  Aufgabe 
ist  in  §  360  behandelt. 

175.  Lebeidlige  Arbeit  eines  h^n^geieo  Cjüaderiy  der  sich  ua  seine 
Achse  drehl.  Es  sei  r  der  Halbmesser,  a  die  Länge,  v  die  Umfangs- 
geschwindigkeit und  m  die  Masse  der  Kubikeinheit  des  Cylinders.  Man 
lege  mit  den  Radien  x  und  x  +  dx  zwei  zur  Achse  konzentrische 
Cylinderflächen,  so  schliessen  diese  eine  Schicht  ein  von  der  Dicke  d  x, 
der  Länge  a  und  dem  Umfange  2x7r.  Das  Volumen  dieser  Schicht 
ist  daher  =27rxadx,  und  ihre  Masse  =27ramxdx.  Alle  Teile 
dieser  Schicht  haben  die  gleiche  Rotationsgeschwindigkeit,  die  wir 
mit  v^  bezeichnen  wollen.     Dadurch  wird 

v' :  V  =  X  :  r ;       v'  = . 


Nun  erhält  man  aber  die  Arbeit,  welche  auf  einen  Körper  ver- 
wendet werden  muss,  um  ihm  eine  gewisse  Geschwindigkeit  beizu- 
bringen, wenn  man  die  halbe  Masse  des  Körpers  mit  dem  Quadrat 
seiner  Geschwindigkeit  multipliziert  (§  173,  Formel  4).  Somit  ist  die 
auf  obige  Schicht  verwendete  Arbeit 


Tramxd  x 


v^x^ 
r» 


Tram  v 


Das  Integral  dieses  Ausdruckes  zwischen  den  Grenzen  x  =  0  und  x  =  r 
gibt  als  Arbeit,  welche  auf  den  ganzen  Cylinder  zu  verwenden  ist 

amv*  p'  1  1  M    a 

-* I    x'dx  =  -r-7ramr^  v^  =  — -M  v% 

r*       Jo  4  4 

worin  M  =  m  tt  r^  a  die  Masse  des  ganzen  Cylinders  bezeichnet.  Um 
diesem  Cylinder  eine  fortschreitende  Bewegung  mit  der  Geschwindig- 
keit v  zu  erteilen,  braucht  es  somit  zweimal  mehr  Arbeit  als  zur  Her- 
vorbringung der  Rotation. 

11%.  Arbeit,  welche  aif  die  trehaig  eiaer  heMtgeoen  Kagel  ■■ 
eiaei  ihrer  iarchMeiter  als  irehachse  m  verwendea  ist.     Es  sei  r  der 

Halbmesser,   v  die  Geschwindigkeit  des  Aequators  und  m  die   Masse 

11* 
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der  Kabikeinheit  der  Engel.  Man  lege  einen  ebenen  Schnitt  durch  die 
Kugel  längs  der  Achse  und  nehme  die  Drehachse  zur  Abscissenachae 
an ,  so  wird  die  Gleichung  dieses  Schnittkreises  sein  y^  =  r^  —  x^. 
Mit  den  Radien  y  und  y  +  d  y  beschreibe  man  zwei  zur  Achse  kon- 
zentrische Cy linderflächen  im  Innern  der  Kugel,  so  schliessen  sie  ein 
ROrperelement  ein  von  der  Dicke  dy  und  der  Länge  2x;  sein  Inhalt 
ist  daher  =27rydy-2x  und  seine  Masse  =47rmyxdy. 

Die  Geschwindigkeit  dieser  cylindrischen  Schicht  sei  v',  so  ist 


Multipliziert  man  obige  Masse  mit  v'^  und  dividiert  mit  2  (§  173), 
so  erhält  man  die  auf  jene  Schicht  verwendete  Arbeit  gleich 

2  7rmv*        »  , 
:^ xy'dy. 

Hierin  soll  nun  die  eine  Veränderliche  durch  die  andere  ersetzt  werden. 
Nun  ist  y*  =  r*  — x',  also,  indem  man  differentiiert,  ydy=  —  xdx; 
daher  xy*dy  =  —  (r*  —  x*)x*dx.  Mithin  das  vorstehende  Arbeits- 
element 

2  TT  m  V*     ,   «         .. 
^ (r>x«-x*)dx 

und  die  Arbeit  für  unbestimmte  Grenzen  von  x: 

2yrmv^  P/ 2   a        ^\a  27rmv*/r*x^       x*  \  1  n 

Dieses  Integral  verschwindet  für  x  =  r,  weil  der  Halbmesser  y 
der  cylindrischen  Schale  für  diesen  Wert  zu  Null  wird.  Folglich  muss 
das  vorstehende  Integral  von  x  =  r  bis  x  ==  0  genommen  werden,  um 
die  gesammte  lebendige  Arbeit  der  Kugel  zu  erhalten.     Dies  gibt 

•J^  •  ^  TT  r  *  m  •  v^  =  -J  M  V*, 

worin  M  =  ^7rr'm  die  Masse  der  Kugel  ausdruckt.  Da  die  leben- 
dige Arbeit  der  Kugel  beim  Fortschreiten  mit  der  Geschwindigkeit 
V  =  ^  M  v^,  so  ist  die  letztere  Arbeit  ^  mal  grösser  als  die  der  Rotation 
entsprechende. 

Die  Geschwindigkeit  der  fortschreitenden  Bewegung  der  Erde  ist 
circa  64  mal  grOsser  als  die  der  Rotation  unter  dem  Aequator.  Wäre 
nun  die  Dichtigkeit  der  Erdmasse  überall  die  gleiche,  so  würde  der 
Fortschreitnng  ^  x  64^  =  10240  mal  mehr  lebendige  Arbeit  entsprechen 
als  der  Rotation. 

177.  Lebeidige  Arbeit  eiaer  diinei  Kagelsehalei  die  sich  um  eiaei 
ihrer  iirchMesier  dreht.  Es  bezeichne  r  den  Radius,  e  die  sehr  kleine 
Dicke,  m  die  Masse  der  Eubikeinheit  und  v  die  Geschwindigkeit  des 
Aequators  der  Kugelschale.  Ein  Punkt  der  Kugelschale  liege  so,  dass 
der  Radius,  welcher  nach  ihm  führt,  den  Winkel  9  bilde  mit  der 
Drehachse,  so  wird  der  Abstand  des  Punktes  von  dieser  =r8in9> 
sein.     Man  lasse  g>  zunehmen  um  df',  so  rückt  obiger  Punkt  in  der 
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RichtoDg  eines  Meridians  vor  am  einen  Bogen  ^rd^'*  Dieser  Bogen 
drdie  sich  nm  die  Drehachse,  so  beschreibt  er  ein  Fl&chenelement  von 
der  L&nge  2  r  tt  sin  9^,  also  vom  Inhalt  r  d  SP  •  2  r  tt  sin  9>.  Diesem  ent- 
spricht ein  Volnmenelement,  das  erhalten  wird,  wenn  man  das  Flächen- 
element mit  e  multipliziert.  Daher  ist  die  Masse  des  Volnmenelemen- 
tes  =  rd  7*  2r7rsin9'«em. 

Die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  sich  die  Punkte  dieser  Masse 
bewegen,  ist  =vsin7;  daher  die  in  der  Masse  enthaltene  lebendige 
Arbeit 

(1)  r*  TT  e  m  V*  sin'y  d  <p. 

Wird  dieser  Ausdruck  integriert  von  9>  =  0  bis  9^  =  tt,  so  erh&lt  man 
die  lebendige  Arbeit  der  ganzen  Kugelschale.  Nun  ist  nach  §  80, 
Formel  (12) 


(2)  J''sinV(iy  =  y. 


Daher  die  lebendige  Arbeit  der  ganzen  Kugelschale  nach  (1)  und 
(2)  gleich 

(3)  i(4r2  7rem)v^ 

Allein  es  ist  der  Faktor  in  der  Klammer  die  Masse  M  der  ganzen 
Kugelschale  und  ^Mv'  die  lebendige  Arbeit  dieser  materiellen  Fl&che, 
wenn  alle  Masse  in  ihrem  Aequator  vereinigt  wäre.  Daher  beträgt 
die  Arbeit  (3)  gerade  f  von  ^Mv^ 

178.  Lebeidige  Arbeit  eiaer  i^gel,  die  sieh  ■■  t\mtm  ihrer  iareh- 
■esser  dreht  mmA  derei  •tchtigkeit  ? •■  Schickt  m  Schicht  sich  ändert. 

Das  Gesetz,  nach   welchem  die  Aenderung  der  Dichtigkeit  erfolge,  sei 

(1)  mi  =  mo  +  b  (r  —  x), 

worin  bezeichnen:  r  den  Halbmesser  der  Kugel,  x  einen  Teil  von  r  vom 
Mittelpunkt  aus  gezählt,  mo  und  mi  die  Masse  der  Kubikeinheit  in 
den  Abständen  r  und  x  vom  Kugelmittelpunkt  und  b  die  Grösse,  um 
welche  die  Masse  per  Längeneinheit  von  aussen  nach  innen  sich  ändert. 
Die  Grösse  b  ist  positiv,  wenn  die  Dichtigkeit  von  aussen  nach  innen 
zunimmt,  negativ  im  umgekehrten  Fall. 

Man  denke  sich  zwei  konzentrische  Kugelilächen  mit  den  Radien  x 
und  x-f  dx  gelegt,  so  schliessen  sie  eine  Kugelschale  ein,  auf  welche 
der  Ausdruck  (3)  des  vorigen  Paragraphen  angewendet  werden  kann, 

wenn  man  darin  setzt:   x  für  r,  dx  für  e,  mi  für  m  und  vf  —  jals 

Geschwindigkeit  am  Aequator  der  Kugelschale  vom  Halbmesser  x.  Da- 
her wird  die  lebendige  Arbeit  dieser  Kugelschale 

-|-(4x«7rdx)  [mo  +  b  (r  -  x)]  v»  ^. 
o  r 

unendlich  viele  solcher  Kugelschalen  setzen  aber  die  ganze  Kugel  zu- 
sammen; daher  wird  die  in  der  ganzen  Kugel  enthaltene  Arbeit 
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2 


(2)  ^  7i- /[(«»o  +  b r)  X*  -  bx»]  d X  =  -i^  r»  v«  (m«  +  ^). 

Fär  b  =  0  wird  die  Masse  der  Kugel  homogen  und  es  geht  dieser 
Wert  über  in  jenen,  welcher  in  §  176  gefanden  wnrde. 

Die  KogelflächeD  mit  den  Radien  x  nnd  x  4-  d  x  schliessen  ein 
Yolamenelement  ein,  dessen  Masse  ist 

4  X*  TT  dx  [mo  +  b  (r  —  x)]. 

Daher  wird  die  Masse  der  ganzen  Engel  sein 

(3)  47r  J[(mo  +  br)x2  -  bx»]dx  =  ^r»  (^mo  +  Y)- 

Diese  Masse  denke  man  sich  nun  in  einem  solchen  Abstand  y  von 
der  Achse,  dass  ihre  lebendige  Arbeit  gleich  der  in  (2)  sei,   so  wird 

ihre  Geschwindigkeit  =  ^  ( —  j   nnd  ihre  lebendige  Arbeit  gleich 

Setzt  man  die  Werte  von  (2)  und  (4)  einander  gleich,  so  folgt 

(5)  v2^2   mo+jbr    ^ 

^^^  >        ^  mo  +  ibr  '• 

Für  b  =  0  wird  y^  =  yr^  oder  y  =  0,63r,  d.  h.  die  lebendige 
Arbeit  einer  homogenen  Kugel  bleibt  dieselbe,  wenn  man  sich  ihre 
Masse  im  Abstände  0,63  r  vom  Mittelpunkt  der  Kugel  denkt. 

Für  X  =  0  gehe  die  Masse  mi  in  m  über,  es  sei  also  m  die  Masse 
der  Knbikeioheit  im  Mittelpunkt  der  Kugel,  so  geht  hierfür  (1)  über 
in  m  =  mo  +  b  r,  woraus  folgt 

m  — "  mo 
b  = . 

r 

Setzt  man  diesen  Wert  von  b  in  (3),  (2)  nnd  (5),  so  wird 
Masse  der  Kugel  ....  =  —  Trr'^Cm  +  3mo), 

ö 

2 

lebendige    Arbeit   derselben  =  —  tt  r^  (m  +  5  mo)  v^, 

,^  o        4    m  +  5  mo      « 

Wert  von ?   =  Tk  ^  T  o  ^     ■•'• 

15  m  +  o  mo 

Denkt  man  sich  die  Masse  der  Kugel  in  ihren  Aeqnator  verlegt,  also 
in  eine  Entfernung  r  von  der  Achse  gebracht,  so  steigt  ihre  lebendige 
Arbeit  im  Verhältnis  von 

(6)  '--T^TT^- 

4    m  -t~  o  mo 

Gesetzt  die  Dichtigkeit  der  Brde,  diese  als  Kugel  gedacht,  befolge  das 
Gesetz  (1)  nnd  es  seien 

mo  =  2,65  s     nnd     m  =  14,29  s, 
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wo  8  das  Verhältnis  zwischen  der  Masse  and  dem  spezifischen  Gewicht 
bezeichnet.     Hierfdr  wird 

Wert y*=  0,574  r, 

Verhältnis  (6)     .     .      =  1 : 3,02. 

179.  BindringeB  einer  Kanoaeiikiigel  !■  einea  Erdwall.  Beim  Bin- 
dringen hat  die  Kagel  die  Kohäsion  der  Erde  and  die  Reibang  der 
Oberflächen  za  überwinden,  sowie  den  aasweichenden  Erdteilen  Ge- 
schwindigkeit za  erteilen.  Die  beiden  ersten  Widerstände  können  als  kon- 
stant angesehen  werden,  der  letztere  wächst  mit  dem  Quadrat  der  Ge- 
schwindigkeit der  Kagel,  ähnlich  wie  der  Widerstand,  den  ein  Schiff 
im  Wasser  findet,  wenn  es  sich  bewegt     Nan  seien: 

p,  q  das  Gewicht  and  der  grösste  Qaerschnitt  der  Engel, 

vo  ihre  Anfangsgeschwindigkeit, 

▼  ihre  Geschwindigkeit,   nachdem   sie  bereits  um  eine  Tiefe  x  vor- 
.  gedrangen  ist  and 

t  die  auf  den  Weg  x  verwendete  Zeit. 

Man  denke  sich  zuerst  den  Qaerschnitt  der  Kugel  =  1,  so  wird 
der  Widerstand,  den  sie  bei  der  Geschwindigkeit  v  findet,  durch  den 
Ausdruck  a -|- b  v^  dargestellt  werden  kOnnen,  wo  a  und  b  konstante 
Grössen  bezeichnen.  Daher  der  Widerstand  für  eine  Kugel  mit  dem 
Querschnitt  q  gleich 

(1)  q  (a  +  b  V*). 

Nun  rucke  die  Kugel  um  den  Weg  dx  vor,  so  kann  angenommen 
werden,  es  bleibe  der  Widerstand  (1)  längs  dieses  Weges  konstant, 
daher  verbraucht  das  Erdreich  die  Arbeit  q(a -f  b  v^)dx. 

Einen  ebenso    grossen   Betrag   von  Arbeit  muss   aber  die  Kugel 

gleichzeitig  abgeben.     Da  ihre  lebendige  Arbeit  in  dem  Augenblick,  da 

p  v^ 
sie  die  Geschwindigkeit  v  besitzt,  nach  §  173  =  -^ —  ist,    so   nimmt 

2g 

diese  Arbeit  ab  um  d  f  ^ —  j  =  -—  v  d  v.   Durch  Gleichsetzen  folgt  daher 

-H-vdv=  — q(a  +  bv*)dx. 
g 

Das  negative  Zeichen  rechts  wird  nötig,  weil  v  in  v— dv  über- 
geht, wenn  x  zu  x  -f  d  x  wird.     Die  vorstehende  Gleichung  gibt 

p         vdv 


(2)  dx=- 


gq    a  +  bv 


2* 


Behufs  der  Integration  multipliziere  man  Zähler  and  Nenner  des 
zweiten  Braches  mit  2b,  so  dass  im  Zähler  vd(2bv)  statt  vdv  vor- 
kommt, so  wird  der  Zähler  gerade  das  Differential  des  Nenners ;  daher 
aas  (2)  durch  Integration 
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Für  V  =  vo  wird  x  =  0.     Diese  Werte  verwaodelD  (3)  in 

2bgq 
Folglich  durch  Sabtraktion  von  (3) 

fA\  P     I     a  +  bvo* 

Die  grösste  Tiefe,  za  welcher  die  Engel  vordringen  kann,   sei  X, 
so  geht  in  (4)  x  über  in  X  fär  v  =  0.     Daher 


(^>         ^ =2Ä^'^«  0+1-0- 


2bgq 

Die  Zeit  findet  sich  wie  folgt.  Man  denke  sich  die  Engel  imr 
Ranm  frei  schwebend  der  Wirkung  der  Eräfte  p  und  q(a-f  bv^)  aus- 
gesetzt, so  veranlassen  beide  Eräfte  gleichförmig  veränderte  Bewegungen. 
Dem  Gewichte  p  entspricht  die  Beschleunigung  g  =  9,81  m,  der  andern 
Eraft  entspreche  die  Beschleunigung  g',  so  findet  folgende  Proportion  statt 

(6)  p:q(a  +  bv2)  =  g:g'. 

dv 
Allein  es  ist  auch  nach  §  153  die  Grösse  g'  =  —rr-'  Setzt  man  diesen 

Wert  von  g'  in  (6),  so  folgt 


dt=--^. 


dv 


gq    a  +  bv^* 

Die   rechte   Seite  ist  hier   negativ   zu   nehmen,    weil  v  abnimmt, 
wenn  t  zunimmt.     Man  schreibe  noch,  um  Formel  (6),  §  78,  auf  die 
/  Integration  anwenden  zu  können: 


dt ^^= 


(■i/f) 


1  + 

80  erh&lt  man 


»n-i  . .,  (.^'  • 


t  = f7==-  Are  taug  v  l/—  +  C. 


gqKab 
Für  V  =  Vo  wird  t  =  0.    Diese  Werte  geben  daher 


0  = =r7=^=r  Are  tang  vo  l/—  +  C. 


P. 
gqKab 

Folglich  erhält  man  durch  Subtraktion  der  letzten  zwei  Gleichungen 


^^^   * = ^^  [^"  **"*^  '•  j/t  -  ^''  **"«  "i/y • 
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Dem  Wege  X  entspreche  die  Zeit  T.     Diese  wird  aas  (7)  erhalten, 
wenn  y  =  0  gesetzt  wird.     Daher 

(8)  T  = L.  Are  tang  vo  l/^. 

Bei  sandiger   Ackererde  und   fär  mittlere  Verhältnisse  kann  man, 
wenn  in  Metern  and  Kilogrammen  gerechnet  wird,  annehmen: 

a  =  400000  kg;     b  ==  40. 

Nun  sei  für  eine  gasseiserne  Kugel 

p  =  12kg;     q  =  0,017  qm;     vo  =  480  m, 

so  wird,  da  g  =  9,81  m  and  die  natürlichen  Logarithmen  erhalten  wer- 
den, wenn  man  die  briggischen  mit  2,303  maltipliziert: 

X  =  0,9  •  2,303  log  br.  (1  +  23,04)  =  2,87  m. 
T  =  0,018  Are  tang  4,8. 

Der  Bogen,  dessen   Tangente  =4,8  ist,  amfasst  78,279   Grade. 
Daher  ergibt  sich  seine  Länge  n  aas  der  Proportion: 

u :  TT  =  78,279  :  180;     u  =  1,3662. 

Mithin  wird 

T  =  0,018  •  1,3662  =  -^  Sekunde. 

Diese  Kogel  dringt  also  2,87  m  tief  in  die  Erde  ein  und  braucht 
dazu  V^o  Sekunde. 


Xn.    Aufgaben  aber  die  Quantität  der  Bewegung. 

189.  legrif  ▼•■  (toftntital  der  Beweging.  Es  sei  m  die  Masse 
und  V  die  Geschwindigkeit  eines  in  Bewegung  befindlichen  Körpers,  so 
nennt  man  Quantität  der  Bewegung  dieses  Körpers  das  Produkt  mv 
aus  Masse  und  Geschwindigkeit 

Statt  Quantität  der  Bewegung  sagt  man  häufig  Menge  der  Bewegung, 
Bewegungsmenge,  auch  Bewegungsmoment. 

Die  folgenden  Aufgaben  werden  die  Entstehung  und  Bedeutung 
dieses  Produktes  darlegen. 

ISl.  ierechiiig  der  (koantitat  der  lewegHig.  Auf  einen  Körper 
vom  Gewichte  P,  der  im  Räume  frei  schwebt,  wirke  eine  beliebig  ver- 
änderliche Kraft,  so  wird  er  eine  beschleunigte  Bewegung  annehmen. 
Nach  der  Zeit  t  sei  k  der  Wert  der  Kraft,  v  die  Geschwindigkeit  und  g' 
die  Beschleunigung  der  Bewegung,  so  gilt  für  diesen  Vorgang  die  in 
§  173  angegebene  Proportion 

(1)  g':g  =  k:P;     k  =  -?-g'. 

Nun  nehme  t  um  dt  zu,  so  wird  auch  v  um  dv  wachsen;  daher  wird 
nach  Gleichung  (2)  auf  S.  134  sein 
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dv 


(2)  g'  = 


dt  • 

Eliminiert  man  g'  aas  (1)  und  (2)  and  ersetzt  P  nach  Gleichang  (5)  auf 
S.  161  darch  mg,  so  folgt 

(3)  kdt  =  mdv 

and  darch  Integration,  da  m  als  konstant  anzusehen  ist 


(4)  I    kdt  =  mv  — mvo. 


worin  vo  die  Anfangsgeschwindigkeit,  d.  h.  die  Geschwindigkeit  fär 
t  =  0  bezeichnet. 

In  dieser  Gleichang  ist  m  v  die  Qaantitftt  der  Bewegung  des  Körpers 
am  Bnde  and  mvo  diejenige  am  Anfang  der  Zeit  t;  daher  das  Resultat 
der  Integration  die  Zunahme  der  Quantität  der  Bewegung  während  der 
Zeit  t. 

Wenn  vo  =  0,  so  reduziert  sich  das  Integral  auf  m  v. 

Ist  die  Kraft  k  konstant,  so  kann  auch  die  linke  Seite  in  (4) 
integriert  werden.     Man  erhält  für  yo  =  0: 

(5)  kt  =  mv, 

d.  h.  die  Kraft,  multipliziert  mit  der  Dauer  ihrer  Einwirkung,  ist  gleich 
der  Quantität  der  Bewegung  des  Körpers. 

I.  Wird  hiernach  z.  B.  eine  Lokomotive  auf  horizontaler  Bahn 
durch  eine  konstante  Kraft  angetrieben;  ist  das  Gewicht  der  Lokomotive 
30000  kg  und  die  Geschwindigkeit  10  m  nach  30  Sekunden,  so  wird 
nach  (5) 

k-30  =  -^-10;     k  =  1019kg, 

d.  h.  es  muss  die  Kraft,  welche  der  Lokomotive  die  Bewegung  erteilt, 
1019  kg  betragen.  Dabei  ist  der  Teil  der  Kraft,  welcher  die  Wider- 
stände der  Lokomotive  überwindet,  nicht  inbegriffen. 

Sollte  die  Geschwindigkeit  von  10  m  in  kürzerer  Zeit,  z.  B.  in 
10  Sekunden,  erreicht  werden,  so  mdsste  auch  die  Kraft  k  das  drei- 
fache des  obigen  Wertes  haben. 

II.  Während  eine  Kanone  abgeschossen  wird,  macht  sich  der  Druck 
des  Pulvergases  in  jedem  Augenblick  vorwärts  auf  das  Geschoss  und 
rückwärts  auf  das  Geschütz  gleichstark  geltend.  Kann  das  Geschütz 
sich  frei  bewegen,  so  nehmen  beide  Körper  Bewegungen  an  und  zwar 
so,  dass  in  demselben  Moment  beide  Körper  gleich  grosse  Quantitäten 
der  Bewegung  haben.  Denn  es  ist  für  beide  das  Produkt  kt  in  (5) 
dasselbe,  also  ist  dies  auch  mit  mv  der  Fall. 

Es  gelte  MV  für  das  Geschütz,  mv  für  das  Geschoss  in  dem 
Augenblick,  da  dasselbe  abfliegt,  so  wird 

MV  =  mv. 

Nimmt  man  hier  v  =  600  m  und  das  Verhältnis  m:M=  1:200,  so 
wird  V  s=  3  m,  d.  h.  das  Geschütz  beginnt  seinen  Rücklauf  mit  3  m 
Geschwindigkeit. 


—     171     — 

18S.  KnsaMMenkaag  iwltchf»  der  tknaatitat  der  Beweguag  mui  der 
lebeidige«  Arbeit.  Bs  sei  L  die  lebeodige  Arbeit,  welche  obige  Kraft  k 
dem  Körper  in  der  Zeit  t  erteilt  nnd  Q  die  gleichzeitig  erzeugte  Qaantit&t 
der  Bewegang,  so  ist 

L  =  ^inv*    nnd     Q  =  inv; 

folglich  darch  EliminatioD  von  m  die  Relation 

Nan  ist  L  Arbeit,  also  ist  es  auch  vQ.  Allein  v  bezeichnet  einen 
Weg;  daher  wird  Q  eine  Kraft  sein. 

Die  Quantität  der  Bewegung  muss  also  als  Kraft  aufgefasst  wer- 
den, ebenso  angesammelt  in  der  Masse  des  Körpers  wie  die  lebendige 
Arbeit. 

In  der  oben  erwähnten  Lokomotive  ist  angesammelt: 

30000 
Quantität  der  Bewegung  m  v  =  —^^r-  •  10  =  30570  kg. 

9,ol 

Lebendige  Arbeit .     i-  m  v «  =  -i  •  ^^^  •  10»  =  1 62860  mkg. 

2  2        9,ol 

18S.  ^«aalll&t  der  iewegiag,  eatlialteB  ii  einer  prisaatlsckei 
Steige,  die  sich  bm  eiie  Aclise  dreht.  Die  Achse  A,  Fig.  56,  durch- 
schneide die  Längenrichtung  der  Stange  senkrecht.  Es  sei  A  D  ^  a 
die  Länge  und  F  der  Querschnitt  der  Stange,  m  die  Masse  der  Kubik- 
einheit  des  homogenen  Materials  und  t  die  Geschwindigkeit  am  freien 
Ende  der  Stange. 

Man  lege  in  den  Entfernungen  x  und  x  ^-  d  x  von  der  Achse  Quer- 
schnitte durch  die  Stange,  so  schliessen  diese  ein  Volumen  Fdx  ein, 
dessen  Masse  =mFdx  ist.  Dieses  Teilchen  bewege  sich  mit  der  Ge- 
schwindigkeit v',  so  wird 

X  Fig.  56. 

v' :  V  =  x :  a ;     v'  =  v      • 

a 

Daher  die  Quantität  der  Bewegung  dieses  Teilchens  m  F  d  x  •  v' 
oder 

mFv     ^    . 

xdx 

a 

und  die  Summe  der  Quantitäten  der  Bewegung  für  unbestimmte 
Grenzen 

mFvp^         mFvx*^ 

und  für  die  Länge  AD 

mFvP»     .         mFv    a^ 


JI"'''= 


a     Jo  a        2 

Nnn  ist  mFa  =  M  die  Masse  der  Stange;  daher  die  gesuchte  Quantität 
der  Bewegung 
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sIbo  die  H&lfte  vod  jeoer  Quuitjtit  der  Bewegung,  welche  die  Stange 
bei  fortschreitender  Bewegung  erhSIt. 

Dehnt  sich  die  Stange  nar  Aber  den  Teil  B  D  =  a  aos  and  ist 
Abstand  AB  =  a',  so  wird  die  Qaantitkt  der  Bewegung 

wo  wieder  H  =  D]Pa  ist. 

184.  tuiUlät  in  lewcgMS  eiier  h««*B*iei  Iig«l»  He  sich  ■■ 
eiiei  Ihrer  larchMeiier  dreht.  Es  sei  r  der  Halbmesser  der  Eagel, 
m  die  Masse  ihrer  Enbikeinheit  and  t  die  Geschwindigkeit  ihre« 
AeqaatorB. 

Die  GleichoDg  eines  grOssten  Kreises  (Fig.  57),  welcher  durch  die 
Drehachse  geht,  ist 

(1)  ,«-r'-x». 

Fig.  57.  I]qq  soll  die  QoaDtitftt  der  Bewegang  eines  VolameD- 
teiichens  bestimmt  werden,  dnrch  deren  Integration 
die  gesuchte  Qaantitftt  erhalten  wird.  Za  diesem  Be- 
hnfe  lege  man  zwei  Cylinderflächen  dnrch  die  Engel, 
parallel  znr  Drehachse  nnd  zwar  mit  den  Radien  y 
nnd  y  +  d  y,  lo  achliessen  diese  Fl&chen  eine  Schicht 
ein  mit  dem  innem  Radius  y,  der  Wanddicke  dy 
nnd  der  Lftnge  2x,  also  dem  Volumen  2rrydy3s; 
daher  die  Hasse  dieses  onendlich  kleinen  Teildiens 


Ihre  Geschwindigkeit  sei  i 


Tydy- 2i-m. 

BO  wird  v':  V  =  y  :r; 


UnUipliiiert  man  diesen  Wert  von  < 
als  Qaantit&t  der  Bewegang  eines  c 


mit  der  Masse  (2),  so  erh&lt  man 
[endlich  kleinen  Teilchens 


(3) 


ijU,. 


Dm  diesen  Ausdruck  integrieren  zu  kOnnen,  darf  nur  eine  der  Va- 
riabein X,  y  darin  vorkommen.  Man  erreicht  dies,  indem  man  ans 
(1)  und  (3)  eine  der  Variabein  eliminiert.     Die  Elimination  von  x  gibt 

(4)  — y'Kr'-y»dy 

nnd  diejenige  von  y 

/=\  47rmv    ,1/— 1 5. 

Die  Integration  einer  dieser  zwei  Ausdrücke  besteht  Dan  in  der 
Summiemng  aller  Elemente ,  welche  in  (3)  enthalten  sind.  Dabei 
muss  (4)  genommen  werden  von  y  =  0  bis  y  =  r  nnd  {&)  von  z  s:  r 
bis  X  =  0. 
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Beide  DifFerentiale  (4)  and  (5)   können   integriert    werden    nach 
§  82,  Formel  (6).     Man  erhält  fnr  n  =  3 : 

somit  nater  Beontzang  von  Formel  (4),  §  82 
nnd  ffir  die  oben  angegebenen  Grenzen 


Daher  die  Quantität  der  Bewegung  als  Integral  von  (4) 
(6)  ^7rr*mv7r. 

Dieses  Produkt  lässt  sich  zerlegen  in  die  Faktoren 

_r»n:m     und     -j^. 

Der  erste  dieser  Faktoren  ist  die  Masse  M  der  Kugel;  daher  die  ge- 
suchte Quantität  der  Bewegung  nach  (6) 

37r 


16 


Mv. 


37r 
Folglich   beträgt  diese  von  jener   Quantität,    welche    die   Kugel 

lo 

beim  Fortschreiten  besitzt. 

ISS.  Bnick  beiM  Aiprall  eines  lörpers  gegen  eine  Wand.  EOrper 
und  Wand  seien  elastisch.  Der  Körper  mit  der  Masse  m  treffe  die 
Wand  in  normaler  Richtung  mit  einer  Geschwindigkeit  v,  so  wird 
diese  durch  den  Widerstand  der  Wand  auf  Null  reduziert  und  hierauf 
bei  Wiederherstellung  der  Form  der  Wand  in  —  v  verwandelt. 

Der  Stoss  dauere  t  Sekunden.  In  einem  bestimmten  Augenblick 
sei  der  Druck  des  Körpers  auf  die  Wand  =  k,  so  gilt  für  den  unend- 
lich kleinen  Zeitteil  dt  die  Gleichung  (3)  auf  S.  170. 

Bei  Integration  derselben  bezeichne  man  den  mittleren  Wert 
von  k  mit  k'  und  da  die  Geschwindigkeit  zwischen  den  Grenzen  —  v 
und  +  ^  zu  nehmen  ist,  so  erhält  man 


"■r: 


m  d  V  ==  2  m  V. 


Der  mittlere  Druck,  multipliziert  mit  der  Dauer  des  Stosses,  ist  hier- 
nach gleich  der  doppelten  Quantität  der  Bewegung  des  Körpers. 
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XIII.    Bestimmang  von  Träglieitsniomenten. 

186.  Amdriick  for  das  Traghehsn^Ment.  Es  drehe  sich  ein  Körper 
um  eine  feste  Achse.  Mao  bezeichne  die  Massen  zweier  Teile  des 
Körpers  mit  m,  m',  ihre  Abstände  von  der  Achse  mit  r,  r^  and  ihre 
Geschwindigkeiten  mit  v,  v'.  Soli  auf  beide  Massen  die  gleiche  Arbeit 
verwendet  werden,  so  muss  sein  (§  173,  Formel  4) 

m  V*  =  m'  v'*. 

Da  aber  v :  v'  =  r :  r^  so  gibt  die  vorstehende  Gleichnng  auch 

m  r^  =  m'  r'*. 

Diese  beiden  Massenteile,  welche  bei  gemeinschaftlicher  Rotation 
um  dieselbe  Achse  gleichen  Arbeitsaufwand  erfordern,  üben  anch  den 
gleichen  Einflass  auf  die  Rotation  aus.  Die  Bedingung  eines  solchen 
gleichen  Einflnsses  ist  in  der  letzten  Formel  unabhängig  von  der  Ge- 
schwindigkeit der  Drehung  ausgedruckt. 

Das  Produkt  mr^  aus  einer  Masse  in  das  Quadrat  ihrer  Entfer- 
nung von  der  Drehachse  wird  das  Trägheitsmoment  dieser  Masse 
genannt.  Wenn  somit  zwei  Massen  gleiche  Trägheitsmomente  haben, 
so  ist  ihre  Wirkung  auf  die  Drehung  gleich  gross. 

Teilt  man  eine  Masse  in  die  Massenelemente  m,  m^  m'', . . ,  deren 
Entfernungen  von  der  Drehachse  beziehungsweise  r,  r',  r'^  . .  sein  mögen, 
so  ist  das  Trägheitsmoment  der  gesammten  Masse 

(1)  mr*  +  m'r'«  +  m"r"*  +  ..  =  2mr^ 

Der  Ausdruck  (1)  für  das  Trägheitsmoment  eines  Körpers  ver- 
einfacht sich,  wenn  dessen  Dichtigkeit  gleichförmig  ist  Für  diesen 
Fall  seien  n  die  Masse  der  Volumeneinheit  und  u,  u',  u'', . .  die  sehr 
kleinen  Raumteile  desselben ,  so  sind  n  u,  n  u', . .  die  Massen  dieser 
Teile.  Setzt  man  diese  für  m,  m', . .  in  (1)  und  dividiert  mit  dem 
konstanten  Faktor  n,  so  erhält  man 

(2)  u  r^  +  u'  r'2  +  u"  r"»  +  . .  =  2  u  r^ 

Hierin  können  die  Grössen  n,  u^ . .  anch  als  Teile  einer  Fläche 
oder  Linie  angesehen  werden,  ähnlich  wie  in  §  134  bei  Bestimmang 
von  Schwerpunkten. 

Auch  im  Ausdrucke  (2)  nennt  man  die  Produkte  u  r^,  u'  r'^ . . .  die 
lt«it  ^  Trägheitsmomente  der  Teile  *?»>8.', . .  und  ihre  Summe  das  Trägheits- 
moment des  Ganzen. 

Das  Sammenzeichen  2   geht  in  das  Integralzeichen  |    über,  wenn 

mr^  das  Differential  des  Trägheitsmomentes  der  Masse  oder  ur^  das- 
jenige des  Volumens,  der  Fläche  oder  der  Linie  ist. 

Man  kann  sich  die  ganze  Masse  eines  Körpers  in  einem  Punkte 
konzentriert  denken,  in  einer  solchen  Entfernung  z  von  der  Drehachse, 
dass  das  Trägheitsmoment  der  Masse  dadurch  unverändert  bleibt. 
Dieser  Punkt  in  der  Entfernung  z  von  der  Achse  heisst  Mittelpunkt 
der  Trägheit. 


M 
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187.  TrigheltsMCMeRl  eiier  ■ateriellH  |cn4ei  Ltvte.  Erster 
Fall  Eine  Gerade  B  D  (Pig.  bß  S.  171)  drebe  sich  am  eine  Achse  A, 
welche  die  Gerade  senkrecht  schoeidet.  Die  Masse  der  Geraden  per 
L&Dgeaeiaheit  sei  ~  m.  Znischeo  den  Abständen  x  und  x-^dx  auf 
<ier  Geraden,  Ton  der  Achse  ans  gemessen,  liegt  das  LiDieoelemeat  d  i, 
dessen  iHasie  ='m*d[x  ist;  folglich  ist  das  Trägheitsmoment  dieses 
Elementes  =mx*drx. 

Hat  die  Gerade,  von  der  Achse  an  beginnend,  eine  Länge  A  D  =  a, 
so  ist  mithin  ihr  Trägheitsmoment 


ml     x'dx  =  -^ma'. 
Ja  3 


Der  Mittelpunkt  der  Trägheit  der  Masse  ma  der  ganzen  Linie  habe 
den  Abstand  z  von  der  Achse,  so  ist  das  Trägheitsmoment  der  Linie 
mai^.     Polglich  ergibt  sich  dnrch  Gleichsetznng  beider  Momente 


Reicht  die  Gerade  BD  nicht  bis   znr  Achse  A,    and   setzt  man 
A  D  =  a  aad  A  B  ^  a',  so  ist  das  Trägheitsmoment  von  B  D 


»£' 


-^m(a»-a**). 


Da  das  Trägheitsmoment  der  ganzen  Linie   aach  ^^m^a  — a']z'i 
so  erhält  man  dorch  Gleichsetzang  beider  Momeote 
i>  =  i(a>  +  aa'  +  a"). 

Zweiter  Pall.  Die  Gerade  BD  (Pig.  58)  drehe  sich  am  die 
Achse  E,  welche  senkrecht  aaf  der  Geraden  steht.  Der  Abstand  A  E 
der  Geraden  von  der  Achse  sei  =  b,  der  Abstand  A  C  aaf  der  Ge- 
raden =  X.  Da  du  HaBsenelement  der  Geraden  =  m  d  x  and  sein 
Abstand  0  E  von  der  Achse  =  Vb*  +  s',  so  ist  das  Trägheitsmoment 
des  Teilchens  =  m  (b*  +  x')  d  x.  Polglidi  das  Trägheits- 
moment der  Geraden  fOr  eine  unbestimmte  Länge  p,     ^q 

mJdx(b»  +  x»)=m(b>x  +  ^)  +  C. 

Wenn  A  B  =  a',  A  D  =  a,  so  ist  das  Trägheitsmoment 
von  BD 

m  J'd  X  (b"  +  X*)  =  mb'  (a  -  a')  +  -f-  («*  -  a")- 
Das  Trägheitsmoment  von  B  D  ist  aber  aach  m  (a  —  a')  z';  folglich 
z»  =  b»  +  i(a*  +  aa'-)-a'»). 

188.  Trighritsa««ekt  eiies  Reehtecki,  iu  sich  ■■  eiic  lelicr 
SeltcB  dreht.  Die  Dimension  des  Rechtecks  längs  der  Achse  sei  b, 
die  darauf  senkrechte  a.  Man  lege  durch  die  Fläche,  parallel  znr 
Achse,   zwei  Gerade  in   den  Abständen  x  und  x-j-dx,   so   schliesaen 
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sie  ein  Flächenelement  eio  =  b  d  x,  das  an  die  Stelle  der  Masse  tritt, 
dessen  Trägheitsmoment  mithin  =  b  x^  d  x  ist.  Daher  wird  das  TrSg- 
heitsmoment  des  ganzen  Rechteckes  sein 


X 


a  ^2 

bx^d  X  =  ab«    - 
0  ^ 


Man  kann  sich  auch  denken,  in  dieser  Aufgabe  sei  die  Masse  der 
Flächeneinheit  =  1  angenommen,  wie  anch  in  der  folgenden. 

189.   Trap(heit8a«MeBt  eiies  ireises,  der   sich    ■■   eliei    seiner 

Inrchnesser   dreht.     Die    Gleichung    des  Kreises    für    rechtwinkelige 

Achsen,    welche    durch    den    Mittelpunkt  desselben    gehen    (Fig.   57 
S.  172),  ist 

(1)  y«  +  X»  =  r^ 

Man  lege  in  den  Abständen  y  und  y  +  d  y  zwei  Gerade  durch  den 
Kreis,  parallel  zur  Achse,  so  schliessen  sie  mit  dem  Kreise  ein  Flächen- 
element ein  von  der  Länge  2  x  und  der  Breite  d  y,  also  vom  Inhalt  2  x  d  y. 
Das  Trägheitsmoment  desselben  ist  daher  =  2  x  d  y  •  y^. 

um  diesen  Ausdruck  integrieren  zu  können,  muss  darin  eine  der 
Variabein  x,  y  durch  die  andere  ausgedrückt  werden.  Man  erhält  mit 
Hilfe  von  (1) 

(2)  2  X  d  y .  y^  =  2  y2  V  r^  —  y^  •  d  y. 


Hier  ist  also  dasselbe  Differential  y^Kr*  — y*dy  wie  auf  S.  172, 
Ausdruck  (4),  zu  integrieren,  und  zwar,  um  das  Trägheitsmoment  für 
die  eine  Hälfte  der  Kreisfläche  zu  erhalten,  zwischen  y  =  0  bis  y  =  r. 
Dies  gibt  wie  dort 


j: 


r*     n 


y»  VTfz:^  d  y  = -^-    ^ 


Dieser  Ausdruck  muss  wegen  des  Faktors  2  in  (2)  verdoppelt 
werden,  um  das  Trägheitsmoment  für  die  eine  Hälfte  der  Kreisfläche 
zu  erhalten;  für  die  andere  ist  das  Moment  aber  ebenso  gross.  Daher 
das  gesuchte  Trägheitsmoment  für  die  ganze  Fläche 


r*       TT       .  TT 


• 


4  =  ^  dS 
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wenn  d  den  Durchmesser  des  Kreises  bezeichnet. 

Man  hätte  auch  das  unbestimmte  Integral  nehmen  kOnnen  zwischen 
y  =  —  r  bis  y  = -f  r,  um  sofort  das  Trägheitsmoment  der  ganzen 
Fläche  zu  erhalten. 

IM.  TrägheitsatMeit  elies  reehtwlBkeligen  Parailelepipeds,  das 
sich  OB  eine  seiner  Kanten  dreht.  Die  drei  Kanten  des  Körpers  seien 
a,  b,  c,  die  Masse  der  Kubikeinheit  =  m.  Die  Drehung  erfolge  um  die 
Längenkante  a.  Man  lege  in  der  Grundfläche  des  Prismas,  von  dem 
Bndpunkte  A  (Fig.  59)  der  Drehachse  aus,  zwei  rechtwinkelige  Achsen 
Ax,  Ay;  ziehe  in  den  Abständen  x  und  x  +  dx  Parallelen  mn,  m'n' 
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■0  Ay  and  in  den  Abstinden  y  und  y  +  dy  Pa- 
rallelen p  q,  p'  q'  zu  A  s,  so  schliessen  diese  vier 
Linien  ein  Pl&cJieuelement  =d]tdy  ein,  daa  als 
GrundflScbe  eines  Prismas  angesehen  werden  l<ann  mit 
der  Hohe  a.  Das  Volumen  dieses  Prismas  ist  a  d  x  d  y, 
sein  Abstand  von  der  Drebacbse  =  V^*  +  y'.  also 
sein  Trägheitsmoment  =  madxdy  (x*4- y'). 

Lässt  man  in  diesem  Aasdrncke  vorerst  y  kon- 
stant Qod  integriert  in  Hinsicht  x  von  x  "=  0  bis  s  =  b. 
■0  erhält  man  das  Trägbeitsmoment  der  EOrperscbicbt 
pp'q'q  gleich 


J*  d  >  (x»  +  y»)  =  m ad y  (--■  +  b y»). 


Lässt  man  sodann  in  diesem  AQBdrncke  rechts  die  GrOsse  y  von 
y  IS  0  bis  y  =  c  sich  ändern,  so  beschreibt  das  ROrperelement  p  p'  q'  •! 
das  ganze  Volnmen  des  Prismas.  Integriert  man  daher  jenes  Diffe- 
rential zwischen  y  =  0  nnd  y  =  c,  so  erhält  mau  das  gesnchte  Träg- 
heitsmoment dea  ganzen  EOrpers  gleich 

"  */' '' '  (t  + '' ^0  ^  T  *  "* "  ^''' +  "'^■ 

Das  Trägheitsmoment  des  KOrpers  ist  aber  anch  ^-mabcz*;  folglich 

«'--|-(b'  +  c>). 

Itl.  TiigheitaaaMeKt  elaei  geradn  irelsejitiden ,  der  sich  ■■ 
sein«  geaaetriicke  Aekse  drekt.  Bs  sei  r  der  Halbmesser,  h  die  Länge 
nnd  m  die  Hasse  der  Enbikeinheit  des  Cylinders.  Hau  lege  zwei 
cylindrische  Flächen  mit  den  Radien  x  nnd  x  -f-  d  x,  konzentrisch  zur 
Acbae,  bo  schliessen  diese  Flächen  ein  Volnmen  =  Srrxdxh  nnd  eine 
Hasse  —  271h mxdz  ein.  Polglich  ist  das  Trägheitsmoment  dieser 
Haase  mit  Rflcksicht  aaf  die  Drehachse  =2n'bmx*dx  nnd  das  Träg- 
beitsmoment dea  ganzen  Gylinders 


""■"Jö 


x*dx  =  -^Ähmr*. 


Das  Trägbeitsmoment  des  Gylinders  ist  aber  anch  =  mnrr'bz^;  folg- 
lieb wird  aein 

z  =  ^r?^  =  0.707  r. 

Vi 

FSr  einen  boblen  Cylinder,   dessen  Radien  r  nnd  r'  sind,  ist  das 
Trägheitsmoment 


2Jthm  r  X 


r{r*  +  0- 
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192.  TragheitsM«Meil  eines  gertdlei  Kreltkegels^  4er  siek  «■  »eine 
geevetrische  Achse  dreht.  Der  Radios  der  Grundfläche  sei  r,  die  Höhe 
des  Kegels  h  and  die  Masse  der  Kubikeinheit  m.  In  den  Abständen  x 
nnd  X  -f  d  X  von  der  Kegelspitze  lege  man  zwei  Schnitte  durch  den 
Körper  normal  zur  Achse.  Der  Halbmesser  des  erstem  Schnittes  sei  y, 
so  kann  der  zwischen  beiden  liegende  Körper  als  Cylinder  angesehen 
werden  von  der  Grundfläche  y^rt  und  der  Länge  dx;  sein  Trägheits- 
moment ist  deshalb,  zufolge  der  letzten  Aufgabe,  gleich 

|.  TT  m  y*  d  X. 
Nun  geben  aber  ähnliche  Dreiecke  die  Relation 

y:r  =  x:h,       y  =  -^i. 

Hierdurch  wird  das  vorstehende  Differential 

1  r* 

-— -  TT  m  -TT  X*  d  X. 

2  h* 

Folglich  das  Trägheitsmoment  f&r  den  ganzen  Kegel 

-TT-  TT  m  -rr  I     x*  d  x  =  -— ^  m  h  r*. 
2  h*jQ  10 

Für  einen  abgekürzten  Kegel,  dessen  Grundflächen  um  h  und  h' 
von  der  Spitze  abstehen,  wird  das  Trägheitsmoment  gleich 


n        .  h*-h 


'5 


mr* 


10     •         h* 

• 

m.  Trigheitsaeneat  einer  henngeiei  Kngel  in  Betng  anf  einen 
Dnrekniesser  als  trehackse.  Die  Mittelpunktsgleichung  eines  grössten 
Kreises  der  Kugel  ist  y^  «=  r^  —  x^.  Hierbei  nehme  man  die  Ab- 
scissen  x  auf  der  Drehachse.  In  den  Abständen  x  und  x  +  <1  x  vom 
Mittelpunkt  lege  man  zwei  Schnitte  durch  die  Kugel,  senkrecht 
zur  Drehachse,  so  schliessen  sie  einen  Cylinder  ein,  dessen  Masse 
=  my^7rdx  und  dessen  Trägheitsmoment  nach  §  191  gleich  ist 

^7rmy*dx. 

Nun  ist  aber  hier  y  durch  x  auszudrücken.     Man  erhält 

y4  =  (r*  -  x«)«  =  r*  -  2  r^x*  +  x*. 

Folglich  das  Trägheitsmoment  der  ganzen  Kugel 

i-nm  r(r*-2r2x2  +  x*)dx  =  -:^ 
2  J  Q  lo 

Da  die  Masse  der  ganzen  Kugel  =|^/rr'm,  so  erhält  man  zur 
Bestimmung  des  Abstandes  z  des  Mittelpunktes  der  Trägheit  von  der 
Achse  die  Gleichung 

z*  =  i  r«. 


Trmr*. 


Du    TrägheitsmonieDt   eiDer    hoblen   Engel,    dereo   Halbmesser  r 
Dod  r'  sind,  wird  aacfa  vorsteheDdem  Aasdrack  sein 

Ä'rm(r»~r'»). 
Nqd  ist  die  Masse  dieser  hohlen  Eagel 

M  =  i«m(r»-r'»). 
Hierdurch  wird  das  TrägheitBrnomeot  der  hohleo  Kugel  gleich 


r  —  r'  =  b   eine  sehr  kleioe   GrCsse,    so    erhält    ma 
-  b  anf  die  dritte  aad  fQnfte  Potenz  erhoben  werden 


Hierdurch  wird  das  Tr&gheitsmoroent  einer  dSunen  Eagelschale 
}Mr'. 

Wenn  die  Eagelschale  zur  Enge loberfl Sehe,  aod  m  als  Masse  der 
Kl&cheneinheit  angenommen  wird,  so  ist  M  =  4r'irm;  folglich  das 
Trägheitsmoment  der  EngelOftche 

f  T  m  r*. 

Bemerkung.  Dieser  letzte  Ansdrack  kuia  wie  folgt  direkt  ge- 
funden werden.  Das  Bogenelement,  welches  dem  Punkte  x,  y  des 
grdsflten  Schnittkreisea  entspricht,  sei  ds,  so  ist  das  Plächenelement, 
das  von  ds  bei  der  Rotation  beschrieben  wird  =2TydB,  seine 
Hasse  =  2  w  y  d  s  m  und  sein  Trägheitsmoment  =  2  t  m  y*  d  s.  Druckt 
man  d  s  und  y  durch  x  aus  nnd  integriert,  so  erhält  man  den  vor- 
stebenden  Wert  als  Trägheitsmoment  der  Engelflftcbe. 

IM.  AllgeHclici  Tkecrea  nk«  die  TrägkeitiMHeRte.  Eennt  man 
das  Trägheitsmoment  eines  EOrpers  io  Bezog  auf  eine  Achse,  welche 
dnrch  seinen  Schwerpunkt  geht,  eo  kann  man  darans  wie  folgt  das 
Trägheitsmoment  des  EOrpera  fär  jede  andere  Achse  finden,  welche 
der  erstem  parallel  ist. 

Es   sei   Oz  (Fig.  60)   die  Achse  durch   den  p-j^,  gQ_ 

Schwerpunkt  des  EOrpera  nnd  O'z'  die  Achse, 
für  welche  das  Trägheitsmoment  zu  suchen  ist. 
Id  C  befinde  sich  das  noendlich  kleine  Hassen- 
element  m.  Man  lege  durch  C  eine  Ebene,  senk- 
recht ZD  Oz  nnd  nehme  darin  die  Punkte  0,  0', 
sowie  die  rechtwinkeligen  Achsen  0  x,  0  y  an. 
Die  Koordinaten  von  0'  seien  0  A  =  a,  0' A  =  ^, 
die  von  G  dagegen  0  B  =  s,  C  B  =  y.  Setzt  man 
00' =  a,  OC  =  r  und  0'C  =  r',  so  erhält  man 
a»  =  «*  -I-  ß»  r*  =  i"  -!-  y", 
r'»  =  (x-«)'-i-(y-ß)«. 
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Löst  man  die  Klammern  in  der  letzten  Gleichung  auf  and  benutzt  die 
ersteren  Gleichungen,  so  folgt 

r'a  =  r«  +  a«-2ax-2/?y. 

Man  multipliziere  mit  dem  Massenelement  m  und  integriere,  so  findet  man 

Jr'*  m  =  j  r*  m  +  a*  jm  —  2  a  jx  m  —  2  ß  jy  m. 

Nun  sind  aber  xm  und  ym  statische  Momente  des  Teilchens  m  mit 
Rücksicht  auf  die  Achse  Oz,    welche  durch   den  Schwerpunkt  geht, 

also   j  X  m,  I  y  m  die  Summe  der  statischen  Momente   aller  Teile  des 

Körpers.  In  jeder  dieser  Summen  heben  mithin  die  negativen  und 
positiven  Momente  sich  auf;  diese  Summen  müssen  also  =  0  sein  und 
verschwinden  mithin  aus  der  Gleichung. 

Ferner  ist  1  m  =  M  die  Masse  des  Körpers.    Hiernach  erh&lt  man 


fr'«  m  =  fr«  m  +  a«  M. 


Die  Grösse    I  r^m  ist  das  Trägheitsmoment  des  Körpers  für  die 

Achse  Oz  durch  den  Schwerpunkt.  Also  hat  man  zu  diesem  Moment 
noch  zu  addieren  das  Produkt  aus  der  Masse  M  des  Körpers  in  das 
Quadrat  des  Abstandes  a  des  Schwerpunktes  von  der  neuen  Rotations- 
achse. Bezeichnet  man  i  r'm  mit  k'M,  so  wird  das  gesuchte  Träg- 
heitsmoment 


fr'«  m  =  M  (a«  +  k«). 


Es  sei  z.  B.  das  Trägheitsmoment  eines  Kreiscylinders  anzugeben, 
der  sich  um  eine  seiner  Kanten  dreht. 

Dieses  Moment  setzt  sich   aus  zwei  Teilen  zusammen.     Der  eine 


/ 


r«m    ist  das  Trägheitsmoment   des    Gylinders,  der    sich    um   seine 

geometrische  Achse  dreht  und  das  nach  §  191  beträgt 

^Trm'hr*, 

wenn  m'  die  Masse  der  Volumeneinheit  bezeichnet;  der  andere  Teil 
ist  das  Produkt  aus  der  Masse  M  =  r«  nr  h  m'  des  Gylinders  und  der 
Grösse  r«,  weil  die  beiden  Achsen  um  r  von  einander  abstehen.  Dieser 
Teil  ist  daher  » 

r«7rh  m'«  r* 
und  somit  das  gesuchte  Trägheitsmoment 

^  TT  m'  h  r*  -f  r*  ^  h  m'  •  r*  =  ^  m'  tt  h  r*. 


XIV,    Anfgabni  Iber  die  Reibung. 

IH.  T*K  4er  Belbii|  !■  ■llgeHeiiei.  WeQs  zwei  EOrper  sidi 
berSbren  and  gegen  einander  gepresst  werden,  so  greifen  die  ErbAbungen 
der  einen  berflhrendea  Pl&che  in  die  Vertiefungen  der  andern  ein.  Soll 
der  eine  KArper  aber  den  andern  verscboben  werden,  ao  mOseen  diese 
Hervorragangen  amgebogen  oder  abgerissen  werden.  Der  Widerstand, 
welcben  diese  Verscblebang  in  der  Riebtang  der  Bewegung  erfordert, 
beiset  Reibung.  Es  sei  N  der  Druck,  welcben  beide  KArper,  senk- 
recht Eur  Beräbrangsfl&cbe,  gegen  einander  ausüben  oud  f  der  Reibungs- 
koefBsient,  d.  h.  die  Reibung,  welche  der  Normaldrauk  =  1  hervor- 
bringt,  so  ist  die  Reibung  =  fN. 

IM.  lelbiag  eines  hsrtientalKegendei   cyllndriiebei  VeUnpfcH. 

Der  Halbmesser  des  Zapfens   sei  =  r,   die  Lfinge   seiner  cylindriscben 
AnflagflScbe   =•  L,    der    vertikale  Druck   des   Zapfens  anf  das  genau 
anschliessende  Leger  für  jede  Einheit  der  bori- 
Eontalen  Projektion  der  Beruh rongsflScbe  =  p.  F>g-  61. 

Es  sei  M  die  Achse  and  9*  der  Winkel 
(Fig.  61),  welcben  der  vertikale  Halbmesser  HB 
mit  dem  beliebigen  Halbmesser  H  D  bildet.  Hau 
lege  in  den  Abständen  r  cos  7  nnd  r  cos  (^  -|-  d  9*) 
von  H  aus  abw&rts  zwei  horizontale  Quer- 
schnitte, so  ist  der  Unterschied  ihrer  Fl&chen 
=  2rLcos9>d9>  und  der  Drack  a  daraaf  in 
vertikaler    Richtung   ^  2  r  L  p  cos  9^  d  y.      Man 

zerlege  diesen  Druck  in  zwei  Seitenkr&fte  b  nnd  c,  wovon  b  senkrecht 
znr  Cylinderfl&che  nnd  c  horizontal  wirkt.  Die  Kräfte  c  in  jedem 
Horizontal  schnitt  beben  sich  auf,  wSbrend  die  Kraft  b  bei  der  Drehung 
eine  Reibung  =bf  hervorbringt.  Nun  ist  aber  b  =  a:cos9';  folglich 
das  Element  der  Reibung  gleich 

2rLpfdy. 

Scbliesst  sieb  die  H&lfte  des  cylindriscben  Zapfens  an  die  Unter- 
lage an,  so  ist  dieses  Differential  von  9>  =  0  bis  -^  tt  zn  integrieren. 
In  diesem  Falle  erbBlt  man  als  gesuchte  Reibung 


2rLpff  dy^-^-SrLp-f. 


Nun  ist  2rLp  der  Druck  des  Zapfens  nnd  2rLp-f  die  Reibung 
des  Zapfens,  wenn  die  Bewegung  längs  der  Achse  stattfindet.  Folglich 
verhält  sich  die  Reibung  in  drehender  Richtung  za  der  in  fort- 
schreitender wie  n:2. 

IM.    B«ib»g  elies  vertikalstckeMden   eyllidriMben  WellupfeH. 

Es     ei  AB  (Flg.  62)  die  kreisförmige,  horizontal  liegende  Fläche  des 
Zapfens,  welche  anf  ihrer  Unterlage,  dem  Zapfenlager,  Reibung  hervor- 
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bringt.     Der  Radius  des  Zapfens  sei  =  r,  der  Reibaogskoeffliient  =  f, 
der  Druck  des  Zapfeos  auf  das  Lager  per  Flächen  ein  hei  t  =  p. 

Man  beschreibe  mit  den  Radien  z  and  x  +  d  x 
Fig.  62.  vom  Mittelpunkt  der  Reibfläche  aas  zwei  Kreise, 

so  ichlieBBen  sie  ein  Flächende  nie  Dt  =2«-xds 
ein.  Der  Drnck  aaf  dasselbe  ist  =  2  ir  p  s  d  x 
and  die  Reibung,  welche  dieser  Drack  bei  der 
Drebang  veranlasst  =  2irpfxdx,  also  die  Rei- 
bung auf  der  ganien  Kreisfläche 

2»pfj    xdi  =  r*»p'f, 

•'0 

d.  b.  ebenso  gross  wie  fSr  die  fortschreitende  Be- 
wegung bei  gleichem  Drncke. 
HulUpliziert  man  das  Differential  2«'pfxdx  der  Reibang  mit 
dem  Wege  2  ir  x,  welchen  diese  Reibang  bei  einer  Drebang  beschreibt, 
80  erhält  man  als  Element  der  Arbeit,  die  von  der  Reibang  absorbiert 
wird,  per  Umdrebnng  =4ir'pfx*dK;  somit  als  absorbierte  Arbeit 
auf  der  ganzen  Kreisfläche 

4  t"  p  f  r '  t' d  X  = -|- ■  2  r>  •  p  r*  IT  f 


1/0 


and  die  Arbelt  der  Reibang  auf  einer  konzentrischen  Ringfläche,  deren 
Radien  r  und  r'  sind,  per  Omdrehnng 


4« 


'pf£x>di  =  -|-ir'pf{r'- 


118.    Reibang  eiM*   Tertlkalsteheiien  kMiicben   Wellupfcii.     Es 

sei  r  (Pig.  63)   der  Halbmesser,  8  die  Raute  und  y  der   Druck   des 
Zapfens    auf  das  Lager   für  jede   Einheit   der 
Fig.  G3.  horizontalen  Projektion  des  Zapfens. 

Man  lege  mit  den  Radien  x  uud  x  +  d  x 
zwei  horizontale  Schnitte  durch  den  Zapfen,  so 
ist  der  Dnterschied  dieser  Schnitte  eine  ring- 
förmige Fläche  =  2  TT  X  d  X  und  der  Drnck  darauf 
iu  vertikaler  Richtnng  a  =  äxpxdx.  Man  zer- 
lege diesen  Druck  in  zwei  Seitenkräfte  b  und  c, 
wovon  b  normal  znr  Kegelfl&cbe  und  c  hori- 
zontal wirkt.  Die  horizontalen  Seitenkräfte  In 
jedem  horizontalen  Schnitt  heben  sich  aaf,  wäh- 
rend die  Normalkräfte  bei  der  Drehung  Reibung 
hervorbringen.  Ans  der  Aehnlichkeit  zweier  Dreiecke,  wie  sie  sieb 
unmittelbar  aas  der  Figur  ergeben,  erhält  man  die  Proportion 

b :  a  =  s :  r, 
folglich 
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Die  Reibang  &af  dem  Fl&chenelemeot  dea  Lager«  ist  =  b  f,  wenn  f 
der  ReibnogakoeffiEieat;  folglicb  die  Reibaog  auf  der  ganzen  Kegelfl&che 


'/> 


■f. 


Hithin  verh&lt  sieb  bei  gleichem  Drucke  r'irp  die  Reibung  in  drehen- 
der RicbtoDg  znr  Reibung  in  fortschreiten  der  wie  s :  r.  Je  kleiner  so- 
mit der  Winkel,  den  die  Kante  des  Kegels  mit  der  Achse  bildet,  nm 
so  grosser  ist  die  Reibnng.  Die  Ursache  liegt  in  der  keilfSrmigen 
Wirkung  des  Zapfens  im  Lager. 

Die  Arbeit,  welche  das  Element  bf  der  Reibung  bei  der  Drehung 
absorbiert,  ist  =bf'2wx;  folglich  die  Arbeit,  welche  durch  die  Rei- 
bnng des  ganzen  Zapfens  absorbiert  wird  bei  einer  Rotation 
4w'psf  /"    j,  4  3  , 

Geht  s  in  r  über,  so  entsteht  ans  der  Kegelfl&che  eine  KreisflScbe  nnd 
man  erhSlt  die  Resultate  der  vorigen  Aufgabe. 

Itt.   Keibiag  elies  kigclfärBlgea  lapfcas.     Der   Mittelpunkt   der 
Kngel   sei   B   (Fig.   64),   der   Radios  derselben   =  r,    der    Druck    des 
Zapfens   anf  das  Lager,   in  der  Richlnng  der  Achse  A  B,  per  Einheit 
der  horizontalen   Projektion  des  Zapfens  =  p 
und  der  Reibnogskoeffizient  =  f.  Fig.  64. 

Man  lege  einen  ebenen  Schnitt  ISngs  der  Achse 
und  bezeichne  in  demselben  den  Winkel  A  B  D, 
den  die  Achse  A  B  mit  ii^nd  einem  andern 
Halbmesser  BD  bildet,  mit  9*1  lasse  den  Bo- 
gen AD  =  r9i  abergehen  in  r(9P-|-d9'}>  so 
w&cbst  dieser  Bogen  um  das  Element  r  d  9*, 
das  bei  einer  Tollea  Drehong  eine  konische 
PIfiche  =  Zm-sinfi-rdf)  beschreibt.  Die 
horizontale  Projektion  dieser  Fläche  ist  ^^  2  r'  ir  ■ 

sin  9^  COR  9*  d  9,  der  Druck  darauf  a  =  2  r*  ir  p  ■  sin  9^  cos  9  d  9'.  Mao 
zerlege  diesen  Druck  in  zwei  Seitenkr&fte  b  und  c,  wovon  b  normal 
znr  Kugelflftche  und  c  horizontal  wirkt.  Die  horizontalen  SeitenkrBfte, 
in  einem  und  demselben  Horizontalschnitt  liegend,  heben  sich  anf, 
während  der  Dmck  b  die  Reibnng  b  f  hervorbringt.  Da  b  —  a  :  cos  9>, 
80  ist  diese  Reibnng  auf  dem  FIftchenelement  =  2  r^  t  p  f  sin  9'  d  9  nnd 
die  Reibnng  anf  einem  ganzen  Kugelsegment 

2  r'  ir  p  f  I     sin  9"  d  y  =  2  r*  w  p  f  (1  —  cos  9>). 

Geht  der  Zapfen  in  eine  Halbkugel  über,  so  beträgt  seine  Reibnng 


)  f  r   sin  T  d  9»  =  2  •  r*  IT  p  - : 


Folglicb    Terh&lt   sich   bei   gleichem    Druck    r'  ir  p    die   Reibnng   der 
drehenden  Bewegnng  znr  Reibnng  r'  v  p  f  der  fortschreitenden  wie  S :  1. 


Haltiplisiert  man  die  Reibung  bf,  welche  du  Pl&cheaelement  des 
ZspfeDS  verarsftcht,  mit  dem  Wege  2 rir sin  f,  so  erhBJt  man  die  Ar- 
beit, welche  diese  Reibang  bei  einer  Drehnag  absorbiert  gleich 

4«*r''pf8in'y  dy. 
Da 

\a\n^tf  d  y  =  —  (y  —  sin  y  cos  y)  +  C, 

ao  erb&lt  man  die  Arbeit,  welche  die  Reibnng  eines  Zapfens  von  der 
Form  einer  Halbkngel  bei  einer  Rotation  vernrsacht,  gleich 

4flr'r'pf  I    8in'yd9P  =  — •SriTT'irpf. 

Mithin  verh&lt  sich   diese  Arbeit  za   der  eines  cylindrischen  Zapfens, 
bei  gleichen  Werten  von  r  nnd  p,  wie  \it\  1. 

SM.  lelhiig  eines  gespaio'«*  Seiles,  Au  i«  elnei  fest»  Cjllider 
gewickelt  ist.  Es  sei  AB  (Pig.  65)  die  Achse  des  gebotenen  Seiles, 
liegend  in  einer  Ebene,  welche  normal  znr  Achse  des  Gylinders  steht 
Am  einen  Ende  des  Seiles  hftnge  die  Last  Q,  am  andern  wirke  die 
Kraft  P,  welche  die  Last  am  Herunterfallen  verhindert.  Das  Seil  drückt 
an  jeder  Bernhrnngsstelle  an  den  Cylinder  nnd  bringt  somit  eine  Snmme 
von  Reibungen  hervor.  Die  Kraft  P,  nnterstötzt  dnrch  diese  Reibungen, 
steht  mit  der  Last  Q  im  Gleichgewicht. 

Ba   sei  r    der  Halbmesser   des   Gylinders    samt    der   halben    Dicke 

des  Seiles,   f  der  Winkel,   welchen  der  Radins  AM   von  der  Bernh- 

rangastelle  A   aus   mit  irgend  einem   andern  Radios  aM  bildet   und  f 

der  Reibnngskoeffiiient.    Man  lasse  den  Bogen 

Fi«.  65.  A  a  =  r  V  übergehen  in  A  b  —  r  (?■  +  d  ^J)  nnd 

in  Ac=  r(¥  +  2d9'),    so   dass    die  Bogen- 

elemente    ab  =  bc  =  rd9'    werden.      Wfirde 

nan  das  Seil  keine  Reibnng  hervorbringen,  so 

wSre   die  Spannung    des   Seilstückes  ab,    die 

wir  mit  p  bezeichnen  wollen,  gleich  der  Spao- 

nnng  des  Seilstückes  b  c.  Allein  vermOge  dieser 

Reibnog  nimmt  die  Spannung  p,   beim  Deber- 

Ksng  vom  Element  ab  in  bc,  ab  nm  dp,  so 

dass  sie  in  b  C  noch  p  —  d  p  ist.    Beide  Span- 

noDgen  p  nnd  p  —  d  p   schliesaen  den  Winkel 

d  9*  ein,   bringen  also  eine  Mittelkraft  hervor. 

Da  p  —  d  p   mit  p   verwechselt  werden  kann, 

so  ist  diese  Mittelkraft  die  Diagonale  eines  Parallelogramms,  mit  zwei 

Seiten  =  p,    and    einem    von    ihnen    eingeschlossenen   Winkel  =dy. 

d  V 
Die  Diagonale  oder  Mittelkraft  ist  daher  =  2  p  sin  — g— .    Da  aber  d  f 

nnendlicb  klein  ist,   so   kann   der  Sinns   mit  dem   Bogen   verwechselt 
werden.     Die  Mittelkraft  wird  daher  =  p  d  y  nnd  die  von  ihr  hervor- 


gebrachte  Reibnng  =fpd9>  sein.    Dies  ist  die  GrBue,  am  weiche  die 

SpaoDDDg  p  ]&DgB  eines  Bogenteiles  rd7  abnimmL    Folglich  wird  sein 

dp  =  —  fpd  9p. 

HieriD  haben  d  p  nnd  d  <p  das  entgegengesetzte  Zeichen,  weil  p  ab- 
nimmt, wenn  f  w&chst     Dnrcb  Division  von  p  kommt 

-^=-fd9.. 
P 

Die  linke  Seite  mnss  integriert  werden  von  Q  bis  P,  die  rechte 
TOD  9  =  0  bis  f  =  a,  wenn  r«  den  vom  Seile  amschlangenen  Bogen 
AB  beseichnet.     Dies  gibt 

IogP-logQ=  -f«;        l0g-^  =  fff. 

Gebt  man  von  den  Logarithmen  zn  den  Zahlen  Sber,  so  folgt 

P  ■ 

Diese  Formel  zeigt,  dass  die  Kraft  P  beim  Znnehmen  des  Win- 
kels a  ausserordentlich  rasch  abnimmt. 

Wenn  f  =  */j ;  wenn  femer 
die  Dmwickelung  =     *,«       Vi        1  2  4    vom  Umfang, 

so  wird  Q  =  1,69    2,85   8,12    65,94   4348  von  P. 

MI.  lle  legarithmUche  Spirale  all  löickangsliaie  eiter  Stateasse. 
Es   sei  AE  (Fig.  66)   die  kagelfOrmige   Oberfläche  der  Erde,   M  ihr 
Hittelpankt,  nnd  ABE  ein  vertikaler  Schnitt  dnrch  einen  SandkOrper, 
welcher  anf  der  Oberfläche  der  Erde  liegt.    Die- 
ser SandkOrper  bestehe  aas  gleichartiRen  Teilen,  '^^-  ""■ 
welche   durch   gleiche  Kräfte  der  Adhäsion  zn- 
sammenh&Dgen,  so  wird  die  BOschnngslinie  BA 
des    SendkOrpers    aoter    der    Einwirkung    der 
Schwere  sich  so  gestalten,  dass  die  Tangente  B  C 
an  dieselbe  mit  dem  Brd Halbmesser  BM  einen 
konstanten  Winkel  bildet,   no  aach  der  Beruh* 
rnngsponkt  B  in  derselben  angenommen  wird. 

Man  ziehe  die  Horizontale  D  B  n  nnd  be- 
zeichne mit  cc  den  Winkel  DBG,  so  wird  nach 
einem  einfacheo  Satze  aas  der  Lehre  von  der 
schiefen  Ebene  tanga  =  dem  Koeffizienten  f  der 

Reibnng  sein,  welche  ein  weiteres  Herantergleiten  der  Sandteile  Qber 
die  geneigte  Oberfl&cbe  verhindert.  Ferner  sei  AM  =  r  der  Halbmesser 
der  Erde,  B  H  =  p  der  Abstand  des  Paoktes  B  vom  Mittelpunkt  der 
Erde  nnd  A  H  B  =  f*-  Man  lasse  f  zunehmen  um  d  9>,  dadnrch  rQcke 
BM  nach  mH,  so  wird  in  dem  anendlich  kleinen  Dreiecke  Bmn  sein: 

Bn  =  pd¥,       mn  =  dp,      tang  a  =  -^  =  —^- 


Aas  der  letztoa  Oleicbang  folgt,  indem  man  t  =  imga  ieUt 
^  =  fdy. 

e 

Das  lotegral  dieser  Gleichung  ist 

logp  =  fy  +  K0OBt. 
FSt  9=0  wird  p  =  r.     Diese  Werte  geben 
log  r  =  Eon  st. 
Dnrch  Sabtraktion  beider  Gleichangen  kommt  als  gesachte  Relation 

=  {9. 
Geht  man  noch  von  den  Logarithmen  zn  den  Zahlen  aber,  so  ist 


-(f)=' 


Für  FlöBsigkeiten  ist  f  =  0,  also  e'*  =  1,   folglich  p  =  r,    d.  b. 
die  Oberflftche  tod  PIQssigkeiten  ist  kugelförmig. 

2M.    Arbeit  ■■■  llkaifilrhen  ciies   iörpers  iber  elie   geieigte 
Hiebe  alt  Rficbslcbt  aaf  die  Rclbang.     Der  Efirper  bewege  sich  l&ngs 
des  in  einer  vertikalen  Ebene   befindlichen,   stetig  gekrömmten  Weges 
AB  (Fig.  67).     In  dieser  Ebene   ziehe  man  die  Achse  Ax  horizontal, 
die  Achse  Ay  vertikal.     Es  seien:  x, y  die  Koordinaten  des  Pnnktes  B, 
in  welchem  der  Druck  des  ROrpers   gegen  die  Korve   konzentriert  ge- 
dacht werden  kann;  a  der  Winkel,  welchen  die  Tangente  an  die  Kar ve 
dnrch  diesen  Pnnkt  mit  Aic  bildet;  P  das  konstante  Gewicht  des  ECr- 
pers,  im  Schnerpnnkt  desselben  wirkHsm  and  f  der  Reibungskoeffizient. 
Das   Gewicht  des  Körpers    wirkt    vertikal   abwärts.      Man    zerlege 
dasselbe     in    die    Seitenkrafte    P  sin  a    nnd    P  cos  a ,    SO    wird    P  sin  u 
parallel   zur  Tangente  wirken   nsd    den  KOr- 
^'8'  "'■  per  ober  die  schiefe  Fliehe  hinab  zn  treiben 

streben,  wahrend  P  cos  a  normal  znr  Knrve 
wirkt  und  eine  Reibung  =Pfcosa  hervor- 
bringt Die  Kraft  k,  [welche  in  der  Rich- 
tnog  der  Tangente  wirken  muss,  nm  die 
Bewegung  aufn&Tts  zn  veranlassen,  wird 
also  sein 

k  =  P  sin  a  +  P  f  cos  a. 

Die  Bewegnng  erfolge  längs   eines  Bogen elementes  ds,   so',  ändert 

sich  a,  also  auch  die  Zugkraft  k   nar  nm  unendlich   wenig,  d.  h.'es 

kann  die   Rraft  k   l&ngs   des  Wegteiles  d  s   als   konstant   angenommen 

werden.     Somit  ist  das  Arbeitselement  (Produkt  ans  Kraft  und  Weg) 

kd8  =  P(sino-|-fcosa)ds. 
Nun  ist  aber 

dy  dx    ■ 

sino  =  —-■,      cos  et  =  -; — . 
ds  da 
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Folglich 

kd8«P(dy  +  fdx). 

In  dem  Ausdracke  rechts  sind  P  und  f  konsUnt  and  y  eine  Panktion 
voD  X.  Wird  integriert  zwischen  x  =  0  and  x  «=  x,  so  erhält  man  als 
Arbeit  sor  FortschaflFang  des  Körpers  längs  des  Weges  AB 


j 


kds«Py  +  Pfx. 

Diese^  Arbeit  besteht  somit  ans  zwei  Teilen ;  ans  der  Arbeit  P  y, 
welche  den  KOrper  längs  der  Vertikalprojektion  y  and  ans  der  Ar- 
beit Pfx,  welche  den  Körper  längs  der  Horizontalprojektion  x  des 
Weges  AB  fortzaschaffen  vermag. 


XV.    Aufgaben  &ber  die  Festigkeit  der  Materialien. 

2tS.  ¥•■  der  Pestlgkeit  der  lorper  !■  ailgeMeiiei.  Die  Form- 
änderung (Verlängerang ,  Verkürzang,  etc.)  eines  festen  Körpers  durch 
eine  äussere  Kraft  ist  bis  zu  einer  gewissen  Grenze,  welche  man  die 
Grenze  der  Elastizität  nennt,  dieser  Kraft  proportional.  Inner- 
halb dieser  Grenze  stellt  der  Körper  seine  Form  wieder  her,  wenn  die 
äussere  Kraft  zu  wirken  aufhört.  Ueberschreitet  die  Formänderung  diese 
Grenze,  so  ändern  sich  die  Verschiebungen  der  Teile  anders,  als  die 
sie  bewirkenden  Kräfte,  üebersch reiten  diese  Kräfte  ein  gewisses  Mass, 
so  erfolgt  die  Trennung  der  Teile,  der  Bruch.  Der  Widerstand  des 
Körpers  gegen  die  Einwirkung  äusserer  Kräfte  heisst  seine  Festigkeit. 

Die  absolute  Festigkeit  ist  der  Widerstand  gegen  das  Verstrecken, 
die  rückwirkende  gegen  das  Zerdrücken,  die  relative  gegen  die  Biegung 
und  die  Torsionsfestigkeit  gegen  die  Verdrehung  oder  Verwindung. 

2#4.  Eapirisehes   Qesett   der  Avsdehnvng  vnd   Yerkiriung.      Ein 

prismatischer  Stab  vom  Querschnitt  F  werde  am  einen  Ende  festge- 
halten und  am  andern  Ende  durch  eine  Kraft  P  ausgedehnt  oder  ver- 
kürzt, so  leistet  er  einen  Widerstand,  der  pro  Einheit  des  Querschnitts 
=  s  sei ;  dann  wird  der  Widerstand  des  Stabes  für  den  ganzen  Quer- 
schnitt sein 

(1)  P  =  Fs. 

Man  nennt  die  Grösse  s  Modul  der  Festigkeit,  auch  spezifische 
Spannung.  Steigt  diese,  so  dass  der  Stab  bricht,  so  wird  s  zum 
Brachmodul. 

Das  Gesetz  (1)  gilt  beim  Zusammendrücken  für  verschiedene 
Längen  des  Stabes  nur,  wenn  der  Stab  geradlinig  erhalten  wird. 

Der  Stab  habe  eine  Länge  L  und  erreiche  durch  die  Kraft  P  eine 
Ausdehnung  a,  so  ist  innerhalb  der  Grenze  der  Elastizität  die  Kraft  P 
direkt  proportional  dem  Querschnitt  F,  der  Längenänderung  a  und  ver- 
kehrt proportional  der  Länge  L  des  Stabes.  Bezeichnet  E  einen  von 
der  Natur  des  Materials  abhängigen  Koeffizienten,  so  ist 
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(2)  P  =  EP  -^. 

Setzt  mao  hierin  F  =  1  nod  -r—  =  1,  so  wird  P  =  E.  Der  Fak- 
tor E  ist  also  eine  Kraft  uod  zwar  jene,  welche  einen  prismatischen 
Stab  vom  Querschnitt  1  soweit  verstrecken  kann,  dass  die  Zunahme 
an  L&nge  gleich  der  ursprünglichen  L&nge  wird.  Man  nennt  ihn  Modnl 
der  Elastizität. 

MS.  ArMt,  welche  die  UigeMidemg  elies  prismatlsehei  Stebes 
bewirkt.  Geht  der  Stab,  wie  er  im  letzten  Paragraphen  voraosgesetst 
wurde,  aus  der  L&ngenänderung  x  in  die  L&ngen&nderung  x  +  d  x  über, 
so  wird  die  Kraft  P  nach  Gleichung  (2)  von  §  204  zu 

IJ 

Da  dieser  Wert  sich  jedoch  nur  um  unendlich  wenig  von  P  unter- 
scheidet, so  kann  die  Kraft  P  w&hrend  der  L&ngenftnderung  dx  kon- 
stant s=  P  angenommen  werden.  Multipliziert  man  diese  Kraft  mit  dem 
Weg  dx,  welchen  ihr  Angriffspunkt  zurücklegt,  so  erh&lt  man  das 
Arbeitselement,  indem  das  Glied  mit  dx^  vernachlässigt  wird 

Pdx  =  EP-^dx, 

und  die  Arbeit  für  unendlich  viele  aufeinander  folgende  Wegelemente 


/' 


X« 


Pdx  =  EF^  +  C. 

Geht  man  mit  der  L&ngenftnderung  von  0  bis  a,  so  erhält  man 
als  Arbeit  zur  Erreichung  dieser  Läogenänderung,  jedoch  innerhalb  der 
Grenze  der  Elastizität 


/, 


•  1  ft* 

^Pdx  =  |EF-j-. 


Nach  dem  Gesetze  (2)  ist  aber 

PL 


a  = 


EF  • 


Führt  man  diesen  Wert  von  a  in  die  vorige  Gleichaog,  so  erhält  man, 

p 
wenn  noch  nach  (1)  der  Bruch  -=r  durch  s  ersetzt  wird,  als  gesuchte 

Arbeit 


j: 


1    s^ 
0  2    E 


Nun  ist  FL  das  Volumen  des  Stabes.  Die  Arbeit  ist  somit  dem 
Quadrat  der  spezifischen  Spannung  und  dem  Volumen  des  Stabes 
proportional. 


2M.  iiidckKUB  claet  Tertikal  Aifgehäagtei  jpritBitliehea  Suhei 
dlRk  leii  elgeaci  ficvlckt.  Der  SUb  A  B  (Fig.  68)  sei  am  obern  Ende 
befestigt,  80  wird  er  sich  durch  seia  eigenes  Gewicht  verlängern. 

Eh  sei  F  der  Qaerschnitt  des  Stabes,  L  seine  Unge  ^j  gg 
in  bomoDtaler  Lage,  p  das  Gewicht  des  Stabes  per  LSngen- 
ünheit  und  x  =  Am  ein  Teil  der  L&nge  des  Stabes  in 
nnaasgedehntem  Zustande.  Mao  lege  in  den  Abstinden 
x  =  Am  nnd  z-!-dxB°An  borizontale  Qaerscbnitte  darcb 
den  Stab.  Da  das  unterhalb  von  m  liegende  Stack  mB 
eine  I^ge  =>  L  —  x  vor  der  Ansdehnang  hat  nnd  dem- 
selben ein  Gewicht  (L  —  x)  p  znkommt,  so  wird  nach  (2)  der 
Teil  mn  durch  dieses  unter  ihm  befindliche  Gewicht  ans* 
gedehnt  und  twar  proportional  der  Kraft  (L  —  x)  p  nnd 
der  primitiven  Länge  dx,  sowie  verkehrt  proportional  dem  Qaerschnitt  F 
nnd  dem  Uodol  E  der  Elastizität.     Diese  AnsdehnnnK   wird   also  sein 

t^-'^Pdx. 
EF 

Die  Ansdebnung  ffir  alle  Elemente  zwischen  den  Punkten  A  und  B 
ist  deshalb,  da  x  von  0  bis  L  genommen  werden  muas 


^r<-'>-=i^- 


Die  gesammte  Lftnge   des  Stabes   wird  mithin   onter  der  Wirkung  des 
Gewichtes  sein 

'-+8    EF- 

Wfirde  noch  eine  Last  P  am  nntem  Ende  angehängt,  so  wäre  die 
Zunahme  an  Länge  vermfige  dieser  Last  nach  §  304,  Pormel  (2) 

PL 
EF 

und  die  gesammte  lAnge  de«  Stabes  somit 


■"O+w+lir) 


Da  pL  das  Gewicht  des  Stabes  beieichnet,  so  wird  die  durch  das 
eigene  Gewicht  bewirkte  Ansdehnang  halb  so  gross,  als  wenn  dieses 
Gewicht  am  antern  Ende  anfgebängt  wäre. 

m.  Yertlkal  ufgekängter  nid  beluletcr  Kirper  vei  gleicher  ab- 

salnler  Peitlgkelt.  Ein  Stab  AD  (Fig.  69)  sei  am  obern  Ende  A  anf- 
gehängt  nnd  am  untern  Ende  D  durch  ein  Gewicht  P  belastet.  Han 
soll  bestimmen,  in  welcher  Weise  der  Qaerschnitt  des  KOrpers  von 
oben  nach  nnten  abzanebmen  hat,  damit  die  Gefahr  des  Bmches  in 
jedem  Querschnitt  des  KOrpers  dieselbe  sei. 
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p.     „a  ^B  bezeicbne:   L  die  Lftoge  des  Stabes,   p   du  Ge- 

wicht der  Kubikeinheit  des  bomogenen  Stoffes,  s  den  Mo- 
dnl  der  absoioteD  Festigkeit,  x^DB  einen  vsriabeln  Teil 
der  Unge  des  Stabes,  und  y,  yo  den  Qaerscboitt  des 
Körpers  in  B  nnd  D. 

Die  LftDgeDfasern,  welche  dnrch  den  Qnerscbnitt  y 
gehen,  haben  dem  Gewichte  P,  sowie  dem  Gewichte 
des  Körperteiles  DB  zn  widerstehen.  Man  lasse  x  um 
BC  =  dx  Eonebmen,  so  ist  das  Volamen  zwischen  den 
Qaerschnitteo  in  B  and  C=ydz  nad  das  Gewicht  der- 
selben   =  pyds;    somit    das    Gewicht    des    Körperteiles 

Da  nnn  nach  (1)   die   absolute  Festigkeit  der  Fasern 

im  Qaeracbnitt  y  =  sy  ist,  so  mass  sein 


p/ydi. 


=  P  +  pJydx. 


Differentiiert  man  diese  Gleichong  auf  beiden  Seiten,  indem  man 
berfick sichtigt,  dass  s,  P,  p  konstant  sind,  so  ergibt  sich  sdy  =>  pydx 
oder  indem  man  mit  y  nnd  s  dividiert 

-^  =  -^di. 

y       « 

Das  Integral  dieser  Gleicbnng  ist 

log  y  =  i  X  4-  Konst. 

Setzt  man  bierin  x  =  0,  so  wird  y  =  y«  nnd  die  letzte  Gleichnng 
geht  Ober  in  log  yo  ^  Konst.     Hithin  wird  sein 

y»        s 
Geht  man  in  dieser  Gleichnng  von  den  Logarithmen  za  den  Zahlen 
über,  so  erhält  man  als  gesuchte  Relation 


Da  der  nnterate  Qaerschnitt  yo  gerade  so  stark  sein  mnss,  dass 
die  absolate  Festigkeit  sy«  in  diesem  Qoerschoitt  gleich  dem  Ge- 
wicht P  wird,  so  bat  man  P  =  syo.     Hierdarch  wird  die  letzte  Formel 


Jede  dieser  beiden  Gleichungen  bestimmt  die  Form  des  Stabes. 

Annierkang.     Das  Volnmenelement  ydx  des   St&bes   wird   mit 
Hiife  der  letzten  Gleichnng  zd 

A  P       ^A 

y  d  X  =  —  e     d  X, 


Dra  iDtegrieren  tn  köoneo,  setze  mao  —  =  u,  so  iat  d x  =■  —  du 
s  p 

und 

A  P       UA 

y  d  X  =  —  e°  d  a. 
P 
Mithin  das  Volamen  des  Körpers  för  uDbestimmt«  GreDzeo  (§  76) 

Eraetst  man  hierin  a  wieder  dnrch  i  and  nimmt  das  Integral 
swiBchen  den  Grenzen  x  =  0  and  x  =  L,  so  erhftit  man  als  Volumen 
des  ganzen  Stabes 


i>-H'^-^y 


»S.  Eelathe  Fcitiikeit  eines  rechtwlnkcltgei  Sukes.  Dieser  SUb 
sei  an  einem  Ende  eingespannt,  am  andern  drücke  eine  Kraft  anf  ibn, 
senkrecht  m  seiner  LKagenrichtang ,  so  vird  sich  der  Stab  biegen. 
Dadnrch  dehnen  sich  die  Fasern  anf  der  konvexen  Seite  ans,  auf  der 
konkaven  liehen  sie  sich  zasammen.  Wenn  der  Widerstand  des  Mate- 
rials gegen  die  Ansdehnong  nnd  die  ZasBmmenpressnng  gleich  gross 
ist,  was  wir  hier  voraassetzen  wallen,  so  bleibt  die  mittlere  Paser- 
Bchicht  ACDB  (Fig.  70)  des  Stabes  ohne  Ukogeninderang.  Deshalb 
wird  diese  Schicht  die  ncntrale  Schicht  genannt. 

Es  seien  CM  nnd  DN  zwei  Qaerschnitte  darch  den  KOrper,  welche 
im  unbelasteten  Znstand  des  Stabes  normal  sind  zu  den  L&ngeokanten. 
Während  der  Biegnng  gehen  diese  Schnitte  aaf  der  einen  Seite  ans 
einander  und  n&hern  sich  anf  der  p)g_  79 

andern,  bleiben  jedoch  senkrecht 
znr  Neatralschicht ,  werden  sich 
also  in  einer  Stelle  F  schneiden. 
Zieht  man  den  Schnitt  DN'  pa* 
rallel  zn  CM,  so  kann  angenom- 
men werden,  es  habe  sich  dieser 
Qoerschnitt  beim  Eintreten  der 
Biegung  nm  eine  Achse  D  in  die 
Lage  DN  gedreht.  Somit  hat  sich 
die  Faser  mn'  aasgedehnt  am  n'n, 
die  Faser  HN'  am  M'N,  etc. 
Nnn  seien: 

b,  h,  L  Breite,  HShe  und  Unge  des  Stabes, 

s  =  Dn  der  verBnderlicbe  Abstand  einer  Faser  mn  von  der  Nentral- 
Bcbicbt, 

s,  b'  die  Kr&fte,   womit   prismatische  St&be  vom   Qaerschoitt   1    in 
der  Lage  N  und  n  verstreckt  werden, 

P  die  Kraft,   welche   am   freien  Ende   auf  den  Stab,   senkrecht  znr 
L&ngenrichtang,  einwirkt  nnd 

s  der  Abstand  der  Drehachse  D  von  der  lUchtong  der  Kraft  F. 
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Es  sollen  nan  das  Festigkeitsmomeot  and  das  Elastizitätsmoment 
abgeleitet  werden. 

A.  Festigkeitsmoment.  Die  KrSfte  s  and  s'  sind  den  Aas- 
dehnangen  NN'  and  nn^  welche  sie  veranlassen,  proportional  and  diese 
verhalten  sich  wie  die  Abstände  DN  and  Dn;  daher  wird  sein 

.        h  ,        2s 

8 :  s'  =  -TT- :  X ;      s'  =  — r-  x. 

Man  lege  in  den  Abständen  %  and  x  -f*  d  x  von  der  Neatralschicht  and 
parallel  za  ihr  zwei  Flächen  durch  den  Körper,  so  schliessen  sie  eine 
Schicht  ein  vom  Querschnitt  bdx.  Geht  man  nun  vom  Qaerschnitt  1 
zum  Qaerschnitt  bdx  über,  so  geht  die  verstreckende  Kraft  s'  über  in 

s  bdx  =  — 7 — xdx. 
u 

Diese  Kraft  wirkt  in  n  am  Hebelarm  Dn  =  x;  ihr  statisches  Moment 
für  die  Drehachse  in  D  ist  daher 

(1)  -^x^dx, 

somit  die  Summe  der  statischen  Momente  aller  Kräfte,  welche  aaf  der 
konvexen  Seite  Aasdehnung  und  auf  der  konkaven  Yerkürzang  her- 
beiführen 

2sb  p^»    j.  8  .  .j 

Da  z  den  Abstand  der  Drehachse  D  von  der  Richtung  der  Kraft  P 
bezeichnet,  so  ist  das  äussere  Moment  Pz,  welches  den  Stab  biegt, 
gleich  dem  Moment  der  Widerstand  leistenden  Molekularkräfte.  Daher 
das  gesuchte  Festigkeitsmoment 

(2)  Pz  =  -|-bh«. 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  für  eine  und  dieselbe  Spannung  s  des 
Materials  in  den  äussersten  Schichten  P  und  z  verkehrt  proportional 
sind.     Für  z  =  L  werde  P  zu  P^     Daher 

F  =  i-    ^^^ 


6       L 

Man  nennt  diesen  Wert  von  P'  das  TragvermOgen  des  Stabes. 
Dasselbe  ist  somit  proportional  der  Breite,  dem  Quadrat  der  Hohe  und 
verkehrt  proportional  der  Länge  des  Stabes. 

Pig'  '^^-  Hat   der  Qaerschnitt  des  Stabes  die  Form   von 

Fig.  71,  so  muss  das  Differential  (1)  von  ^h'  bis 
^h  integriert  werden,  um  die  Summe  der  statischen 
Momente  der  ausdehnenden  Kräfte  zu  erhalten.  So- 
mit ist  die  Summe  der  statischen  Momente  sowohl 
der  ausdehnenden  als  der  zusammendrückenden  Kräfte 
für  diesen  Querschnitt,  d.  h.  das  Festigkeitsmoment 
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B.  Elastizitätsmomeot.     Es  seien 

E  der  Modal  der  Elastizität  des  Materials, 

l  =  CD  der  sehr  kleine  Abstand  der  Querschnitte  CM  und  DN  anf 
der  Nentralschicht, 

^(  =  i]n'    die  Verstreckang    der   Schiebt   mn'  im  Abstand  x   von 
der  Neatralschicht  und 

p  =  DF  der  Krämmangshalbmesser  des  Eurvenstnckes  CD. 

Die  Kraft,    welche  einen   prismatischen   Stab   vom  Querschnitt  F 
and  der  Lftnge  (  und  AI  aasdehnt,  ist  nach  Formel  (2)  des  §  204 

(4)  E  ^  F. 

Aus  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  Dnn'  und  DCP  folgt 

nn'         Dn  ^  AI         x 

oder 


CD         DF  I  e 

Setzt  man  diesen  Wert  von  —r—  in   (4)   und    vertauscht  F   mit   bdx, 

so  erhält  man  als  Kraft,  welche  eine  unendlich  dünne  Schicht  im  Ab- 
stand X  von  der  Neutralachse  veistreckt 

E  — bdx 

? 

und  als  statisches  Moment  dieser  Kraft  für  die  Drehung  am  die  Achse  D 

E  — x«dx. 

e 

Daher  die  Summe  der  Momente  für  alle  Schichten  des  Querschnittes 

(5)  p,  =  ^^     „od      p.P«  =  -^l>h» 

und  ebenso  für  den  Qaerschnitt  der  Fig.  71 

(6)  Pr^A-X"'-^")     nnd     p.Px  = -^b(h» -h'»). 

Die  letzten  Gleichungen  (5)  und  (6)  zeigen,  dass  q  dem  Abstände  z 
verkehrt  proportional  ist.  Wenn  z  =  0,  wird  p  =  oo,  d.  h.  der  Stab 
am  Angriffspunkt  der  Kraft  P  hat  keine  Krümmung.  Wenn  z  =  L,  wird  q 
am  kleinsten.  Folglich  ist  die  Biegung  am  befestigten  Ende  am  stärksten. 
Man  ersieht,  dass  die  Produkte  q  •  Pz,  weil  nur  abhäugig  von  E  und  den 
Dimensionen  des  Querschnittes,  konstant  sind;  sie  heissen  Eiastizit&ts- 
momente. 

Die  Werte  von  Pz  in  (2)  und  (5),  ebenso  in  (3)  und  (6)  sind 
einander  gleich.     Durch  Gleichsetzen  folgt 

(7)  ±  =  J_ 

Autanh6iin«r,  Elem«nUrbiich.  13 
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eine  RelatioQ,  die  sich  oomittelbar  auch  ans  den  Sholicben  Drei- 
ecken DNM'  and  ÜCP  ergibt.  Man  kann  daher  mittels  (7)  das 
Fegtigkeitsmoment  aas  dem  Etastizit&tsmomeDt  ableiten  and  nmgekehrt. 
Wird  die  SpannaDg  s  angenommen,  so  kann  mittels  (?)  der  Krfim- 
mungsbalbmesser  p  berechnet  werden. 

2t9.  BelatiTe  feitigheit  eiiei  eflladriichea  Subei.  Die  Voraaa- 
setznagen  and  BeEeichnongen  seien  wie  in  der  letzten  Aufgabe,  nnr 
dasB  der  rechtwinkelige  Qaerschnitt  mit  einem  kreisrOrmigen  vom  Halb- 
messer R  vertanscht  wird.  Die  neutrale  Schicht  ACDB  (Fig.  70), 
geht  durch  die  Mitte  sSmintlicher  Qaerscboitte ,  schneidet  diese  also 
Iftngs  Darcbmessern.  Mau  nennt  einen  solchen  Schnitt  HI  (Fig.  72) 
gewöhnlich  Neutralachse  des  Querschnittes. 

Man  beschreibe  vom  Hittelpankt  M  ans  mit  den  Halbmessern  r 
nnd  r-|-dr  zwei  Kreise,  so  schliesseo  sie  einen  ringfftrmigen  Qner- 
schnitt  von  der  Breite  dr  ein.  Sodann  lege  man  zwei  Radien  MS 
und  MS'  unter  den  Winkeln  SMI  =  tf  oüd  S'MI  =  y  +  d9>,  so 
schneiden  diese  Radien  ein  PlSchenelement  ans  dem  Ringe  ans  von 
der  LSnge  rd9>,  also  vom  Inhalt  rA^-ir,  da  dieses  Element  als 
Rechteck  angesehen  werden  kann.  Dieses  Fl&chen- 
FiB.  Ta.  element  hat  den    Abstand  pq^rsio?*  ^od  der 

Nentralachse.  Die  Aasdehnang,  welche  die  Fasern 
von  der  L&nge  t  an  der  Stelle  dieses  Flächenelemen- 
tes bei  der  Biegung  erhalten,  sei  At  ==  nn'  (Fig.  70). 
Folglich  die  Kraft,  welche  einem  prismatischen  Stab 
vom  Querschnitt  F  und  der  Länge  1  eine  Ausdeh- 
nung Ät  beibringt,  nach  Formel  (3)  von  §  204 

CD  B^F. 

Setzt   man  hierin  sUtt  F  das  Flächenelement  rd^-dr  und   nach  der 
vorigen  Aufgabe 

Al  _   Jt    _   TBlüfp 

so  erhält  man   als  Wert  der  Kraft,   welche   das  Stibehen  vom  unend- 
lich kleinen  Querschnitt  ausdehnt 

—  r*  d  r  ■  sin  V  d  </>. 
P 

Der  Hebelsarm  dieser  Kraft,  bei  einer  Drehung  um  die  Nentralachse, 
ist  =  r  sin  ^,  also  das  statische  Moment  der  Kraft 

—  r'dr-BinVd?'. 

e 

Man  betrachte  hierin  r  zunächst  als  konstant  nnd  integriere  von 
9)  =3  0  bis  V'  =  2  71,  so  erhält  man  die  Summe  der  statischen  Momente 
der  Kräfte,  welche  die  Fasern  der  ringf&rmigen  Schicht  ausdehnen  nnd 
ZDsammendrQcken.     Nnn  ist 


I. 
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eio^y  d  y  =  TT. 

0 


Folglich  das  statische  Moment  für  jene  Schicht  gleich 

n  —  r'  d  r. 

e 

iDtegriert  man  dieses  Differential  von  r  =  R,  bis  r  »  R,  so  erhSlt  man 
die  Samme  der  statischen  Momente  der  Kräfte,  welche  die  Pasern 
innerhalb  eines  Ringes  von  der  Breite  R  —  R,  ausdehnen  nnd  zasammen- 
drücken,  gleiph 

Da  dieses  Moment  nach  der   vorigen  Aufgabe  auch  =  Pz  ist,  so  wird 

(2)  Pz  =  ^-^(R*-R/). 

4     p 

TT  El 

Die  Grösse  —z — (R*  — R/),  also  auch  p«Pz,  hängt  nur  vom  Qaer- 

4 

schnitt  des  Stabes  nnd  von  seiner  materiellen  Beschaffenheit  ab  nnd 
wird  Moment  der  Elastizität  des  Stabes  genannt. 

För  z  =  0  wird  p  =  oo ,  also  ist  der  Stab  am  freien  Ende  nicht 
gebogen.  Je  grösser  z,  nm  so  kleiner  wird  o.  Folglich  tritt  die 
grösste  Biegnng  an  der  befestigten  Stelle  ein.     Für  diese  ist  mithin 

TT    E   R*  —  R/ 

^^'^  4  e       L     • 

Die  Relation  (7)  des  vorigen  Paragraphen  verwandelt  sich  hier  in 

-?-  =  A 

E         p  ' 

Mit  Hilfe  derselben  erhält  man  ans  dem  Elastizitätsmoment  das  Festig- 
keitsmoment 

Für  z  =  L  wird  das  Tragvermögen  des  Stabes 

_  TT       R^--R/ 
*^""   4  *        RL      • 

Wenn  R'  =  0,  so  erhält  man  für  den  massiven  Cylinder 

„       ttL     R*  „       ns    R« 

r  =  — : — •-= — ;         r  = 


Lp  '  4L' 

Mithin  ist  das  Tragvermögen  P  eines  Cylinders  der  dritten  Potenz 
des  Halbmessers  direkt  nnd  der  Länge  verkehrt  proportional. 

Sit.  T«nUB  eUet  cjlUdrischen  Stabes.     Es  werde  ein  senkrechter 
Kreiscylinder  am  einen   Ende  festgehalten  nnd  am   andern  durch  ein 

IS» 
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statisches  Moment,  dessen  Kraft  in  einer  zar  Achse  normalen   Ebene 
wirkt,  verdreht. 

Dadurch  nimmt  jede  Faser,  welche  vor  der  Torsion  parallel  zur 
Achse  liegt,  die  Form  einer  Schraubenlinie  an.  Der  üebergang  von 
der  geraden  Linie  zu  dieser  Schraubenlinie  bringt  eine  Längenänderung 
der  Faser  hervor,  welche  zunächst  bestimmt  werden  soll.     Es  sei 

L  die  Lange  des  Gylinders  vor  der  Torsion, 
R  sein  Halbmesser, 

a  der  Drehwinkel  am  freien  Ende,  abgetragen  als  Bogen  eines  Krei- 
ses, dessen  Radius  die  Einheit  ist  und 
X  die  Entfernung  irgend  einer  Längenfaser  von  der  Achse. 

Erste  Voraussetzung.  Wir  nehmen  an,  die  beiden  Grund- 
flächen bleiben  ebene  Kreise,  deren  Abstand  sich  nicht  ändere,  so  wer- 
den alle  Längenfasern  verstreckt  bis  auf  jene,  welche  mit  der  Achse 
zusammenfallt.  Die  Verstreckung  wächst  proportional  dem  Abstand 
von  der  Achse.  Wickelt  man  die  Cylinderfläche  mit  dem  Radius  x  in 
eine  Ebene  ab,  so  entsteht  ein  rechtwinkeliges  Dreieck,  dessen  Kathe- 
ten L  und  a  x  und  dessen  Hypotenuse  mit  L  +  y  bezeichnet  werde. 
Daher  wird 

(L-f  y)2=L«  +  «*x« 

oder  indem    mau    die  Klammer  entfernt  und   y^  gegen  2Ly    vernach- 
lässigt 

y=TL"- 

Die  Verstreckung  y  ist  daher  proportional  dem  Quadrat  des  Ab- 
standes  x  von  der  Achse. 

Zweite  Voraussetzung.  Man  nehme  an,  die  Fasern  vorstrecken 
sich  während  der  Torsion  nicht.  Um  zu  prüfen,  was  unter  dieser  An- 
nahme im  Innern  des  Cy linders  vorgeht,  so  lege  man  durch  denselben 
und  zwar  bevor  die  Torsion  beginnt,  Schnitte  senkrecht  zur  Achse,  so 
gehen  diese  ebenen  Schnitte  bei  der  Verdrehung  in  Rotationsflächen 
über,  deren  Meridiane  in  Ebenen  liegen,  welche  die  Achse  enthalten. 
Die  Rotationsfläche  durch  die  Mitte  der  Achse  bleibt  eben;  solche 
Flächen,  die  sich  gleich  weit  von  dieser  befinden,  erhalten  gleiche 
Krümmung.  Am  stärksten  ist  die  Krümmung  an  den  Endflächen  des 
Gylinders.     Die  Gleichung  des  Meridians  der  Grundflächen  ist  folgende. 

Wickelt  man  die  Cylinderfläche,  deren  Radius  x  ist,  in  eine  Ebene 
ab,  so  entsteht,  vom  mittleren  ebenen  Querschnitt  an  gerechnet,  ein 
rechtwinkeliges  Dreieck,  dessen  Hypotenuse  ^L,  dessen  eine  Kathete 
^ax  ist  und  dessen  andere  durch  ^L  — z  ausgedrückt  werde.  Das 
Dreieck  gibt 

woraus  folgt,  wenn  z^  gegen  Lz  vernachlässigt  wird 
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Die  Kurve,  deren  rechtwinkelige  Koordinaten  x  and  z  sind,  ist 
mithin  eine  Parabel,  darch  deren  Drehung  nm  die  Cylinderachse  die 
Grandfläche  des  Cylinders  entsteht. 

Dritte  Voraassetzung.  Die  beiden  ersten  Voraussetzangen 
entsprechen  der  Wirklichkeit  nicht.  Denn  sie  verlangen,  dass  aasser 
der  Kraft,  welche  die  Drehung  bewirkt,  aach  noch  äussere  Kräfte  vor- 
handen seien,  welche  Läogenverschiebangen  herbeifähren.  Allein  solche 
Kräfte  fehlen.  Daher  wird  man  annehmen  müssen,  dass  die  äussern 
cylindrischen  Schichten  sich  verstrecken,  die  innem  sich  verkürzen  und 
dass  die  Summe  der  verstreckenden  Kräfte  gleich  sei  der  Summe  der 
verkürzenden  Kräfte,  dass  sie  sich  mithin  aufheben.  Wo  die  Aus- 
dehnung in  die  Verkürzung  übergeht,  liegt  eine  Schicht,  welche  keine 
Längenänderung  erleidet  und  die  neutrale  Schicht  genannt  wird. 
Diese  Schicht  kann  cylindrisch  angenommen  werden.  Sodann  werde 
noch  vorausgesetzt,  dass  jene  ebenen  Schnitte,  welche  vor  der  Torsion 
senkrecht  zur  Achse  standen,  auch  während  der  Torsion  eben  bleiben 
and  nur  ihre  Abstände  unter  einander  ändern.  Dnter  dieser  Voraus- 
setzung soll  nun  bestimmt  werden :  der  Halbmesser  der  neutralen  Schicht 
und  das  statische  Moment  der  Kraft,  welche  eine  beabsichtigte  Ver- 
drehung herbeiführen  kann. 

I.    Halbmesser  der  neutralen  Schicht. 

Es  sei  a  dieser  Halbmesser  und  E  der  Modal  der  Elastizität  (§  208) 
des  Materials  für  die  Längenändernng.  Da  irgend  eine  Faser  in  der 
neutralen  Schicht  ihre  Länge  beibehält,  so  bildet  sie  abgewickelt  die 
Hypotenuse  eines   rechtwinkeligen  Dreiecks,   dessen    eine  Kathete   der 

Bogen  aa  und  dessen  andere  Kathete  somit  ]/  L^  —  a*  a^  ist.  Eine 
Paser  im  Abstand  x  von  der  Achse  ist  die  Hypotenuse  eines  recht- 
winkeligen Dreiecks,  dessen  beide  Katheten  ax  und  KL^  —  a^x^  sind. 

Folglich  ist  die  Länge  einer  solchen  =  VL*  —  a*a^  +  a'x^  und  ihre 
Ausdehnung 

Kl*  -  a*  a«  +  ««  X«  -  L. 

Diese  Ausdehnang  wird  =0  für  x  =  a  und  negativ  für  x<a,  sie 
wird  also  im  letztern  Fall  zu  einer  Verkürzung. 

Die  Kraft,  welche  in  der  Richtung  der  Faser  diese  Längenändernng 
per  Qaerschnittseinheit  herbeiführt,  wird  nach  §  204,  Formel  (2),  sein 

Li 

Man  zerlege  diese  Kraft  in  zwei  Seitenkräfte,  senkrecht  und  parallel 
zur  Achse,  so  ist  die  letztere  Seitenkraft 

Kl»  -  a*  a«  +  a«  x^  -  L  VL^-a^a* 


(2)      E 


VL«-a»a2  +  a«x** 


Diese  Kraft  ist  proportional  dem  Querschnitt  der  Faser,  auf  welche 
sie  wirkt.  Multipliziert  man  sie  daher  mit  2  7rxdx,  so  erhält  man 
die  Kraft,  welche  eine  Schicht  ausdehnt,   die  zwischen  zwei  Gylinder- 
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fl&cben  liegt,  beschrieben  mit  den  Radien  x  und  x  +  dx.  Integriert 
man  sodann  noch  zwischen  den  Grenzen  x  =  0  und  x«  R,  so  erhält 
man  die  Samme  der  ausdehnenden  und  zusammendrückenden  Kräfte, 
welche  in  der  Richtung  der  Achse  liegen.     Diese  Summe  ist 

Da  aber  die  Kräfte  in  der  Richtung  der  Achse  in  jedem  Quer- 
schnitt sich  das  Gleichgewicht  halten,  so  muss  dieses  Integral  =0 
sein.     Folglich  erhält  man  zur  Bestimmung  von  a  die  Gleichung 

^  -i^(KL»-a«a«  +  «»R«  -  V  L«  ^  a«  a^  =  0. 

woraus  sich  ergibt 

Für  einen  kleinen  Torsionswinkel  a  ist  daher  annähernd 

a  =  -.^  =  0,707  R, 

d.  h.  für  schwache  Verdrehungen  beträgt  der  Halbmesser  der  Neutral- 
schicht 0,707  vom  Halbmesser  des  Cylinders. 

II.   Statisches  Moment  der  verdrehenden  Kraft. 

Dieses  Moment  setzt  sich  aus  zwei  Teilen  zusammen:  dem  Teil, 
welcher  aus  der  Längen  Verschiebung  und  demjenigen,  welcher  aus  der 
Querverschiebung  entspringt. 

A.  Erstes  Moment.  Die  Kraft  (1),  welche  eine  Faser  vom 
Querschnitt  1  in  der  Richtung  der  Schraubenlinie  ausdehnt,  gibt  folgende 
Seitenkraft  senkrecht  zur  Achse,  also  in  der  Richtung  der  Drehung 

KL*--a«a»  +  a«x«-L  ax 


E 


Kl»  -  a*  a«  +  a«  X*  ' 


Diese  Kraft  verschwindet  für  x  »  a,  weil  in  der  neutralen  Schicht 
keine  Resultante,  vorhanden  ist;  sie  wird  für  Werte  zwischen  x  =  a 
bis  X  =  R  positiv  und  für  Werte  zwischen  x  =  a  und  x  =  0  negativ. 
Multipliziert  man  sie  mit  dem  Flächenelement  27rxdx  und  dem  Hebel- 
arm X  und  integriert  innerhalb  der  Grenzen  x  =  0  bis  x  =  R,  so  er- 
gibt sich  . 

2naE_n/,_  Lx»  \^^ 

L      JoV  VL»-a»a>  +  ««x»/ 

*U  statisches  Moment  der  Torsion,   welches  ans  der  L&ngenändemng 
hervorgeht    Nan  ist 


- 
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x^dx  x«KL*~a«a«  +  a'x* 


Kl*  -  «*  a«  +  a«  x'^  « 


2 


S 


2(L2-«aa«  +  a2x2)2 


3«* 
Polglich  der  Wert  des  bestimmten  Integrals  (4) 

2L(L»-a*a*)» 
3  a* 

Entwickelt  mau  in  Reihen  und  setzt  den  Wert  von  a  aas  (3)  ein,  so 
erh&lt  man,  wenn  die  Glieder  von  der  fanften  Potenz  von  a  an  ver- 
nachlässigt werden,  als  gesuchtes  Moment 

,^,  ttL      R«a» 

(5)  -2r'~L^"' 

B.  Zweites  Moment.  Ein  prismatischer  Stab  von  der  Länge  L, 
im  Innern  des  Gylinders  parallel  zur  Achse  gedacht,  werde  am  einen 
Ende  in  der  Qaerrichtnng  nm  AL  verschoben,  so  ist  die  verschiebende 
Kraft  P,  nach  §  204,  proportional  der  Verschiebang  AL,  dem  Quer- 
schnitt F  nnd  verkehrt  proportional  der  Länge  L.  Bezeichnet  T  eine 
Konstante,  welche  von  der  Natur  des  Materials  abhängt,  so  ist  diese 
Kraft 

(6)  P  =  T-^F. 

Wird   F  =  1   nnd  —z —  =1,  so  ist  P  =  T.    Daher  bedeutet  T  die 

L 
Kraft,   welche   einen  prismatischen  Stab   vom  Querschnitt  1  soweit  in 
der  Qaerrichtnng  verschieben  kann^  dass  die  Verschiebung  gleich  wird 
der  ursprünglichen  Länge.     Man   nennt  daher  T  Modul  der  Elasti- 
zität fär  Torsion. 

Man  lege  mit  den  Radien  x  und  x  -f  d  x  zwei  Cylinderflächen,  so 
achliessen  sie  eine  Schicht  ein  vom  Querschnitt  2  7rxdx.  Setzt  man 
diesen  Wert  für  F  in  (6)  und  ersetzt  A  L  durch  die  Verschiebang  a  x, 
so  erhält  man  als  Kraft,  welche  diese  Schicht  verdreht 

T4^.27rxdx. 

Das  statische  Moment,  womit  diese  Kraft  der  Drehung  widersteht, 
wird  erhalten,  wenn  man  die  Kraft  multipliziert  mit  dem  Hebelarm  x. 
Dehnt  man  dieses  Moment  auf  alle  Schichten  aus,  wejche  den  Gylinder 
zusammensetzen,  so  erhält  man  das  gesuchte  Moment 

2nTa    r^    .^  nT     R*a 

x'  d  X  =  —TT-  •  — 7 — . 


<«     ^^x 
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Hiernach    wird    das   gesammte  MomeDt  M,   womit   der  Gylioder  der 
DrehaDg  Widerstand  leistet,  als  Somme  aas  (7)  and  (6) 

(8)  M  =  -- = h 


24  L»     • 

Zwischen  den  Krftften  T  and  E  besteht  folgender  Zasammenhang. 
Wenn  T  eine  Qaerverschiebang  herbeiführt,  die  so  gross  ist  als  die 
arsprangliche  Lfinge  L  des  Stabes,  so  wird  die  Länge  des  Stabes  znr 
Hypotenuse  eines  rechtwinkeligen  Dreiecks  mit  den  Katheten  L  and  L, 

erhält  also   den   Wert  LV"2.     Die    Zanahme    an    Länge    wird    also 

LV^2  — L,    während    die   Kraft   E  eine  Zanahme  =L  hervorbringt. 

Diese  Znnahmen  verhalten  sich  wie  1^2  —  1:1.  Gerade  ebenso  ver- 
halten sich  aach  die  Kräfte,  welche  sie  veranlassen.     Daher  ist 

T:E  =  K2-  1:1, 

woraas  folgt  T  =  0,414  E.  Nach  Na  vier  nimmt  man  hierfär  gewöhn- 
lich T  =  0,4  E. 

Fährt  man  diesen  Wert  von  T  in  (8),  so  wird 

Man  ersieht  aas  Gleichang  (8),  dass  der  Teil  des  gesammten  Mo- 
mentes, den  die  Längenänderangen  liefern,  sehr  klein  ist  gegendber  dem 
andern  Teil;  weshalb  gewöhnlich  nar  der  von  der  Qaerverschiebang 
herrahrende  in  Rechnnng  kommt.     In  diesem  Fall  erhält  man  aas  (9) 

(10)  M  =  -g— j-. 

Diese  Formel  fiodet  bei  der  Coalom' sehen  Dreh  wage,  bei  den 
cylindrischen  Wellen  znr  Uebertragang  der  Kraft  etc.  ihre  Anwendang. 

Ffir  einen  hohlen  Gylinder  erhält  man  aas  (7),  indem  man  das 
Integral  von  x  =  r  bis  x  =  R  nimmt 

(11)  M  =  ^  «  (R*  -  r*). 

Es  sei  s  die  Kraft,  welche  an  der  Oberfläche  des  Gylinders  ein 
Stäbchen  vom  Qaerschnitt  1  eine  Qaerverschiebang  =  R  a  za  geben 
vermag.  Da  der  Kraft  T  eine  Verschiebnng  L  entspricht,  so  besteht 
die  Relation 

8    _    Rtt 

T  """IT* 

welche  der  Gleichang  (7)  des  §  208  entspricht.  Fährt  man  hieraus 
den  Wert  von  T  in  (10)  and  (11),  so  erhält  man  far  den  massiven 
and  hohlen  Gylinder 

(12)  M  =  ysR»    and     M  =  y^(R*-r*). 

Die  Momente  (9),  (10)  and  (11),  welche  den  Drehwinkel  enthal- 
ten, heissen  Elastizitätsmomente,  jene  anter  (12),  welche  die  Span- 
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DtiDg  8  entbaiteo,   FeBtigkeibmomeot«.     Hsd   erkeoDt,   dass  das   V«r- 

hfiltD»  M :  a  fQr  eioeD  uod  deoselben  Cylinder  kooetaDt  ist. 

211.   TariUi    Hiei    akgckiritPi    Krclskrgeli.     Der    Kreiskegel    sei 

«D  der  grOsserD  Grandfliclie  BD  (Pig.  73)  festgehalteo  Dod  werde  am 

andera  Eode  AC  durch  eio  atatisches  Moment  M,  welches  in  der  Ebene 

der  kleinern  Grondfläche  wirkt,  gedreht.      Es  seieu: 

R,  r  die  Halbmesser  der  grossem   ond  kleinem  GmadflSche, 

L=AB  die  AchseolSnge  des  Kegels, 

x  =  Aa  ein  TerStiderlichei  Stach  aaf  der  Regelachse, 

y  =  ab  def  Halbmesser  eines   znr  Achse  Dormalen  Schnittes  durch 

den  Punkt  a  and 
a,  f>  die  Torsions Winkel  des  Kegels  für  die  L&ngen  k  and  L. 
Der  Wiakel  a  ist  eioe  FanktioQ  von  x,  so 

dass  a  nm  da  znnimmt,  weoD  x  am  dx  wfichst.  Fig.  73. 

Wenn  also   aa'^dx   and   man   legt   darch  a' 

einen  Schnitt   senkrecht  zar  Achse,  so  ist  d« 

der  ToraioDswiDkel   fQr  einen  Gylinder  voa  der 

Hfihe  dx,   li^end   zwischen   den  Qaerschoitten 

durch   a  nnd   «'.     Wird  die  Formel  (10)  der 

vorigen  Anfgabe  aaf  diesen  Gylinder  angewendet, 

also  nnr  anf  die  Qaerverschiebangen  RScksicht 

genommen,  so  erhält  man 

.  5M    dx 

Att  =  — = T-. 

;iE     y* 

Zieht  man  die  Gerade  Opq  parallel  zar  Achse,  so  geheo  die  ihnlichen 
Dreiecke  Opb  und  CqD  die  Proportion  y  — r:R  — r  =  x:L,  wor- 
aus folgt 

^-'^■-  ^— -ir^- 

Setzt  msD  dieseD  Wert  voD  dx  ia  den  voD  da,  so  kommt 
5M         L         dy 

Om  hieraus  den  Torsionswinkel  für  die  ganze  Länge  des  Kegels  zo 
erhalten,  hat  man  wie  folgt  za  integrieren 

Jo^"  =  Te-R^J,^      '^y- 
daher  als  Wert  des  Orebwinkels  am  befestigten  Ende 

_6M    _I^/-J___L\ 
^      3»B    R-r  Vr'        EV 
oder 

_6ML    R'  +  Rr  +  r' 

Wird    hierin  ri=R,  ho  geht  diese  Forme]  Aber  in  die   fSr  den 
Gylinder,  wie  es  sein  soll. 


XVI.    Anfgaben   Aber   die  ADElehung   naeh   dem  äesetie  d«r 
Graritatfoii. 

212.  Ceiett  in  Aitichiif.  Zufolge  des  Newton'scheD  Geietzea 
der  GraTitatioD  ist  die  Kraft,  mit  welcher  swei  materielle  Teilchen 
sich  BDzieben,  direkt  proportional  den  Hasseo  dieser  Teilchen  nnd  ver- 
kehrt proportiona)  dem  Quadrat  ihres  Abstaodes. 

Sind  m,  m'  die  Hassen  der  Teile,  r  ihr  Abstand  nnd  e  eine  Eod- 
Htante,  so  ist  die  Anziehang  beider  Massen  gleich 


Setzt  man  iu  dem  vorstehenden  Ausdrucke  m  —  m'  —  1  und  r  =^  1, 
so  wird  die  EonBlante  e  diejenige  Kraft  beieichneo,  welche  zwei  Massen- 
eioheiten  in  der  EüntfernaDg  =  1  nafeinander  atteäben. 

213.   AulflhiBg   tlatt  Finktei    »ai    einer    gcradea   Lliie,   dem 
licbtiig  dnrrh  itm  Pnkt  gekt.     Es  seien  m  die  Masse  des  anziehenden 
Punktes  A  (Fig.  74),  m'  die  Masse  der  Längeneinheit  der  Ge- 
Fig.  74.  ,.|^gQ^  I,  qqj  I,  jig  Bntfernnagen  der  Endpankte  B  und  D  der 
Geraden   vom   aniiebenden  Pnnkt.     Man  bezeichne  mit  x  den 
Abstand  eines  beliebigen  Punktes  der  Geraden  von  A.    Liast 
man  x  in  s  -f  d  z  übergehen,  so  entsteht  anf  der  Geraden  ein 
Teilchen   von   der   Lfioge  di  und  der  Masse  m'dx.     Die  An- 
ziehang dieses  Teilchens  nnd  der  Hasse  m  ist  daher  nach  §  313 
mm'dx 

Folglich  die  Anziehang  der  ganzen  Linie  and  der  Hasse  m 
emm'l    x-"*dx  =  emm'f  —  —  v-l. 

Reicht  die  Gerade  bis  zam  Punkte  A,  so  ist  a  =  0,  also  erscheint 
die  Anziehnng  =  co.  Allein  die  Aufgabe  mnss  als  eine  physikalische 
aofgefaest  werden ,  wonach  die  materiellen  Teilchen  in  A  und  B  Ans- 
debnang  haben,  also  nicht  zusammen  fallen  kOnnen,  wie  mathematische 
Punkte.  Ausserdem  ist  zu  beachten,  dess  das  Teilchen  in  B  eine  ver- 
schwindend kleine  Masse  bat  und  selbst  bei  einem  sehr  kleinen  Ab- 
stand von  A  nnr  eine  kleine  Anziehung  auf  A  suaüben  kann. 

Dm  dieses  za  zeigen,  sei  der  Abstand  der  Schwerpunkte  von  A 
nnd  B  —  a,  die  LInge  des  Teilchens  in  B  "=  a ,  der  Querschnitt  der 
Geraden  —  «*,  also  das  Volumen  des  Teilchens  =  a'.  In  der  Kabik- 
einheit  der  Geraden  sei  eine  Masse  m"  enthalleo,  so  ist  die  Hasse  des 
Teilchens  in  B  =  m"  a*  und  daher  die  Anziehung  zwischen  A  nnd  B 


Dieser  Schlnsswert  ist  wegen  des  Faktors  a  eine  sehr  kleine  Grösse. 
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Wird  b  =  Qo  angeDommen ,    so   erhält '  man  als  Anziehang  eines 
Panktes  and  einer  nnendlich  langen  Linie 

mm'  m-m'a  mM 


e =  e 5 —  =  e 


a  a»  "     a«    ' 

wo  M  »==  m'  a  die  Masse  der  Linie  A  B  bezeichnet.  Diese  Anziehung 
ist  also  ebenso  gross,  wie  die  einer  Linie  von  der  Länge  a,  im  Ab- 
stände a  von  der  Masse  m  konzentriert  gedacht. 

214.  Aaiiehnag  einer  Geraden  nad  eines  Punktes ,  der  aisserhalb 
der  licktnng  der  Geraden  liegt.  Es  seien  m  die  Masse  des  anziehen- 
den Panktes  A  (Fig.  75),  m'  die  Masse  der -Längeneinheit  der  Gera- 
den CD  nnd  a  ==  AB  die  Länge  des  Lotes  vom  anziehenden  Pankt  nach 
der  Geraden.  Ferner  sei  x  »  Bc  ein  beliebiges  Stück  der  Geraden,  von  B 
ans  gezählt.  Es  gehe  x  in  x  +  dx  fiber,  so  ent- 
steht aaf  der  Geraden  ein  Teilchen  von  der  Länge  dx  Fi^.  75. 
nnd  der  Masse  m'dx.  Der  Abstand  dieses  Teil- 
chens von  der  Masse  m  ist  Ac  =  V^a*  +  x*;  folg- 
lich die  Anziehung  der  Massen  mMx  nnd  m 

,^.  mm'dx 

Teilt  man  die  Gerade  in  unendlich  viele  solcher  Massenteile  m'dx  und 
bestimmt  ihre  Anziehungen  auf  die  Masse  m,  so  erhalten  diese  Kräfte 
verschiedene  Richtungen,  weil  sie  alle  nach  A  hin  konvergieren. 

Man  zerlege  deshalb  diese  Anziehungen  in  zwei  Seitenanziehungen, 
wovon  die  einen  normal  sind  zur  Geraden,  die  andern  aber  mit  der 
Richtung  der  Geraden  znsammenfallen.  Alsdann  können  die  Kräfte 
nach  derselben  Richtung  addiert  werden. 

L   Die  Seitenkraft  von  (1)  in   der  Richtung  der  Geraden  CD  ist 

mm'dx        ^    -.               .        xdx 
e— s--^ — ö~cos  AcB  =  emm' 5-"- 

a'  +  x'  -?- 

(a^  +  x«)» 

Dm  dieses  Differential  zu  integrieren,  setze  man  a^ -f  x*  =  z',  also 
X  d  X  =  z  d  z,  so  erhält  man  statt  des  letzten  Differentials 

dz 


emm' 


z» 


Hiervon  ist  das  Integral  für  unbestimmte  Grenzen 

emm'  lz~^dz  =  '— emm' F-C. 

Dm  die  Anziehung  des  Stückes  Bc  auf  die  Masse  m  zu  erhalten,  muss 
das  vorstehende    Integral   von  x  =  0  bis  x  =  x ,   also  auch  von  z  =  a 

bis  z  =  V  Ä*  +  x'  genommen  werden.     Dies  gibt 

,p  .7,  Ji      __J__\ 

emm    I    z    'dz  =  emm  [ =-p====-  ). 
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Setzt  man  hierin  x  =  oo,  so  erhftlt  man  als  AnziebaDg 

mm'  m*m'a  mM 


e =  e s —  =>  e 


a  a«  a«    ' 

also  dasselbe,  was  in  der  letzten  Formel  der  vorigen  Aufgabe. 

Wenn  der  Teil  DB  der  Geraden  gleich  ist  Bc,  so  entspricht  bei- 
den Teilen  eine  gleiche  Anziehung,  jedoch  mit  entgegengesetzten  Zeichen. 
Diese  Anziehungen  heben  sich  somit  auf.  Wenn  aber  D  B  =  x'  <  x, 
so  entsteht  eine  Kraft  in  der  Richtung  von  G  nach  D  gleich  der 
Differenz. 

emm  ^— -  y^=-j- ^-- -  yr===  Jj 


=  em  m 


\  Ka>  +  x'»         Ka«  +  X»  / 


II.  Die  Seitenkraft  von  (1)  normal  zur  Geraden  GD  ist 

m  m'  d  X    .    .     -.                  ,         d  X 
e  — K—, — r  8inAcB  =  eamm' =—. 

a*  +  X*  1 

(a^  +  x«)« 

Behufs  der  Integration  setze   man  a^H-x^  =  x^z^,    wo  z  eine  neue 
Variable  bezeichnet,  so  ist 

a                                  a  #                               azdz 
x^=    a'     ,;      *^^  +  ^*  =  ,2lli  5     ^x= j-;  folglich 

Z     —^  X  ZA  _. 

(z«-l)» 


dx  ^   d  z 


e  a  m  m «-  =  —emm  s-. 

^  az^ 


Das  Integral  hiervon  ist 


i 


e  a  m  m    | =-  =  e \-  Eonst. 

—  az 


Da  aber  z  =  V^a^  -f  x^ :  x,  so  erhSlt  man  als  Anziehung  der  Masse  m 
und  des  Stuckes  Bc  der  Geraden 

d  X  mm'  X 


e  a  m  m'  I     3—  =  e 


(a2  +  x*)2  *         Ka^  +  x« 

Wenn  das  Stück  B  D  der  Geraden  =  x'  gesetzt  wird,   so  erh&lt  man 
als  Anziehung  der  Masse  m  und  der  Geraden  1)  c  eine  Summe   gleich 


m  m 

e 

a 


7   _^      I     j^\ 

V  Ka»  +  X»         Ka«  +  x'»  / 


Werden  x  nnd   x'  nDendlich  gross,    so    kaon    man   die   GrOssen 
Ka'  +  X*  mit  X  and  ]/"a*  +  x"  mit  x'  verwechseln  nnd  man  erb&lt 


»1b  AoiiebDDg  der  Haeae  m  and  einer  nach  beideo  Seiten  ins  Coend- 
liehe  *er)&Dgerten  Geradeo 

mm' 

2e . 

a 

Bemerknog.  In  A  befinde  sich  der  Pol  eines  Hagnetea  ond 
es  werde  die  Gerade  DC  Ton  einem  galvanischen  Slrome  durch- 
strichen, so  gibt  der  letzte  Ausdruck  auch  die  Aniiehung  iwiBchen 
diesem  Magneten  nud  dem  gaWanioehen  Strome  ao.  Dabei  bezeich- 
Det  m  die  freie  Flüssigkeit  im  magnetischen  Pole  and  m'  die  Strom- 
inte nsitAt 

215.    Uilek»!  in  Sfliie  lad  firaiäläche  elies  |cradra   Kreis- 

kegcU.  Es  sei  AB  =  a  (Fig.  76)  die  Arhse  nod  BC  =  R  der  Halb- 
messer der  Grnodfliche  des  Kegels;  ferner  sei  m  die  Masse  des  an- 
ziehenden Punktes  in  der  Eegelspitie  und  m'  die  pjg^  -jq^ 

Hasse  der  Flächeneinheit  der  GrnndflBclie,  

Man  ziehe  den  Radius  BD  so,  dass  der 
Winkel  CBD^f)  eine  unendlich  kleine  GrOsse 
wird;  beschreibe  sodarni  mit  den  Radien  Bx  =  x 
und  x  +  dz  von  B  ans  zwei  Kreise,  so  liegt 
zniacben  diesen  Kreisen  und  jenen  beiden  Radien 
eioe  nneudlich  kleine  PIBche,  die  als  Rechteck 
betrachtet  «erden  kanu.  Der  Inhalt  dieses 
Flftchenelementes  ist  =  9>  x  d  x ,  dessen  Masse 
=  m'fixdx  und  dessen  Abstand  Ax  tod  der  Kegelspitze  =  V~u*  r  ^^; 
die  Anziehung  dieses  Massenelemeotes  und  der  Spitze  ist  daher 

,  yxdx 
emm     ,-, — ^. 

a'^  x' 

Man  zerlege  diese  Kraft  in  zvei  Seitenkrfifte,  wovon  die  eiiif  IShk» 
des  Halbmessera  xB  und  die  andere  parallel  zur  Achse  wirkt.  Diu 
erstere  Seitenkraft  wird  durch  eine  zur  Achse  A  B  symmetriKrh  ge- 
legene Seitenkraft  anfgeboben.     Die  letztere  Seitenkraft  iül 

e m m' 9*   ^   ,     2 si" A x B  =  e&mra' <f 3-. 

Dehnt  man  hierin  den  Bogen  f  zu  2^  an»,  so  erh&lt  man  die  An- 
ziehang  zwischen  der  Hasse  m  und  der  jeuer  Ringfläche,  deren  Radien 
X  und  X  -f  d  X  sind,  gleich 

a                 ,        xdx 
/,!  2iraemm  —3-. 

(•■  +  «T 

Das  Integral  dieses  Ausdruckes  von  1  —  0  bis  i  =  R  gibt  die  gesuchte 
AnziehiiDg  der  Spitze  und  Grundfläche  des  Kegels.  Dm  die  Integration 
zn  vereinfachen,  setze  man  a'  +  x'=z*,  so  wird  xdx  =  zdz;  folg- 
lich das  vorstehende  Differential  (I) 

2  waemm'z-^dz 
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und  da 

2~*dz=  —  2wae 1-  C, 

80  erh&lt  man  als  gesuchte  AnziehoDg,  wenn  z  darch  x  ersetzt  wird 

Dieser  Ansdrack  gilt  fär  jeden  Wert  von  a,  der  von  der  Null 
verschieden  ist. 

2M.  Aiiiehang  eiier  !■  der  8|ihie  eiiei  Kegelt  belndliebei  lasse 
■id  der  lasse  dieses  heMegenea  Kegels.  Es  sei  h  die  Höhe  and  s 
die  Kante  des  Kegels;  ferner  m  die  in  der  Spitze  des  Kegels  befind- 
liche Masse  und  m'  die  Masse  der  Kabikeinheit  des  Kegels. 

In  den  Abst&nden  x  and  x  +  d  x  von  der  Spitze  lege  man  zwei 
Qaerschnitte  darch  den  Kegel,  senkrecht  aaf  die  Achse,  so  schliessen 
sie  eine  cylindriscbe  Scheibe  von  der  Dicke  d  x  and  einem  Halbmesser 
ein,  den  wir  mit  y  bezeichnen  wollen. 

Die  Anziehang  der  Masse  M  and  dieser  Scheibe  kann  ausgedrückt 
werden  darch  Formel  (2)  der  vorigen  Aafgabe,  wenn  daselbst  m'  mit 
tn'dx,  a  mit  x  and  R  mit  y  vertaascht  wird.     Man  erhält 


2iremm'dx|l , , —  V 


Allein  das  Verhältnis  x :  j/^x^  +  y'  ist  gleich  dem  Verhältnis  h :  s,  des- 
halb wird  der  vorstehende  Ansdrack 

2iremm'dxfl j. 

Mithin  die  Anziehang  der  Masse  m  aaf  den  ganzen  Kegel 

2iremm'ri—       J  f   dx  =  2ir  em  m'h  fl \ 

217.  Aiileliitg  einer  heMtgenen  lalbkigel  ind  eiier  Im  liltel- 
pittkt  der  Kigel  beiidlichei  lasse.  Diese  im  Mittelpnnkt  liegende 
Masse  sei  =  m,  die  Masse  der  Kabikeinheit  der  Kngel  =  m'  and  der 
Halbmesser  der  Kagel  =  r. 

Man  lege  in  den  Abständen  x  and  x  +  d  x  von  der  begrenzenden 
Halbkreisfläche  zwei  Schnitte  darch  die  Kngel,  so  schliessen  sie  eine 
cylindriscbe  Scheibe  ein  von  der  Dicke  d  x ;  ihr  |Halbmesser  sei  y. 
Die  Anziehang  der  Masse  m  and  dieser  Scheibe  wird  daher  nach  For- 
mel (2),  §  215,  sein,  indem  man  m'  mit  m'dx  vertaascht. 

29remm'dx|l ,, ! -  V 

V        Kx^  +  yV 

Allein  es  ist  x*  -f-  y*  =  r^;  folglich  die  vorstehende  Anziehang 

29remm'dxfl ]. 


HithiD  die  gesuchte  Aniiehang  der  Masse  m  und  der  Halbkagel 

STemm'l    dxfl j  =  itemiD'r. 

Die  Hasse  der  Haibkagel  ist  —  ^n-r'm'.  Denken  wir  qds  diese 
Hasse  in  einem  solchen  Abstände  z  vom  Hittelpnnkt  konzentriert,  dasa 
die  Anziehang  zwischen  ihr  nnd  m  dieselbe  bleibt,  wie  wenn  die  Hasse 
gleichförmig  im  Volamen  der  Haibkagel  verteilt  w&re,  so  wird  «ein 

-         .  irr'm'me 
ff  e  m  m  r  =  f ^ , 


I  =  r  K*  =  0,816  r. 
Dieser   Pankt  im    Abstände  z    vom    Hittelpnnkt    der   Kogel    wird 
der  Hittelpnnkt  der  Anziehang  der  Masse  genannt. 

218.  iuickug  eiier  hcBcgeRe«  Kigel  »mi  eiiei  Piikies  aif  4tt 
fterliche  der  ligcl.  Die  Hasse  des  anziehenden  Pnoktes  A  (Fig.  77) 
anf  der  Kngel  sei  =  m,    die  der  Knbikeinheit  der  „.     ,.. 

Engel  ==  m'  nnd  der  Batbmesser  der  Kngel   =  r. 

Man  oebme  A  zam  Anfangspunkt  zweier  recht- 
winkeliger Achsen  A  x,  A  y,  wovon  die  erstere  dnrch 
den  Hittelponkt  der  Rngel  geht  nnd  die  letztere  die 
Oberfläche  derselben  herOhrt,  so  ist  die  Gleichnng 
des  grOsaten  Schnittkreises  der  Engel,  der  diese 
Achsen  eotbUt,  y'  =  2  r  x  —  x'.  Hau  lege  in  den 
Abständen  s  und  x  +  d  x  zwei  Schnitte  darch  den 
Eftrper,  senkrecht  auf  Ax,  so  schliessen  sie  eine  cylindrische  Scheibe 
von  der  Dicke  dx  nnd  einem  Halbmesser  y  ein.  Die  Anziehaag  der 
Masse  m  nnd  dieser  Scheibe  ist  nach  Formel  (2),  §215  für  m'dx  statt  m' 

2iremm'dx(l ,,        — l  --  \ 

V        Vit>  +  yV 
Allein  es  ist  x^  +  y'~2rx;  folglich  das  vorstehende  Differential 

2iremm'dxfl  —  ^^i-  V 
\         K2r   / 
Mithin  die  Anziehang  der  Hasse  m  nnd  der  anliegenden  Halbkugel 

2«emm'l    dxll  — , .—  \  =  2ffemm'rfl ;;—  V 

Jo        V  K2r/  V  3    / 

ktes  A   vom   Hl 


Bezeichnet  z  den  Abstand   des   Punktes  A   vom   Hittelpnnkt  der 
Anziehung  dieser  Halbkugel,  so  wird  sein 


2     e  m  m'  ff  r 

-  =  2 wemK 

0,794  r. 


3^ =  2  ff  e  m  m'  r 


"rr-T7? 


Die  Aozieliang  des  Punktes  A  saf  die  ganze  Kugel  ist 

2irerani'        j  1—    '  -  \dx  =  -  -  ir e  m m' r. 

Der  Abstand  des  Punktes  A    vom  Hiltelpuakt  der  AoziehaDg  der 
Kugel  sei   =  z,  so  mosB  sein 

4     wemm'r»         4 


d.  b.  jede  homogene  Kugel  zieht  einen  Pnnkt  auf  ihrer  Oberfl&che   so 
an,  wie  weau  die  Masse  der  Kngel  in  ihrer  Hitte  vereinigt  w&re. 

21t.  Aitlehing  iwlschei  elier  baMtgciei  Kigel  ib4  eliea  FRKkte 

Biiserbfllk  der  KlS^I.     Die  Masse  des  anziehenden  Pnnktes  A  (Fig.  78) 
ausserhalb  der  Kugel  sei   =  m,   die  Masse  der  Kubikeinlieii  der  Kugel 
^  m';  ferner  der  Abstand  von  A  bis  zum  Mittel- 
punkt   B    der    Kngel   =b,     der    Halbmesser    der 
Kugel  =r. 

In     einem     grOssteo     Schnittkreise,     gehend 

durch  A,  neiime  man  zwei  rechtwinkelige  Koordi- 

natenachaeo   BA    und   By    an.      Die    Koordinaten 

eines  Punktes  C   in   diesem  grOssten  Kreise   seien 

B  D  =  K,  D  C  =  y;    also   wird   sein  y*  =  r*  —  x*. 

Man  le^e  in  den  Abstfinden  i  und  x  +  dx  von  B 

aus  zwei  Schnitte  durch  die  Kugel,    senkrecht  auf 

die  Abscisseuachse,  so  schliessen  sie  eine  cylindrische  Scheibe  ein  von 

der  Dicke  d  x  and  dem  Halbmesser  y.     Der  Abstand  derselben  von  A 

aus    ist   A  D  =  b  —  X.      Polglich    ist    die    Anziehung    zwischen    dieser 

Scheibe  nnd  der  Masse  m,  nach  Formel  (2),  §  216 

2?remm'dx(  1—  .,  V 

Allein  es  ist 

(b  -  x)^  +  y*  =  b'  +  r»  -  2  b  x. 
Mithin  das  vorstehende  Differential 


^  Ire  mm' 


'i'-n'l/-2<,} 


Behufs  der  Integration  setze  man  b*  +  r*  —  2bx  =  o,  i 
b'  +  r>-n  ,  dn 

'  = 2b ■      '''' 2T- 

Folglich  das  obige  Diiferential 

»emniV.        b'-r*    -i        n"«  N 
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Das  anbestimmte  Integral  dieser  Formel  ist 

IT  e  m  m'  /         b*  —  r'    -s-        1     -0^ 


.'  /         b»-r'    f        1     f\. 


C 


b 
oder  indem  man  den  Wert  von  n  einfahrt 

-^5^^fb«  +  r«-2bx--^i=^y"b«  +  r»-2bx 
D        \  b 

-y^(b^  +  r2-2bx)^)  +  C. 

Um  die  ADziehang  zwischen  der  ganzen  Kugel  ond  dem  Punkte  A 
za  erhalten,  mnss  dieses  Integral  zwischen  den  Grenzen  x  =  —  r  bis 
X  =  r  genommen  werden.     Der  Wert  dieses  Integrals  ist 

für  die  obere  Grenze 

för  die  untere  Grenze 

=  -  ^^((b  +  r)»  - -^^(b  +  r)  -  ^(b  +  r)«)  +  C. 

Zieht  man  den   letztern   Wert  vom   erstem  ab,    so   erhält   man  nach 
einer  einfachen  Reduktion  die  gesuchte  Anziehung  gleich 

4  ,  r* 

_^emm'-^. 

Nun  ist  aber  f  ^m'r'  =  M  die  Hasse  der  Kugel;  folglich  ihre 
Anziehung  auf  die  Masse  m  ausserhalb  derselben  gleich 

mM 

Die  Kugel  zieht  also  den  Punkt  A  gerade  so  an,  wie  wenn  ihre 
Masse  in  ihrem  Mittelpunkt  vereinigt  wäre. 


XVII.   Aufgaben  aber  das  Potential. 

2M.  Aisdniek  für  das  Ptteitial.  Diese  Grösse  tritt  auf  in  der 
Lehre  von  der  Elektrizität  und  dem  Magnetismus. 

Nach  dem  Coulomb^ sehen  Gesetze  ziehen  sich  ungleichartige 
Teile  von  Elektrizität  und  Magnetismus  an,  gleichartige  stossen  sich  ab 
und  zwar  nach  dem  gleichen  Gesetze  (§  212),  das  NeW^on  über  die 
Anziehung  ponderabler  Massen  nachgewiesen  hat«  Es  ist  daher  die 
anziehende,  ebenso  die  abstossende  Kraft  zwischen  zwei  elektrischen 
wie  zwei  magnetischen  Massenelementen  proportional  dem  Produkt  ihrer 
Massen  und  umgekehrt  proportional  dem  Quadrat  ihres  Abstandes. 

Bezeichnen  m,  m'  die  Massen  der  Teile  und  r  ihren  Abstand,  so 
ist  daher  der  Ausdruck  für  die  Kraft  zwischen  beiden  Teilen 

▲  Uten heimer,  Blementarbach.  14 
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worin  e  jene  Kraft  darstellt,   welche  zwei  Masseneinheiten  in  der  Ent- 
fernung 1  aufeinander  aasüben. 

Bei  den  wägbaren  Stoffen  wird  die  Masse  aasgedrackt  dnrch  das 
Gewicht,  dividiert  durch  die  Beschleunigung  beim  freien  Fall  (§  173), 
Da  nun  Elektrizität  und  Magnetismus  nicht  w&gbar  sind,  so  hat  auch 
der  Ausdruck  „Masse**  nicht  denselben  Sinn  wie  bei  ponderablen  Stoffen. 
Masse  bezeichnet  dann  soviel  wie  Menge. 

Ziehen  sich  die  Massen  an,  so  betrachtet  man  die  Grösse  (1)  als 
positiv!  stossen  sie  sich  ab,  als  negativ. 

Nun  nehme  man  die  Masse  m  als  Einheit  an  und  denke  sich  die- 
selbe in  einem  bestimmten  Punkte  P  konzentriert;  nehme  ebenso  e  =  1 ; 
so  geht  (1)  über  in 

m' 


(2)  -7^- 

Diese  Grösse  ist  also  die  Kraft,   welche  ein  Massenelement  m'  im  Ab- 
stände r  auf  eine  in  P  befindliche  Masseneinheit  ausübt.  « 

Nun  nennt  man  den  Quotienten  m' :  r  aus  Masse  und  Abstand  r 
das  Potential  der  Masse  ra'  in  Bezug  auf  die  Masseneinheit  in  P. 
Bezeichnet  man  das  Potential  mit  V,  so  ist 


(3) 


W  =  ^ 


Zwischen  dem  Potential  (3)  und  der  ihm  entsprechenden  Kraft  (2) 
besteht  nun  eine  einfache  Relation.  Man  erhält  'nämlich  dnrch  Diffe- 
rentiation von  (3),  indem  man  m'  als  konstant  betrachtet 

dV  _        m^ 
W  d  r  r«  • 

Dieser  Differentialqnotient  des  Potentials  ist  aber  die  Kraft  (2), 
iDit  entgegengesetztem  Zeichen  genommen.  Kennt  man  daher  die  eine 
der  beiden  Grössen,  so  kann  die  andere  aus  ihr  abgeleitet  werden. 

221.  PbjftIkaINche  ledentaag  des  Peteitials  Das  Massenteilchen  m' 
befinde  sich  im  Abstand  r  von  der  Masseneinheit  in  P.  Man  lasse  r 
übergehen  in  r  -f  d  r,  so  durchläuft  die  Kraft  (2)  den  Weg  d  r  und 
verrichtet  eine  Arbeit  gleich 

(1)  72-dr, 

da  hier  die  Kraftrichtnng  und  Wegrichtnog  zusammenfallen.     Das  Inte- 
gral  dieser  Differential formel  ist  für  unbestimmte  Grenzen   von  r: 

und  für  die  Grenzen  r  und  s,  wobei  s  >  r  vorausgesetzt  werde 

^  p»  dr         m'         m' 

(2)  «J^  _=___. 
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Nach  dem  Gesetze  (2)  Dimmt  die  Anziehang  mit  der  Zaoahme  der 
EntfernaDg  rasch  ab.  Bezeichnet  daher  s  die  EntfernnDg  des  Panktes  P 
bis  an  die  Grenze  des  Kraftfeldes,  so  wird  das  zweite  Glied  rechts  in 
Gleichung  (2)  za  Null  nnd  man  erhält  als  Arbeit,  welche  verrichtet 
wird,  indem  die  Masse  m'  den  Weg  s  —  r,  in  der  RicbtaogJyoDfr, 
darcbl&nft,  den  Aasdrnck 

m' 


Diese  Grösse  ist  also  nichts  anderes  als  das  Potential  der  Anziehang. 
Das  Potential  bedeutet  daher  Arbeit  (potentielle  Energie). 

Bilden  die  Grössen  m^  m'^  m'^', ..  ein  System  von  Massenteilchen, 
welche  im  Punkte  P  auf  die  Masseneinheit  einwirken,  so  wird  das 
Potential  eines  jeden  Teilchens  in  der  gleichen  Weise,  wie  soeben  ge- 
zeigt, abgeleitet;  daher  das  Potential  des  ganzen  Systems  für  die  Massen- 
einheit in  P,  wenn  das  Potential  mit  V  bezeichnet  wird 

V  =  J"- + -5L_  +  £L_  + ..  =  2^ 

r'  r*'  T**'  T 

Wenn  in  dieser  Summe  die  Massenteilchen  in  irgend  einer  geo- 
metrisch bestimmten  Weise  zusammenhängen  nnd  es  bezeichnet  die 
Grösse  m'  hinter  dem  Summenzeichen  Z  das  Dififerential  der  gesammten 
einwirkenden  Elektrizitätbmenge,  so  geht  dieses  Summenzeichen  in  das 


Integralzeichen  |   über. 


2X2.  P«teitlal  eiier  ■aterlellei  geradem  Liiie  mU  Rocksicht  a«f 
eiiei  Paikt  P  im  der  fieradei.  Deber  diese  Gerade  sei  Elektrizität 
gleichförmig  verteilt  und  zwar  eine  Menge  m'  per  Längeneinheit;  im 
Punkte  P  befinde  sich  die  Masseneinheit.  Ein  Punkt  der  Geraden  habe 
von  P  aus  den  Abstand  x.  Man  lasse  x  zunehmen  um  d  x,  so  enthält 
dieses  Element  dx  die  Elektrizitätsmenge  m^dx.  Dividiert  man  diese 
mit  ihrem  Abstand  x  von  der  Masseneinheit,  so  erhält  man  folgendes 
Differential  des  Potentials 

(1)  dV  =  m'— . 

X 

Folglich  wird,  indem  man  mit  dx  dividiert,  die  Grösse 

dV  ^  _  jm' 
d  X  x 

nach  Gleichung  (4)  von  §  220  die  Anziehung  der  Elektrizität  der  Ge- 
raden auf  die  Masseneinheit  sein,  was  auch  durch  §  213  bestätigt  wird. 
Das  Integral  von  (1)  gibt  das  Potential 

V  =  m'logx  +  C, 
das  ffir  die  Grenzen  a  nnd  b,  wobei  b  >  a  sein  soll,  Qbergeht  in 


V  =  n.M«g(A) 


14* 
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321.    Ptteiiial  4er  UrmiUAt   eiNn  wikreehlet  trettkegeU  In 

■«Mg  aif  Ut  SpitM  ie»  Rescli.      [d  der  Grandfl&che  des   Kegels  gei 

diejBlektrizitat  gleichfArmig    verteilt;  jede  FläoheneiDheit  enthalte  die 

pj|.   >^  HeDge  m'.     Die  angezogene  HaBseDeinheit   liege 

'- — '- in  der  Spitie  des  Kegels. 

Ba   sei   (Fig.   79)  A  B  ^  a   die   Achse    and 
B  G  =  r    der   Halbmesser    der    GrnndB&che    des 
Kegels.     Hau  siehe  den  Radios  B  D  so,  dass  der 
Winkel   CBD  — 9>    nneadlich    klein    wird;    be- 
schreibe  sodann    mit    den    Radien  B  x  =  x   nnd 
x-|-ds    von    B    ans.  in    der   Grundfltche    swei 
Kreise,  so  liegt  zwischen  diesen  Kreisen  and  den 
beiden    Radien     eine    anendlich     kleine    FIkche 
=  9^  X  d  X,  enthaltend   die  Blektrizitfttsmenge  m'  9*  x  d  x.     Der  Abstand 
dieses  Hasseoelementes  von  der  Kegelspitze   ist  =V'o'4-x';  folglich 
das  Potential  dieses  Elementes 


(1) 


m'T'xdx 


In  diesem  Ansdrnck  ist  innflchst  ^  auf  2  v  aaszndebnen  und  man 
erbSit  als  Potential  eines  anendlich  sctimalra  Kreisringes 


Kif  +  ? 


Dm  anch  in  Hinsicht  x  za  integrieren,  setze  man  a^  +  x^  =  z',  so  wird 
xdx  =  zdz;  dadarch  geht  (2)  aber  in 

d  V  =  m'  ■  2  w  d  «, 
daher  das  Integral  für  beliebige  Grenzen 

V  =  m'-2«z=m'-2ir  Kä'"+x*  +  C 
nnd  fir  die  ganze  Grandfiftche 

(3)  V  =  m'  ■  2  IT  {V  a»  +  r>  -  a). 

Dm  naa  die  Anziehui^  der  Spitze  nnd  Gmndfl&che  zd  erhalten, 
ist  za  beachten,  dass  die  anziehenden  Kräfte  nicht  parallel  sind,  also 
nicht  direkt  addiert  werden  kfinnen.  Man  wird  aber  nach  Gleichung  (4) 
von  §  220  aas  dem  Potential  nach  bestimmter  Richtang  die  Kraft  er- 
halten, wenn  man  das  Potential  nach  dieser  Richtang  differentiiert.  Da 
sich  non  die  l&ngs  Ax  gerichtete  Kraft  zerlegt  in  eine  komponente, 
parallel  zar  Grandflache  und  in  eine  solche,  parallel  zur  Achse  a,  so 
wird  mau  Gleichung  (3)  differentiieren,  das  eine  Hai  in  Hinsicht  einer 
Variabein,  parallel  zur  Groodfl&che,  das  andere  Ual  in  Hinsicht  des  Ab- 
standes  a.  Allein  der  Richtungen,  parallel  zur  Grandfl&cbe,  gibt  es 
unendliche  viele;  eine  bezügliche  Variable  kommt  in  (3)  gar  nicht  vor. 
Also  mosB  der  Ausdruck  rechte  in  (3)  mit  Rücksicht  anf  diese  Diffe- 
rentiation als  konstant  angesehen  werden,  es  wird  daher  dV  =  0,  d.  h. 
die  KrSfte,  welche  parallel  zur  Gmndflftcbe  gerichtet  sind,  heben 
sich  auf.     S.  §  227, 
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Die  DifFerentiatioD  von  (3)  in  Hinsicht  a  gibt 

d 
d 


da  \^|/^a2  +  r2         / 


welcher  Wert  des  DiflfereotialqaotienteD  mit  umgekehrtem  Zeicheo  zu 
nehmen  ist,  nm  nach  Formel  (4),  §  220,  die  Anziehung  längs  der 
Achse  zn  erhalten. 

Wird  a  =  0,  so  verlegt  sich  die  Spitze  des  Kegels  in  die  Mitte 
der  Grnndfl&che.     Dann  wird  mit  Hilfe  von  (3)  das  Potential 

V  =  m'-2irr  =  2— , 

r 

wenn  die  im  Kreise  enthaltene  Blektrizitätsmenge  m'-r^^  mit  M  be- 
zeichnet wird. 

SM.  P«teBtial  elier  Cylladlerl&che  im  Berag  aaf  tlntm  Paikt  la 
der  Achse  des  Cylladers.  Ueber  die  Gylinderflftche  mit  dem  Radius  r 
sei  Elektrizität  gleichförmig  verteilt;  es  sei  m'  die  Menge  derselben 
pro  Flächeneinheit.  Im  Punkte  P  der  Achse  befinde  sich  die  ange- 
zogene Masseneinheit.  Man  lege,  in  den  Abständen  x  und  x  -h  d  x 
von  P  aus,  Querschnitte  durch  den  Cy linder,  senkrecht  zur  Achse,  so 
schneiden  diese  ein  Flächenelement  aus  von  der  Breite  d  x  und  dem 
Umfange  2  r  tt,  also  dem  Inhalte  2  r  ^r  d  x.  Dieses  enthält  die  Elektri- 
zitätsmenge m' •  2 rir d X.  Alle  Teile  dieses  Elementes  haben  einen  Ab- 
stand y  r^  4-  x«  ^QQ  p  j^Qg^  j^igQ  i^i  ibr  Potential 

(1)  dV=    «^'-^r^dx 


Kr^  +  x 


2 


und  das  Potential  einer  Cylinderfläche,   die  sich  um  eine  Länge  x  von 
P  ans  ausdehnt,  indem  man  (1)  integriert 

V  =  m'  •  2  r  ir  log  — ^--^ ■ . 

r 

Dividiert  man  Gleichung  (1)  mit  d  x,  so  erhält  man  als  Anziehung 
längs  der  Achse 

dV    _    m^*2rir    ^  M 

dx    ""  Yt^  +  X«  ""  xKr^  +  x^' 

worin  M  die  Blektrizitätsmenge  m'  •  2  r  tt  •  x  bezeichnet. 

In  jedem  Querschnitt,   senkrecht  zur  Achse,   wirken  Kräfte  radial 
und  heben  sich  auf. 


22S.  Pateatial  der  •berläche  eiaer  lalbkai^el  nit  Racksieht  aaf 
derea  littelpaakt«  Auf  dieser  Oberfläche  mit  dem  Radius  r  befinde 
sich  per  Flächeneinheit  die  Elektrizitätsmenge3im^3j  welche  anziehend 
wirke  auf  die  elektrische  Masseneinheit  im  Mittelpunkte  P  der  Kugel. 
Man  lege  parallel  zum  grössten  Schnittkreis  (Grundfläche),  welcher  die 
Halbkugel  begrenzt,  zwei  ebene  Schnitte  in  den  Abständen  x  und  x  -|-  d  x, 
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so  schoeideD  sie  eine  Flicheosone  ans  vaD  der  Htte  dx,  also  dem 
Inhalte  2irrdx  ood  der  Bfektrizitätsmeiige  iD'-2«-rdx.  AUe  Teile 
dieser  Masse  habeo  den  gleichen  Abstand  r  von  P  ans;  daher  das 
Potential  dieses  Elementes 

(1)  dV  =  m'-2irdx 

and  das  Potential  der  halben  Oberflftche  der  Kngel,  indem  man  (1) 
integriert 

V  =  m'-2irr=— , 

wo  M  =  m'  •  2  ir  r'  die  aaf  der  Haibkagel  befindliche  Elektrisititsmenge 
darstellt 

Die  anziehenden  Kräfte,  welche  von  der  Oberfläche  nach  P  ge- 
richtet  sind,  zerlegen  sich  in  solche,  die  parallel  nnd  senkrecht  zur 
Grondfläche  gerichtet  sind.  Die  erstem  heben  sich  gegenseitig  aaf; 
die  letztern,  parallel  za  x  gelegen,  werden  erhalten,  wenn  man  (1) 
dividiert  dorch  d  x.     Daher  diese  Kräfte 

— —  =  m'  •  2  -r  =  — , . 
dx  r' 

2M.  Psteatial  der  therfliche  einer  iigel  ia  Besag  aaf  einen 
beliehig  gelegenen  fanfct.  Die  Menge  der  Elektrizität,  welche  aof  der 
Oberfläche  der  Kagel  gleichförmig  verteilt  ist,  sei  per  Flächeneinheit  m'; 
die  aogezogene^  elektrische  Masseneinheit  befinde  -  sich  in  P,  in  einem 
Abstand  a  vom  Mittelpunkt  0  der  Kagel,  deren  Radins  r  sei. 

Zwischen  0  nnd  P  lege  man  zwei  Qaerschnitte  durch  die  Kagel- 
fläche,  senkrecht  za  0  P,  in  den  Abständen  x  nnd  x  -f-  d  x  von  0  aas, 
so  scfaliessen  diese  Schnittebenen  eine  Kagelzone  ein  von  der  Höhe  d  x ; 
ihr  Flächeninhalt  beträgt  2  ir  r  d  x  and  die  auf  ihr  angesammelte  Elek- 
trizitätsmeoge  m'*2irrdx.  Alle  Teilchen  dieser  anendlich  schmalen 
Zone  haben  einen  gleichen  Abstand  a  von  P  aas;  daher  das  Potential 
dieses  Elementes 

(1)  ^^^n.'.2,rrdx 

a 

In  diesem  Ausdruck  kommen  rechts  zwei  Variable  u  and  x  vor, 
es  muss  daher  vor  der  Integration  die  eine  durch  die  andere  ausge- 
drückt werden.  Die  Linie  u  reiche  von  P  aus  nach  einem  Punkte  Q, 
der  auf  der  unendlich  schmalen  Zone  liegt.  Daher  entsteht  das  Drei- 
eck OPQ  mit  den  Seiten  a,  u  nnd  r.  In  diesem  Dreieck  fälle  man 
von  Q  aus  auf  die  gegenüber  liegende  Seite  OP  ein  Perpendikel  QT 
=  y,  so  wird  jenes  Dreieck  in  zwei  rechtwinkelige  Dreiecke  P  Q  T 
und  OQT  zerlegt,  aus  welchen  folgt 

u*  =  (a  —  x)*  +  y^     nnd    y^  =  r*  —  x^. 

Daher  durch  Elimination  von  y  aus  diesen  beiden  Gleichungen 

u^  =  a*  +  r^  —  2ax 


—     216     — 

and  durch  DiffereDÜation  dieser  Gleichaog 

(2)  n  d  u  =  —  a  d  X, 

wodurch  also  x  durch  u  ausgedruckt  ist.  Nun  nehme  man  x,  io 
der  Richtung  yon  0  aus  nach  P  hin  als  negativ,  von  0  aus  auf  der 
Verlftngerung  von  a  als  positiv  an,  so  wird  dx  in  (1)  negativ.  Daher 
gibt  die  Elimination  von  dx  aus  (1)  und  (2) 

(3)  Av^^lllULi,, 

a 

Dm  dieses  Differential  zu  integrieren,  muss  über  die  Lage  des 
Punktes  P  zur  Kugel  entschieden  werden.  Bs  kann  quo  P  anaserfasib 
der  Kugel,  innerhalb  der  Kugelflftche  und  auf  dieser  liegen. 

I.  Punkt  P  ausserhalb  der  Kngelfläche.  Dann  ist  der 
kleinste  Wert  von  u  =  a  —  r,  der  grOsste  u  =  a  -|-  i*.  Die  btcgrfUltoD 
der  Gleichung  (3)  zwischen  diesen  Grenzen  gibt 

/-x  ,T        m'-2rir     ^  M 

(4)  V  = 2  r  == 


a  a 

worin  M  =  m'  •  4  r^  ir  die  ganze  Elektrizit&tsmeoge  der  Kngf Ifl&che 
bezeichnet. 

Das  Potential  ist  also  dasselbe,  wie  wenn  die  gesammte  Elektri- 
zitätsmenge der  Kngelfläche  in  deren  Mittelpunkt  vereinigt  wäre. 

Das  Differential  des  Potentials  (4)  in  Hinsicht  a,  als  Variable  ge- 
dacht, ist  die  Anziehung  der  Kugel  und  der  Masseneinheit  in  P  in  der 
Richtung  von  a,  mit  entgegengesetztem  Zeichen  genommen.  Daher  diese 
Anziehung 

—  =  4-~ 
da  a' 


w  4^  =  +  ,,. 


Sie  ist  also  ebenso  gross,  wie  wenn  die  Elektrizität  der  Kugelfläche  in 
ihrem  Mittelpunkt  vereinigt  wäre. 

Die  Kräfte  der  Elektrizität,  welche  senkrecht  zur  Richtung  von  a 
liegen,  heben  sich  gegenseitig  auf. 

II.  Punkt  P  innerhalb  der  Kugelfläche.  Der  kleinste  Wert 
von  u  ist  r  —  a,  der  gr(^sste  =  r  +  a.  Pur  diese  Grenzen  von  u  wird 
das  Integral  von  (3) 

(6)  V  = 2  a  =  — . 

a  r 

Hiernach  bleibt  das  Potential  unverändert,  wenn  auch  der  Punkt  P  im 
Innern  seine  Lage  ändert,  z.  B.  von  der  Mitte  nach  der  Oberfläche  ruckt. 

Die  Kraft  in  der  Richtung   des  Abstandes  a  ist  =  0,    weil  im 

Potential  M:r   die   Grösse  a   nicht    vorkommt,    also   das   Differential 

d  V 
von  (6)  in  Hinsicht  a  zu  dem  Resultat  fährt  —z —  =  0. 

d  a 

III.  Punkt  P  auf  der  Kugelfläche.  Der  kleinste  Wert  venu 
ist  0,  der  grösste  2a;  hierfür  wird 


r: 


du-=2a. 


Also  ist  dsB  Poteotial  geaau  dasselbe  wie  nnter  II. 

Der  Fall  III  geht  ans  den  beiden  aoderD  F&llen  hervor,  wenn 
a  =  r  augenommeD  wird.  Alsdann  erh&lt  man  in  alten  F&lleo  als 
Poteotial  den  Wert  wie  in  Gleichong  (6),  w&hrend  mao  als  Amiehang 

erhalt:   ans  I  nach  (5)  den  Wert  — |-,  aas  II  aber  Nnll.     Der  erstere 

dieser  Werte  ist  der  richtige,  was  sich  wie  folgt  ergibt. 

Bs  sei  (Fig.  8U)  0  der  Mittelpankt  der  Kegel,   P  der  Punkt,   wo 

die  angezogene  Masseneinheit  konientriert  gedacht  wird,  b  B  ein  dnrcb 
P  ond  0  gehender  Durchmeaser  and  CD  ein  Schnitt, 
Fig.  80.  senkrecht  zn  b  B,  so  teilt  dieser  Schnitt  die  Eagel- 

flache  in  Ewei  Teile.  Der  eine  Teil  CBD  wird  von 
P  ans  nach  linke,  der  andere  CbD  nach  rechts  ge- 
zogen. Die  Komponenten  dieser  Krfifte,  welche  senk- 
recht zn  C  D  stehen,  heben  sich  nach  dem  Vorher- 
gehenden anf.  Nnn  rücke  man  P  gegen  b  hin  fort, 
so  nimmt  die  Kngelmätze  CbD  ab,  die  andere 
nimmt  zu;  gleichwohl  heben  sich  die  in  CD  senk- 
rechten Komponenten   anf.     Die  Kngelmätze  rechts 

geht  dabei  mehr  nnd  mehr  in  die  ganze  Kngelfl&che  Sher  nnd  es  wird 

daher  aach  ihre  Eraftkomponente  mehr  nnd  mehr  den  Wert  — ^  an- 
nehmen. Dieser  ist  als  Grenzwert  zn  betrachten,  der  entsieht,  wenn  P 
mit  b  zneammenmit.  Dann  verschwindet  die  KagelmStze  links,  also 
fltllt  anch  die  von  ihr  früher  aosgeObte  Wirknng  aas. 

327  AllgcMciie  Aisdricke  fii  itm  lismaeihMg  iwlicbei  Kraft 
■kd  PvteitUI.  Es  seien  <x,  ß,  y  die  rechtwinkeligen  Koordinaten  der 
angezogenen  Hasseneinheit  in  P  nnd  x,  y,  z  die  Koordinaten  eines 
nnendlich  kleinen  Hassenteilchens  m',  das  zn  einem  System  von  Massen- 
teilchen gebort,  welche  anziehend  anf  P  wirken;  ferner  r  der  Abstand 
des  Punktes  P  von  m',  so  ist 

(1)  r" -(.-<.)•  +  (,-())• +  (.-,)'. 

Das  Potential  der  Masse  m'  hat  den  Wert 

(.)  ^ 

and  die  Anziehang  zwischen  m'  nnd  der  Maaseneinheit  in  P 
(3)  ^. 

Diese  Kraft  zerlege  man  nach  den  Richtnagen  der  drei  Koordi- 
natenachsen, so  bat  man  onr  Kraft  (3)  zn  projizieren  anf  diese  Adisen 
und  man  erb&lt  als  Seitenkr&fte 
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• 

Solcher  Kräfte  gibt  es  nach  jeder  Richtaog  so  viele,  als  aDziebende 
Masseoteile  m',  m'',  m'^', . .  vorhanden  sind.  Diese  nach  derselben 
Richtung  wirkenden  Kräfte  hat  man  dann  za  addieren,  am  die  Gesamt- 
wirknng  längs  jeder  Achse  zo  erhalten. 

Nun  ist  zu  zeigen,  dass  der  Differentialqaotient  des  Potentials  (2) 
in  Hinsicht  x  gleich  wird  der  Komponente,  welche  m'  liefert  in  der 
Richtang  der  x  Achse,  also  gleich  dem  ersten  anter  (4)  aufgeführten 
Wert;  ebenso,  dass  der  Differentialqaotient  von  (2)  in  Hinsicht  y  gleich 
ist  dem  zweiten  anter  (4)  aafgefahrten  Werte  u.  s.  w. 

Man  denke  sich  m'  verschoben  längs  r  am  d  r,  so  kommt  das 
auf  das  Gleiche  heraas,  wie  wenn  m'  der  Reihe  nach  zuerst  verschoben 
worde  um  d  x,  nachher  um  d  y  and  endlich  um  d  z.  Nun  liefert  die 
Aenderung  von  r  folgende  Zunahme  des  Potentials  (2),  da  m'  als  kon- 
stant zu  betrachten  ist 


(5)  d— =  m'dr-^=-m'-^. 

r  r' 


Die  Verschiebnng  von  m'  längs  der  x  Achse  nm  d  x  ergibt  sich  durch 
Differentiation  von  (1).    Man  erhält,  da  nur  x  und  r  veränderlich  sind 

(6)  r  d  r  =  (x  —  a)  d  X. 

Eliminiert  man  dr  aus  (5)  und  (6),  so  erhält  man 


m' 


m'  (x  —  a) 


dx  r»         • 

Hierin  ist  die  linke  Seite  der  Differentialqaotient  des  Potentials  (2)  in 
Hinsicht  x;  und  die  rechte  Seite  ist  gerade  die  gesuchte,  unter  (4) 
aufgeführte  Komponente  in  der  Richtung  der  x  Achse,  mit  entgegen- 
gesetztem Vorzeichen. 

Ganz  ebenso  erhält  man  für  die  beiden  andern  Richtungen 

^    m'  .   m' 

d 


m'(y-ß)  r  {m'z'-Y) 


dy  r»  '  dr  r«         " 

Was  gezeigt  wurde  vom  Teilchen  m',  gilt  auch  für  jedes  der 
übrigen  anziehenden  Massenteilchen.  Bezeichnen  daher  X,  Y,  Z  die 
Komponente  längs  der  drei  Achsen,  so  wird 

X=_25:(iZ:^;    Y=-25^^1  z=-25:i^. 


XVIU.    Aufgaben  ftber  das  Oleiehgewlebt  nnd  die  Bewegug 

des  Wassers. 

228.  Irick  lies  Wassers  gegea  die  Waade  der  befasse.  Der  Druck 
des  Wassers,  soweit  derselbe  nur  von  der  Schwere  der  Wasserteile 
herrührt,    wächst   proportional   mit   der  Tiefe    unter   der  Oberfläche. 
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Dieser  Drack,  in  senkrechter  Richtang  aaf  ein  unendlich  kleines  Flftchen- 
teilcben  der  Wand  ansgeubt,  ist  gleich  dem  Gewicht  einer  prismatischen 
Wassersäule,  welche  dieses  Flächenteilchen  zur  Grundfläche  und  seine 
Tiefe  unter  dem  Niveau  zur  Höhe  hat. 

Es  sei  d  P  das  Flichenteilchen,   h  seine  Tiefe  unter  dem  Niveau 

und   f   das   Gewicht    der  Kubikeinheit   Wasser,   so  ist    das    Volumen 

jener  Wassersäule  =hdF,  also  der  Normaldruck  auf  das  Flächen- 
teilcben  =  }^  h  d  F. 

229.  Itritaitaler  irick  des  Wissen  aif  elie  reehtwiMkelige,  ver- 
tikale llefasswand.  Der  benetzte  Teil  der  Wand  sei  ABGD  (Fig.  81), 
die  Breitenkante  AB  =  b  liege  horizontal,  die  Flächenkante  AD  =  h 
vertikal. 

Man   lege   in  den  Tiefen  x  und  x  -)-  d  x  unter  dem  Wasserspiegel 
zwei  horizontale  Ebenen  durch  die  Wand,   so  schliessen  sie  ein  recht- 
winkeliges  Flächenelement  =bdx  ein.     Auf  alle    Stellen  dieses  Ele- 
mentes  ist   der  Wasserdruck  derselbe.     Bezeichnet  / 
^'^'  ^^'  wie   oben   das  Gewicht  der  Kubikeinheit  Wasser,  so 

ist  der  Druck  auf  bdx  =  /bxdx;  folglich  der  Druck 
auf  die  ganze  Wandfläche 

h 


(1)  yb  f  xdx  =  ^7bh2. 


Der  Druck  j^bxdx  auf  das  Flächenelement  bdx  strebe  eine 
Drehung  an  um  die  Kante  AB  als  Drehachse,  so  wirkt  dieser  Druck 
am  Hebelsarm  x,  sein  statisches  Moment  ist  daher  =/bx^dx;  folg- 
lich die  Summe  der  statischen  Momente  aller  Kräfte,  welche  auf  die 
Wand  wirken,  in  Bezug  auf  die  angenommene  Drehachse 


(2)     *  yb  r  x»dx  =  4-ybh». 


Denkt  man  sich  den  Gesammtdruck  (1)  in  einer  Tiefe  z  unter  der 
Drehachse  A  B  so  wirksam,  dass  sein  statisches  Moment  gleich  ist  der 
Summe  (2),  so  erhält  man 

iybh2.z  =  iybh», 
woraus  folgt 

z  =  f  h. 

Der  Angriffspunkt  der  Resultante  aller  parallelen  Kräfte,  welche 
auf  die  Wand  wirken,  liegt  in  einer  Tiefe  =  f  h  unter  der  Oberfläche 
des  Wassers.  Man  nennt  diesen  Angriffspunkt  den  Mittelpunkt  des 
Druckes  auf  die  Wand. 

Der  Druck  auf  eine  untergetauchte,  rechtwinkelige  Wand,  deren 
obere  Kante  um  h'  und  deren  nntere  um  h  unter  dem  Wasserspiegel 
]ie^  ist  vermöge  des  Differentials  )'bxdx: 


yb  r  xdx  =  4yb(h«~h'«) 

»/h'  2 


niHt  di«  Snmme  der  statischen  Momente  der  Kräfte ,  welche  normal 
saf  die  Wand  wirken,  in  Bezag  anf  eine  in  der  Oberflfichc  des  Wasaen 
liegende  Drehachse 

ybf  x"dx  =  |-j-b(h»-h"). 

Folglich  li^  der  Hittelponkt  des  Drackes  auf  diese  Wand  io  einer 
Tiefe  ant«r  dem  Wasserspiegel 

2  h'  -  h"  ^  2  h'  +  h  h'  +  h'" 
'  ~  3  h*  -  h'»       3  h  +  h' 

23ff.   larlianuler   Vrack  des  Vatiers   utt   elie    vertikale,   drel- 

kaatlge  fleßsiwaid.  Es  sei  ABC  (Fig.  82)  der  benetzte  Teil  der 
Wand,    die    horizontale    BaaiB  AB  =  b,    die   Dreiecks- 

höhe  =h. 

Man  lege  in  den  Tiefen  x  and  x  -|-  d  x  ooter  A  B 

zwei  horizontale  Linien  durch  die  Wand.    Die  erste  der- 
selben sei  y,  so  ist 

y :  b  =  h  —  X :  h,        y  =  -r-  (h  —  x). 

Folglich  das  Flitchenelement  zwischen  jenen  zwei  Horizontalen 

...._b,.   .,._ 


Bezeichnet  y   das   Gewicht  der  Enbikeinheit  des  Wassers,   so  ist 
der  Druck  anf  dieses  Fl&chenelement 

)■  X  y  d  i  =  y  -r-  (h  X  —  X*)  d  X. 

Folglich  der  Druck  anf  die  ganze  Wand 

(1)  ?^J\hi->i>)d<  =  irbh> 

nnd  die  Summe  der   statischen  Momente   aller  Kr&fte,   welche  normal 
anf  die  Dreiecksfi&che  wirken,  in  Bezog  anf  A  B  als  Drehachse 


(2)  ^^J^(hx»-x')dx  =  ^ybh'. 

Liegt  der  Mittelpunkt  des  Drackes  in  einer  Tiefe  z  nnter  der 
Oberfl&cbe,  so  mnss  das  Moment  Ton  (1)  gleich  dem  Momente  (2)  sein. 
Dies  gibt 

SSI.    inck   des   Vaisen  aif  die   (Inadliche   elaes  ejiiadrIscheB 

llefiuies  Mit  liarliaalaier  ichic.  Das  GefSss  sei  ganz  mit  Wasser  ge- 
fallt; durch  den  Mittelpunkt  0  (Fig.L68)  der  Kreisfläche  ziehe  man 
den  Halbmesser  0  A  =  R  vertikiü  aufwärts,  so  ist  A  ibr  höchster  Punkt. 
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Fig.  83.  MaD  ziehe  die   halbe  Sehne  m  d  hortzooUl,  setze 

Bogen  A  m  =  R  9P,  so  ist  die  ganze  Sehne  i&ngs  m  n 
=  2Rsin9'.  Nimmt  9>  um  d9  zn,  so  wUchst  der 
Abstand  A  n  ^  R(l  —  cos  9*)  om  sein  Differential,  d.  h. 
am  Rsinf^d?'-  Dadarch  entsteht  ein  horizoDtal  lie- 
gendes Flftcheaelemeot  von  der  Lunge  2  m  n  =  2  Rsin  9* 
and  der  Breite  R  sin  9*  d  7  >  es  ist  datier  dieses  Pl&chen- 
element 

d  F  =  2  R'  8in*(p  d  «f. 
Wenn  y  das  Gewicht  der  Knbikeiaheit  Wasser  bezeichaet,  so  ist 
(1)  Druck  auf  d  F  =  2  /  R'  sin'y  (l  —  cos  y )  d  f. 

Haltipliziert  man  diesen  Drack  mit  A  n  als  Hebelsarm,  so  erhBlt  man 
das  Moment  dieses  Drackes  fOr  eine  horizontale  Drehachse  darch  A. 
Also  ist,  wenn  (1  —  cos  y)*  entwickelt  wird 

(8)      Moment  =  2  y  R*  i»m*<p  —  2  sin'V  cos  9>  +  sin'V  cos»  y)  d  y. 

Die  Differentiale  von  (t)  nnd  (2)  massen  integriert  werden  «od  ^  =  0 
bis  9>  —  IT,  nm  Drnck  nnd  Moment  far  die  ganie  Kreisfläche  zn  er- 
halten.    Nan  ist  nach  den  Formeln  (10),  (6)  and  (14),  §  60 

I     sin^ydy  = -^,  sin'y  cos  9"  d  9"  =  0, 

j    8in»9'coB'9'd9i  =  J    (sin'V  —  sin*?) d  g>  =  -^ 8~~T' 

Folglich 

Dmck  anf  die  Grnndfliche  .  .  .  =  yR'ir; 
'  StaUsches  Moment  aaf  dieselbe  =  ^-^-R**. 
Der  Mittelpunkt  des  Drackes  aaf  die  ganze  GrnndfiSche  liegt  daher 
in  einer  Tiefe  nnt«r  dem  höchsten  Pnnkt  A  gleich 

JyR**:)'R»«-  =  |R. 

U2.  AllgeMciies  Tlrnrem  iker  dei  Inrk  Jei  Wassers  air  eUe 

Sefisswaad.  Es  sei  F  der  benetzte  Inhalt  einer  ebenen  GefKaswand. 
In  den  Tiefen  i  und  x-|-dx  vom  Niveaa  ziehe  man  in  der  Wand- 
fläche  zwei  horizontale  Linien.  Diese  beiden  Horizontalen}  sohl i essen 
ein  Fiacheneleroent  =  d  P  ein.  Folglich  liegt  der  Schwerpunkt  der 
Wand,  nach  §  134,  in  einer  Tiefe  nnter  der  Oberfl&cbe  des  Wassers 

fxdP 


Es   sei  Y  das   Gewicht  der  Kabikeinheit   Wasser.     Man   maltipli- 
ziere  diese  Formel  mit  ^F,  so  folgt 

yFz'  =  j-r«dF. 


Nan  ist  }-dP  der  Druck  des  Wassers  auf  die  Fl&cbe  dF  in  der  Tiefe  1, 
also  )-xdP   der  Drnck    anf   diese  FlScbe  in    der  Tiefe  x  ODd  somit 

II  I  xdF  der  Drock  des  Wassers  anf  die  game  Wand.     Perser  ist  Pz' 

das  Volumeo   einer  prismatischeo  Wassersäule  von   der  GraDdflfiche  F 
nod  der  HObe  %';  also  j-Fz'  das  Gewicht  dieses  WasserkSrpers. 

Hieraas  folgt,  dass  der  Nnrmaldrack  des  Wassers  aof  eine  beliebige 
ebene  GefSsswaad  gleicb  ist  dem  Gewicht  einer  prismatiscbeo  Wasser- 
siole,  welche  die  Wand  znr  GrandflSche  and  den  Abstand  des  Schwer- 
pnnkt«B  der  Wand  vom  Niveau  znr  Hfihe  bat.  Dreht  sich  also  die 
Wand  im  Wasser  um  ihren  Schwerpunkt,  so  bleibt  der  Normaldruck 
des  Wassers  anf  dieselbe  gleich. 

2S3.  Tiefe  der  Eliuackiig  eliei  keHegeaM  Cjlli^en  Ih  Wauer. 
Es  seien  R  der  Radius  uud  L  die  Lange  des  Kreiscylinders;  femer 
das  Gewicht  der  Rubikeinheit :  j-  des  Wassers  und  s  des  Cylinders. 
Die  Achse  des  Kreiscylinders  liege  horiiontal. 

Es  sei  A  (Fig.  84)  der  Mittelpookt  und  AB  p-     84 

der   vertikal    abw&rta   gehende    Halbmesser    der  '^' 

Grundfläche,  Der  Cylinder  tauche  bis  znr  Hori- 
Eontalen  G  E  ein.  Es  sei  ferner  R  a  =  Bogen  B  C 
und  R9!=  dem  variabeln  Bogen  Bn.  Geht  ^ 
in  9  4-  d9>  aber,  so  rucke  der  Punkt  n  nach  n'. 
Hau  lege  durch  diese  Punkte  horizontale  Ebenen 
darcb  den  Cylinder ,  so  liegt  zwischen  ihnen  ein 
Rfirperelement  von  der  Breite  2  Dn  ^  2Rsin  9, 
der  Länge  L  und  einer  Dicke,  welche  das  Diffe- 
rential des  Abstandes  B  D  =  R  (1  —  cos  9^),  also  =  R  sin  cpd  9>  ist  Sein 
Volumen  ist  daher  —  aR^LsiD^9>d9>. 

Wird  dieser  Aosdmck  innerhalb  der  Grenzen  9)  =  0  nnd  ^  =  a 
integriert,  so  erhält  man  das  Volumen  des  eingetauchten  Teiles  vom 
Cylinder,  also  auch  das  Volumen  des  verdrängten  Wassers.  Das  ge- 
nannte bestimmte  Integral,  mit  y  multipliziert,  gibt  das  Gewicht  des 
verdrängten  Wassers.  Setzt  man  dieses  Gewicht  gleicb  dem  Genidit 
des  Cylinders,  so  erhält  man 

8  R'  ir  L  =  2  R*  L  y  f"  sin'y  d  f 

oder  nach  Ansfähmog  der  Integration 

«■  —  =  «  —  -—  sin  2  B. 
Y  2 

Hieraus  kann  die  Tiefe  der  Taachnng  durch  Bestimmung  des 
Winkels  o  ermittelt  werden. 

Wird  der  Cylinder  durch  ein  Gewicht  P  so  belastet,  dass  die  Achse 
desselben  horizontal  verbleibt,  so  sinkt  der  Cylinder  tiefer.  Geht  hier- 
bei der  Winkel  a  in  0.'  Aber,  so  bat  man 


sR>irL+P=8R>LrJ^sinVdy 


Mithin  durch  Ansräfaraug  der  IntegratioD  and  durch  Sabtraktton 
P  =  R>  L  r  [(«'  -  «)  -  Y  (»In  2  *'  -  8i-  2  «)]. 

234.  A»lui  des  Vuien  t»  clicr  tcfHsg  ■■  I*4m  claet  Se- 
fiuies  bei  kMiUiter  Inckbäbc.  Der  Boden  des  Geßsses  sei  hori- 
zontal, der  Querschnitt  der  Oeffnang  =  a,  die  Tiefe  der  Oeffaung  unter 
dem  Wasserspiegel  oder  die  Drnckböbe  ^^  h,  die  An Bflussgesch windig- 
keit =  V  und  die  in  der  Zeiteinheit  abfliesseode  WassermeDge  ^  H. 

Indem  irgend  ein  Wassert  ei  leben  vom  Gewichte  p  vom  Niveau 
des  Wassers  bis  zar  OefToung  gelangt,  also  in  vertikaler  Richtung  den 
Weg  b  xorücklegt,  Dimmt  es  eine  Arbeit  =  ph  anf.  Allein  noter  der 
Oeffnnng  hat  es  eine  Geschwindigkeit   =  v,    also    nach   §  173    eine 

lebendige  Arbeit  =  ,  wenn  g  die  Beschlennignog  beim  freien  Fall 

bezeichnet.     Diese  Arbeiten  mflssen  gleich  sein,  worans  folgt 

■■-TT-    '  =  >^^ 

Die  Gescbwindigkeit  V  des  Teilchens  ist  also  ebenso  gross,   wie  wenn 
es  die  DrockbSbe  h  frei  durchfalleD  h&tte. 

Abgesehen  von  der  Kontraktion  oder  Zusammenziehung  des  Wasser- 
strahles beim  Darchgang  darch  die  Oeffnnng  ist 

M  =  av  =  aK  2gh. 
Diesen  Wert  von  H  nennt  man  auch  wohl  theoretische  oder  ideale 
Wassermenge. 

2K.  Aaslisi  des  Wassers  dirch  elae  recht wlikell|e  tefiiig  !■ 
der  Waid  elaes  Crfässes.  Die  Breite  der  Oeffuung,  horizontal  gedacht, 
sei  —  b,  die  konstante  Tiefe  der  obero  und  untern  Kante  der  Oeff- 
nnng QDter  dem  Niveau   —  h  und  H. 

Es  sei  (Fig.  85)  die  variable  Tiefe  irgend  eines 
Fig.  8ö.  Punktes  der  Oeffnung   unter  dem  Niveau  =  i.    In  den 

1  Hefen  x  und  x  -f  d  x  ziehe  man  zwei  horizontale] Linien 
l&ngs  der  Oeffnung,  so  schliessen  sie  ein  Fl&chen- 
element  =bdx  ein.  Für  alle  Punkte  dieser  unend- 
lich kleinen  Oeffnung  bdx  ixt  die  DruckhOhe  =  x,  also 
die  Aosflnssgesch windigkeit  =K8gx.  Mitbin  die 
Wassermenge,  welche  diese  Oeffnnng  per  Sekunde  liefert 

dM  =  bdxVligx 
und  die  Wassermenge,  weiche  durch  die  ganze  Oeffnnng  tritt 

M-bKii/'xTd,-|bK^(BKH-hVT). 


Ist  V  die  mittlere  Geschwindigkeit  des  Wassers  uoter  der  Oetfniing, 
betr&gt  die  Wassermeoge  per  Sekunde  =  b  (H  —  h)  v.     Durch  Gleich- 
dieaer  Werte  erh&ll  man 


v  =  4K2-g 


aKH-hKh 


Wenn  h  =  0,  so  reicht  die  OefTnnnK  bis  an  den  Wasserspiegel 
und  es  wird 

M  =  |-bHK2iH,       ,=  ^-yjgH. 

SIC.  AuIhi  des  Walten  datch  elie  trapeifirslge  teffaaag  \m  der 
Waid  eiaea  fiefiiies.  Die  beiden  Parallelen  derOeffnnng,  horizontal  vorans- 
gesetzt,  seien  b,  B  (Pig.  66)  und  ihre  vertikalen  Abst&nde  forn  Niveau  h,  H. 

Gs  sei  die  Tiefe  irgend  eines  Pnoktes  der  OefTnang  anter  dem 
Niveau  x  und  die  Breite  der  Oeffnnng  in  der  Tiefe  x  =  y,  so  ist 

„   ,     b-B  „       b-B 

lAsst  man  x  um  dx  wachsen,  so  bildet  sich 

ID  der  Oeffnang  ein  Pl&chenelement  =:ydx. 

Die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  das  Wasser 

durch  diese  unendlich  kleine  Oeffnnng  fliesst, 

ist  =f' 2gx;  folglich  die  durch  diese  Oeffnnng  tretende  Wassermenge 

per  Seknnde 

Nimmt  mau  dieses  Differential  iwiachen  den  Grenzen  x  =  h  bis  x  =  B, 
so  erh&tt  man  als  Aasflnsamenge  durch  die  ganze  Oeflianog 

Wenn  b  =  B  gesetzt  wird ,  so  geht  dieser  Auedmck  in  den  der 
vorigeo  Anfgabe  über.  Setzt  man  h  =  0 ,  so  reicht  die  Oetfnung  bis 
an  die  Oberflfiche  und  es  ist  alsdann  die  Wassermenge 


Hi  =  ~bHV"2gH- 


Der  erste  Teii  rechts  ist  die  Wussermenge,  welche  durch  das 
Rechteck  von  der  Breite  b  und  Hfihe  H,  der  zweite  Teil  die  Wasser- 
meoge, welche  durch  das  Dreieck  mit  der  unten  liegenden  Basis  b  —  B 
und  der  HShe  H  abfliesst. 

Wenn  B  =  0  oder  h  =  0,  so  wird  die  Oeffnang  ein  Dreieck,  das 
sich  anter  dem  Wasserspiegel  befindet. 

Wenn  b  =  0  und  zugleich  h  ^^  0,  so  verwandelt  sich  die  Oeffnong 
in  ein  Dreieck,  dessen  Spitze  bis  an  den  Wasserspiegel  reicht.  In 
diesem  Falle  wird  die  Wassermenge 


Ma  =  yBHK2gH. 

WeoD  abet  B  =  0  and  zogleich  h  =  0,  so  verwandelt  sieb  die 
OeffouDg  in  ein  Dreieck,  dsBieti  Basis  im  Wasserspiegel  liegt  aad  es 
wird  die  Was Berm enge 

M,  =  ^bHK2gH; 

Sind  die  DreiecksflBchen  in  den  beiden  letzten  Fällen  gleich  gross, 
80  verbalten  sich  die  Wsssermengen  Hs:Mi  =  3:2. 

2S7.  iMtlasi  des  Wkiicis  darch  elae  hrftsßnil|e  teffRiig  (■  itt 
TcrllhalM  Waid  elies  Cefiiiei.  Der  Halbmesser  BD  (Fig.  87)  der 
Oeffnnng  sei  =  r  nnd  die  Tiere  A  B  ihres  Mittelpunktes  B  nnter  dem 
Wasserspiegel  =  h 

Han  nenne  den  Winkel  A  B  D  =  9>,  so  ist  die 
horizontale  Sehne  DB  =  2rBin<iP  nnd  die  Tiefe 
dieser  Sehne  nnter  dem  Nivean  =h  — rcosijp. 
Diese  Tiefe  nehme  za  um  ihr  Differential,  also 
am  rsin9'd9>,  so  r9ckt  die  Sehne  DB  nm  diese 
GrOBse  rsiD9>d9  abwärts  nnd  es  bildet  sich  zwischen 
beiden  Sehnen  ein  Pl&chenelement  —  2r'Bin'9'd({p. 
Die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  das  Wasser  durch 
diese  kleine  Oeffnnng  tritt,  ist  ==  V  2  g (h  —  r  cos  y) ;  folglich  die  Ans- 
flnssmenge  dnrch  diese  Oeffnnng 

d  M  =  2  r'  sin'y  d  <P  V  2  g  (h  —  r  cos  y) 
oder 

dM  =  2r'y  aghsin'y  d  v{l—^<ioag>y- 

Unter  Anwendang  des  binomischen  Satzes  erhfilt  man 

dU  =  2r'V2ghBin*ydvx 

[l  _  J_  CO«  y  -  J^  cos>V  - -jl^  cosV  - -J^  cos*y  ~  . .  ]. 

Da  wir  h>T  voranssetzen ,  so  nehmen  die  Glieder  der  Reihe  in 
der  Klammer  rasch  ab.  Es  kann  also  dieses  Differential  rechts  als 
angen&herUr  Wert  von  d  H  angesehen  werden.  Die  Ansflassmenge  fBr 
die  ganze  Oeffnacg  wird  erhalten,  wenn  man  rechts  von  y  =  0  bis  9>  =  « 
integriert.     Man  setze  sin^ip  =  1  —  cosVi  so  kommt 

P  (1  —  C08*y)  d  *>  =  *-,  y  {eoatp  —  cosV)  d  y  =  0, 

j     (cos V  —  co«*V)  d  v  =  y,      y  (eos'v  —  cos^)  d  ?  =  0, 

I      (C08*V  —  C08*y)  <•  y  =  T^'  BtC. 
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Mit  Hilfe  dieser  Werte  wird  das  Integral  der  obigen  Formel 

Reicht  der  Kreis  bis  an  die  Oberfläche  des  Wassers,  so  ist  h  ="  r 
nnd  die  drei  ersten  Glieder  in  der  Klammer  geben  987 :  1024.  Folg- 
lich wird  in  diesem  Falle  die  Aasflassmenge  ann&hernd 

_987^   2     yy— 

238.  Eitleerea  elies  nit  Wasser  gefilltea^  prisnatischea  (iefasses 
durch  eise  •eiBiDg  in  %%itm.  Die  Grnndflftche  des  Gefftsses  liege 
horizontal.  Es  finde  während  der  Entleerung  kein  Wasserznflass  statt. 
Es  sei 

A  der  horizontale  Qoerschnitt  des  Gefässes, 
a  der  Querschnitt  der  Oeffnang  im  Boden, 
h  die  anfängliche  Höhe  des  Wasserspiegels  über  dem  Boden, 
X  die  Höhe  des  Wasserspiegels  über  dem  Boden,  nachdem  das  Was- 
ser t  Sekunden  lang  abgeflossen  ist, 

V  die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  der  Wasserspiegel  im  Gefltose 
in  dem  Augenblicke  sinkt,  in  welchem  die  Druckhohe  =  x  ist  und 

V  die  Ausflussgeschwindigkeit  des  Wassers  bei  der  Druckhohe  x. 

Da  die  Geschwindigkeit   v   der  Druckhohe  x  entspricht,    so    ist 

y  =  V2gx.     Da  ferner  durch  beide  Querschnitte  A  und  a  die  gleiche 
Wassermenge  strOmt,  so  wird  AV  =  av  sein.     Hieraus  folgt 


a 


Geht  die  Zeit  t  über  in  t  +  d  t,  so  wird  x  zu  x  —  d  x ,  d.  h.  in  dem 
Zeitelement  dt  sinkt  der  Wasserspiegel  um  dx.  Es  haben  daher  dt 
und  dx  entgegengesetzte  Zeichen.  Die  Differentialformel  der  Bewegung 
dx  =  ydt  (§  153)  geht  also  über  in  dx  =  —  vdt.  Setzt  man  hierin 
obigen  Wert  von  V,  so  folgt 

dx=  --|-V2gxdt 

oder,  indem  man  der  Integration  wegen  die  Variabein  sondert 

A  -- 

dt= ?^=-x     'dx. 

ar2g 

Wird  diese  Gleichung  integriert,  so  kommt 

t= r^. 2x^+0. 

aK2g 

Für    den    Anfang    der    Bewegung    ist  t  =  0  und  x  =  h.      Diese 

Werte  geben 

A  ± 

0= r^^^.2h2+C. 

aK2g 
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Zieht  man  diese  Gleichung  von  der  vorigen  ab,  so  erhSIt  man 

aK  2g 
Hieraas  ergibt  sich  die  Tiefe,   am  welche  das  Wasser  in  t  Sek.  sinkt 

Die  Zeit,  welche  zam  gänzlichen  Entleeren  des  GeAsses  nOtig  ist, 
sei  T.  Man  erhält  diese  Zeit,  wenn  man  in  der  zweitletzten  Gleidinng 
X  =  0  setzt  and  t  mit  T  vertauscht.     Somit  ist 


— l/— ■ 


Bliebe  die  DrnckhOhe  konstant  =  h,  iadem  das  abfliessende  Was- 
ser durch  einen  gleichen  Zoflass  ersetzt  würde,  so  w&re  die  Ansflass- 
geschwindigkeit  =  V'^gh  nod  die  in  der  Sekande  aastretende  Wasser- 
menge,  ohne  Rficksicht  anf  die  Kontraktion  des  Wasserstrahles 
=  aV^gh.  Sollte  nan  in  t'  Seknnden  eine  Wassermenge  =  Ab  ab- 
fliessen,  so  m9sste  sein  A h  =  a V 2gh ■  t',  d.  b. 


t'^ 


aK    2g 


Nan  ist  t'  =  ^  T,  folglich  die  znr  Bntleemng  des  Geßases  nOtige 
Zeit  doppelt  so  gross  als  die  Zeit,  in  welcher  dieselbe  Wassermenge 
bei  gleichbleibender  DrnckhChe  abfliesst. 

tSf.   Bntleerei  eiacs  mit  Wasser  geNUt»   pyramtdalei  fiefissei. 

Das  Geftss  habe  die  Gestalt  einer  abgestumpften  Pyramide  (Fig.  86). 

Die  kleinere  Grandfl&che  sei  anten  und  liege  horiiontal.  Es  bezeichne 
A  die  Fläche  des  Wasserspiegels  beim  nrsprflnglichen  Wasserstand, 
A'  die  Fl&che  des  Wasserspiegels,  nachdem  t  Sekunden  lang  Wasser 

abgeflossen  ist, 
a  die  Fl&cbe  der  Oeßnang  im  Boden  des  Gefftsses, 

V  die    Geschwindigkeit,    mit    welcher    die    Wasseroberflilche    nsch 
t  Sekunden  sinkt, 

V  die  AnsflossgescbwiDdigkeit  nach  derselben  Zeit, 

H,  h  die  Hohe  des   ursp ränglichen   Wasserstandes  und  der  Boden- 

fl&che  nber  der  Spitze  der  Pyramide  nnd 
X   die  Hohe  des  Wasserspiegels   nach  t  Sekunden    über  dem  Boden, 
p,     oa  Vermöge   der   pyramidalen   Form    des   Gettsses 

hat  man 

A':A  =  (x  +  h)»:H'. 
Da  dnrch  alle  Qoerscbnitte   die  gleiche  Wassermenge 
fliesst,   so   muss  aach   sein   A'V  =  av.     Setzt  man 
die  beiden  Werte  von  A'  einander  gleicb  and  bernck- 
sichtigt,  dass  v  =  V  2  g  x,  so  folgt 

v-i-     "'     Viü 


(«    X 
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Nimmt  t  am  dt  zq,  so  vermindert  sich  x  am  dx.  Die  Differential- 
formel der  Bewegang  dx  =  Vdt  wird  also  hier  dx  =  —  Ydt.  Setzt 
man  den  Wert  von  V  hier  ein,  so  folgt 

oder  nach  einigen  Redaktionen  behafs  Sonderang  der  Veränderlichen 

h^x    2  +2hx2  +xMdx. 
Die  Integration  dieser  Formel  gibt 

1  3  5 

Ffir  t  =  0  wird  x  =  H  —  h  =  h'.    Hierffir  gibt  Gleichung  (1) 

1  3  5 

0  =  -  (2  h»h'^  +  y  h  h'"»"  + -|- h'"^ )  +  C. 

« 

Zieht  man  diese  Gleichung  von  (1)  ab,  so  kommt 

-^  H>  y2i .  t = 2  h«  (Kh' -  VI) + 4  h  (»»' Kh' -  X  y^) 

A  ö 

+  y(h'«rh'-X»l/l)- 

Entleert  sich  das  Gefäss  ganz,  so  wird  x  =  0;  der  entsprechende 
Wert  von  t  sei  T,  so  ist 

^'^         ^=  aH«K2i  (^^'V^'  +  h'^'^'  +  h^y^^- 

Wenn  die  BodenflSehe  so  nahe  an  der  Spitze  der  Pyramide  liegt, 
dass  man  ohne  wesentlichen  Fehler  h  =  0  and  h'  =  H  setzen  kann, 
so  folgt  ans  (2) 


=  AAl/j. 
5   a  K    2g' 


(3)  T  =  -- 

Es  sei  t'  die  Zeit,  welche  nötig  ist,  damit  aas  diesem  Gefässe 
bei  konstanter  DrackhGhe  eine  Wassermenge  =  ^  A  H  aasfliesse,  so  ist 

4-AH  =  aVTgH-t' 
0 

oder 

Darch  Vergleichang  von  (3)  and  (4)  folgt  T:t'  =  6:5,  d.  h.  die 
zam  Entleeren  des  ganzen  Gef&sses  nötige  Zeit  T  ist  %  mal  grösser 
als  die  Zeit  t',  innerhalb  welcher  eine  gleiche  Wassermenge  bei  der 
ursprünglichen  konstanten  Drackhöhe  abfliesst. 

15» 
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24#.  Bitleem  Hies  knueirörBlgei  (leniiei  tank  elie  u  itt 
tlehtn  Stelle  der  Kneel  brfiidlicbe  tcriung.  Der  iooere  Halbmeaser 
des  Gef&sses  sei  r,  der  horizoDtale  QaerHchnitt  der  Oeffaang  a  und 
der  nrspr  QU  gliche  Wasserstaad  B  D  (Fig.  89)  über  der  OeffoiiDg  h. 

Der  Wasserapiegel  senke  sich  wihrend  t  SelcDDdeD  von  B  nach  C ; 

es   sei   daher  der  Wasserstand  DC  nach  dieser  Zeit  =x,  der  Inhalt 

der  Wasseroberfläche   nach   der  Zeit  t  — A,  die  Geschwindigkeit,   mit 

welcher    der    WaBserspiegel    nach    t  Sekunden    sinkt 

Fig.  89.  =^T,    die  Geschwindigkeit    des   Wassers    unter    der 

I   Oefi'naag  nach  dieser  Zeit  =  v.     Da  durch  die  Qaer- 

scbnitte  A  and  &  gleich  viel  Wasser  fliesst,  so  wird 

seia  AV  — av.     Allein  es   ist  auch  v  — V^2g]c  und 

A  =  [r*  -  (r  -  %)']  «  =  (2  rx  -  x")  ir. 
Polglich 


7r(2rx- 


WSbrend  t  in  t  +  dt  übergeht,  wird  : 
formel  dz  =  Vdt  wird  also  hier  dx  = 
Wert  von  V  ein,  so  kommt 


Is;   die   Differential- 
Fahrt  man  obigen 


Die  Integration  dieser  Gleichang  gibt 


aK2 
BD  ist  t^ 


>.     Diese  beiden  Werte  gebei 
nt 


Durch  Snhtraktion  beider  Gleichungen  kommt 

a  K  2g   L  ^ 

Dieser  Wert  von  t  ist  die  Zeit,  welche  nötig  ist,  damit  der  Wasser- 
spiegel am  BC  =  h  — X  sinke.  Setzt  man  hierin  i  =  0,  so  erh&lt 
man  die  Zeit  zum  Entleeren  des  Geßsses 


2Th/2r        hN|/h 
a     V  3  bjy    2g 

tzt  wird,  so  erhült  i 

SS  es 

15       a,     y    2e 


Wenn  hierio  b  =  r  gesetzt  wird,  so  erhült  man  die  Zeit  znm  Ent- 
leeren des  halbgefällteo  GeKsses 


WeDD  dagegen  h  =  3  r  wird,  so  erhUt  man  die  Zeit  cnm  Entlee- 
ren des  ganc  gefüllten  GefKasee 
16 


Hithin  verhalten  sich  die  beiden  leUten  Zeiten  Ti :  Ti  =  14 :  16  VT, 
also  aelir  annähernd  wie  5:8. 

MI.  Seibnsg  iti  Waiien  li  clier  cfllsdrliehei  lad  ktnltchei 
■Ahrealcitiig.  Bei  einer  cylindrischen  RAhrenleitnng  sei  L  die  L&nge, 
r  der  innere  HalbmesBer,  v  die  Geschwindigkeit  des  Wassers  per 
Sekunde  und  h  das  Geßlle,  welches  Iftngs  des  Weges  L  darch  die 
Reibnng  des  Wassers  an  der  ßAhrenwand  konsumiert  wird. 

BrfahrungsgemKss  ist  h  proportional  der  OberflÜcbe  SrwL,  längs 
welcher  die  Reibnng  stattfindet,  verkehrt  proportional  dem  Qaer- 
schoitt  r^ff  der  Leitung  und  abh&ngig  von  einem  Faktor  von  der 
Form  Bv  -|-  bv^,  worin  a,  b  konstante,  durch  Versoche  in  bestimmende 
Grfissen  bezeichnen.     Es  ist  mithin 

(1)  h»^i^(.,  +  b.')  =  ^(a.  +  b.»). 

Das  in   dieser  Formel   enthaltene  Gesetz  soll  nun  auf  eine  koni- 
sche Rohre  übertragen  werden.     Es  seien  (Fig.  90) 
L  =  AD  die  Acbsenlänge  der  ROhre, 
R,r  die  Radien  der  Grandflftche  des  Kegels  in  A  nnd  D, 
x  =  AB  ein  variables  Stück  der  Achse, 
y  =  BB'  der  Radius  der  RObre  an  der  Stelle  B, 
D,  V  die  Geschwindigkeiten  in  den  Qoerscbnitten  y'ir  und  t^it, 
h,H  die  Gef&Ilsvertaste ,  welche  die  Reibnng  des  Wassers  Iftngs  der 

Wege  X  nnd  L  hervorbringt  nnd 
a  der  Winkel,  welchen  die  Kante  des  Kegels  mit  der  Achse  bildet. 
Man  lasse  x  in  x-{-dx  =  AO  übergehen,  so 
wird  y  zn  y  -  dy  =  CC  and  h  zn  h  +  db.    Zieht  Fig.  90. 

man  C'E  parallel  znr  Achse,  so  gibt  das  anendlich 
kleine,  rechtwinkelige  Dreieck  B'CE  die  Relation 

(2)  C  B'  =  - 

< 

wahrend   somit  ein  Kegelmantel   von  der  Kanten- 

ISnge  B'  C  durcblanfen  wird,  konsumiert  die  Reibung 

ein  Geftlle  =  dh.     Wendet  man  daher  Formel  (1)  auf  diese  nnendlich 

kurze  Kegetflfiche  an,  so  erhält  man  unter  Benatzang  von  (2) 

(3)  dh=      ^"^^     (an  +  bn"). 

ycosci  ' 

Da  aber  durch  die  Querschnitte  y'ir  nnd  r'v  gleichviel  Wasser  geht, 
so  ist  y'  n  =  r'  V  nnd  da  ferner  d  x  =  —  d  y  cotg  a,  so  geht  Formel  (3) 


2dy 
sin« 


(^+^). 


—     230 

Die  Integration  dieser  Formel  gibt 


sm  a  \  y*  2  y*  / 


Fär  h  =  0  wird  y  =  R  und  für  b  =  H  wird  y  =  r.  Vermittelst 
dieser  gleichzeitigen  Werte  erb&lt  man  ans  (4) 

_    r^v    /  a         br*v\ 

und  dnrch  Subtraktion  dieser  zwei  Gleichnngen 

FQr  r  =  R  wird    diese    Formel    unbestimmt,    während   man    die 

Formel  (1)  für  den  Cylinder   erhalten  sollte.     Zu  diesem  Zwecke  be- 

p j. 

zeichne  man  die  Kante  des  Kegels  mit  s,  so   ist  sin  a  = ;  folg- 

s 

lieh  gibt  Formel  (5) 

r^vs  r    R^-r^        br^v   R^-r^"] 
R~rL*     R»r«     "^      2         R*r*    J 

oder  indem  man  die  Division  mit  R  —  r  ausfuhrt 

(e)        H-..[.5+-'  +  i^(51i4»±l)]. 

Setzt  man  nun  in  (6)  r  =  R,  so  wird  s  =  L  und  man  erhält  in 
der  That  die  Formel  (1)  für  die  cylindrische  Leitung. 

Man  schreibe  die  Gleichung  (5)  wie  folgt 

Ist  nnn  r  sehr  klein  gegen  R,  so  kfinnen  die  Yerblltnisse  r^:R' 
und  r*:R*  gegen  die  Einheit  Ternachlissigt  werden  and  man  erb&It, 
wenn  man  noch  R  —  r  =  s  sin  a  setzt 


H=: 


_8_/  .     bv>\ 


242.  Sttss  des  Wassers  gegen  eine  feste  Ebene.  Diese  Ebene  be- 
finde sich  im  unbegrenzten  Wasser,  senkrecht  zur  Richtung  der  Be- 
wegung des  Wassers.  Der  Stoss  des  Wassers  ist  proportional  dem 
Inhalt  F  der  Fläche  und  nahe  proportional  dem  Quadrat  der  Ge- 
schwindigkeit ▼  des  Wassers.  Bezeichnet  daher  c  eine  Konstante,  so 
wird  der  Stoss  P  des  Wassers  annähernd  sein 

P  =  cFv^ 

Bildet  die  Richtung  der  Bewegung  des  Wassers  mit  der  Ebene 
einen  Winkel  =  a,  so  zerlege  man  die  Geschwindigkeit  v  in  die  bei- 
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den  SeitflngeschwindigkeiteD  v  cos  a  nnd  v  sin  a.  Hit  der  erstero  dieser 
SeitengeschwiDdigkeiten  gleitet  das  Wasser  parallel  zur  Ebene  fort,  ohne 
Stosa  bervorzDbringen ,  w&brend  die  Ebene  mit  der  Geschwindigkeit 
*  sin  a  senkrecht  getroffen  wird.  Vertaascbt  man  daher  in  der  obigen 
Formel  v  mit  v  sin  a,  so  erhalt  man  als  gesachten  Stoss 
P  =  cF»'Bin>o. 

%i%.  Stui  des  Valien  geget  elMH  Keg«l.  Der  Regel  liege  im 
unbegrenzten  Wasser.  Dieses  Wasser  bewege  sich  mit  einer  Geschwin- 
digkeit T  in  der  Richtong  der  Achse  des  Kegels  gegen  dessen  Mantel- 
fläche. Die  Achsenlänge  des  Kegels  sei  =  b ,  der  Halbmesser  der 
Gmodfläche  =  r,  der  Winkel,  welchen  die  Kante  mit  der  Achse  bil- 
det =  o. 

Der  AchsenlKnge  AB  =  x  (Fig.  91)  entspreche  p.     „. 

ein  Radias  BC  =  y,  so  wird  fOr  s  +  ds  =  AD  der  ^' 

Radina  y  -{-  dy  =  DB.     Han  ziehe  CF  parallel  zur 
Achse,  so  ist  im  rechtwinkeligen  Dreieck  CEF  die 
dy 

Hypotenuse   CE  =  — : . 

■"^  sin  a 

Man  drehe  das  Eantenelement  CB  am  die 
Kegelachse,  nm  einen  nnendlich  kleinen  Winkel  <f, 
so  beschreibt  es  einen  Weg  =  fj,  siso  eine  FIfiche' 

=  —r — —■     Gegen  dieses  Fläcbenelement  strOmt 

sin  a 
das  Wasser,  parallel  zur  Achse,  mit  einer  GeschwiDdigkeit  HC  =  v, 
also  ist  die  Geschwindigkeit  gegen  das  Fl&chenelement  in  normaler 
Richtung  GG  — Tsina  and  diejenige  parallel  zar  Kante  RC  =  vcosa. 
Diese  letztere  bringt  keinen  Stoss  hervor,  w&brend  der  erstem  ein 
Stoss  =  c^iT'ydysina  entspricht. 

Dieser  Stoss  werde  durch  das  Parallelogramm  der  KrSfte  zerlegt 
in  eine  Kraft  G J  =  c9>v'ydysinacosa  senkrecht  und  in  eine 
JG  =  c9'T^ydysin*cE  parallel  znr  Achse.  Die  erstere  Kraft  wird 
durch  eine  gleiche  und  entgegengesetzte  aufgehoben.  Erweitert  man 
den  Winkel  9'  zn  2  7r,  so  erh&lt  man  ans  der  letztem  den  Stosa  dP 
anf  eine  Eegelfl&che,  deren  Kante  GE  ist,  gleich 

d  P  =  JC  ■  -^  =  2  TT  c  v"  sin*a  ■  ydy. 

Mithin  der  Stoss  P,  parallel  zur  Achse,  anf  die  ganze  KegelflSche 

P  =  2wcv*sin*a  I    ydy  =  CTrr"  v'sin'«, 

oder  da  sin'ot  =    „  ,  .  -  ,  so  wird 
r"  +  h* 

P  =  cnrr'v>-j4^. 
r^  +  h' 

Wird  h  =  0,  so  erh&lt  man  den  Stoss  des  Wassers  auf  die  Grnnd- 
fläche  =c7[^'v^     Folglich   verhSlt  sich  der  Stoss  gegen  die  Hantel- 


fl&che  znm  Stoss   gegen  die  GrQDdflkche,  immer  in   der  BicbtoDg  der 
Achse  gedacht,  wie  r^:r'  +  h'. 

Die  TorHtebende  Formel  gilt  aocb,  wenn  man  daa  Wasser  nihend 
und  den  Kegel  in  Bewegung  denlct.  Ebenso  gilt  sie,  wenn  man  statt 
Wasser  die  Luft  oder  ein  anderes  Medinm  voraussetzt. 

244,  Sl«iB  tu  Waiien  gegei  eine  Kagel.  Die  Kagel  befinde  sich 
rnhend  in  einer  unbegrenzten,  bewegten  Wassermaase.  Der  Radius  der 
Kngel  sei  r,  die  Geschwindigkeit  des  Wassers  v. 

Der  Mittelpnnkt  der  Kngel  sei  in  H  (Flg.  93), 
Fig.  92.  jjg  Bewegung  des  Wassers  erfolge  in  der  Rich- 

tung des  Halbmessers  AM  gegen  die  KagelflBche. 
Der  Radios  HB  mache  mit  MA  einen  Winkel  =  et, 
so  dass  der  Bogen  AB  eines  gröasten  Kreises  der 
Kngel  =  r  a  wird.  Man  lasse  rBnmBB'  =  rda 
znnetmien  und  drehe  dieses  Bogenelemeat  nm  AH 
als  Achse  nnd  zwar  am  einen  nnendlich  kleinen 
Winkel  <p,  so  beschreibt  es  einen  Weg  =  r  9f  sin  a, 
da  der  Halbmesser  B  H  der  Drehnng  —  r  sin  a. 
Also  ist  das  von  rda  iKschriebene  Fläcbenelement 
=  r^  9  ein  et  d  a.  Gegen  dieses  Flüchenelement 
strOmt  das  Wasser  mit  einer  Geschwindigkeit  C  B  —  v  in  der  Rich- 
tung AH;  mithin  ist  die  Geschwindigkeit  des  Wassers  in  der  Rich- 
tung der  Tangente  an  die  Kngel:  BB  =  vsina,  and  die  Geschwindig- 
keit normal  znm  FISchenelement:  DB  =  TCOBa;  folglich  der  Stoss  anf 
das  Flächenelement  =  cr^^^sinada-  v^cos^o:.  Hau  zerlege  diese 
Kraft  dnrch  das  Parallelogramm  DFBJ  in  zwei  Seitenkräfte ,  wovon 
die  eine  JB  senkrecht  and  die  andere  FS  parallel  znr  Richtang  von 
AH  wirkt.  Die  erstere  Kraft  wird  darch  eine  gleiche,  entgegengesetzte 
Kraft  aufgehoben.  Die  letztere  Kraft  ist  —  cr^  t*  9)sin  a  cos'otd  a. 
Han  mache  mit  dem  Bogenelement  BB'  eine  volle  Drehung  um  AU 
als  Achse,  so  erweitert  sich  ff  zu  2n;  also  ist  der  Stoss  gegen  eine 
Zone  von  der  Breite  8  B' 

d  P  =  2  c  TT  r*  v'  sin  «  cos'k  d  w. 

Mithin  der  Stoss  des  Wassers  gegen  die  der  StrOmung  zugekehrte  H&lfte 
der  Kogel,  indem  man  nach  §  60,  Formel  (7),  integriert 


P-2c7rr*v*        sinacos^ad 


r- 


Der  Stoss  des  Wassers  gegen  den  grOssten  Querschnitt  der  Kugel 
in  normaler  Richtang  znm  Schnitte,  ist  =c7ir'v'.  Polglich  betrBgt 
der  Stoss  auf  die  OberflUcbe  der  Kngel  nur  die  Hälfte  von  diesem. 

Denkt  man  sich  diesen  grOssten  Schnittkreis  der  Kugel  als  Grund- 
fläche eines  Kegels  mit  der  Spitze  in  A,  so  wird  der  Stoss  auf  diese 
RegelflÜche  nach  §  243  wegen  b  =  r  ebenso  gross  wie  anf  die  Halb- 
kagelflücfae. 
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XIX.    Vermischte  Aufgaben. 

241.  ZiMhae  eiies  Rtipitals  durch  selae  Zinsen.     Es  bezeichne: 

a,  A  das  gegenwärtige  nnd  zukünftige  Kapital, 

z  der  Zinsfoss,  also  z.  B.  z  =  1,04,  wenn  das  Kapital  za  4  Prozent 

angelegt  wird  und 
t  die  Anzahl  Jahre,  während  welcher   a  za  A   heranwächst,    wenn 

der  Zins  jeweilen  zam  Kapital  geschlagen  wird. 

Erste  Annahme.  Der  Zins  werde  je  am  Ende  eines  Jahres 
fällig  nnd  zinstragend  znm  Kapital  gelegt.  Dadurch  wird  das  Kapital 
sammt  Zins  nach  dem  ersten  Jahr  =  az,  nach  dem  zweiten  =  az^  etc. 
und  nach  t  Jahren,  das  mit  A'  bezeichnet  werde: 

(1)  A'  =  a  z\ 

Zweite  Annahme.  Es  werde  der  Zins  jeden  Augenblick  zum 
Kapital  geschlagen,  das  Wachstum  des  Kapitals  erfolge  also  nicht  ab- 
satzweise, sondern  stetig,  ahnlich  demjenigen  einer  Pflanze.  Es  werde 
die  Zeit  t  in  die  Elemente  dt  zerlegt,  so  kann  man  annehmen,  es  er- 
folge die  Kapitalznnahme  stetig,  wenn  die  Zinsen  je  nach  solchen  Zeit- 
teilen dt  zum  Kapital  kommen. 

Während  nun  t  in  t  4*  d  t  übergeht,  wird  A  zu  A  -[-  d  A ;  also  ist 
dA  der  Zins,  welchen  das  Kapital  in  der  Zeit  dt  abwirft.  Dieser 
Zins  ist  aber  auch  =  (z  —  l)Adt;  daher  die  Gleichung 

dA  =  (z  — l)Adt 

und  indem  man  mit  A   dividiert  und  integriert 

(2)  logA==(z-l)t+C. 

Wird  t  =  0,  so  geht  hierin  A  in  a  über  und   Gleichung  (2)  gibt 

log  a  =  C. 
Zieht  man  diese  Gleichung  von  (2)  ab,  so  ist 

(3)  log  -^  =  («  -  1)  t. 

a 

Folglich  auch,  indem  man  mit  e  die  Basis  der  natürlichen  Logarithmen 
bezeichnet  und  von  den  Logarithmen  zu  den  Zahlen  übergeht 

(4)  A  =  ae(— »>*. 

Der  Wert  A  ist  grösser  als  A',  was  wie  folgt  gezeigt  werden  kann. 
Man  nehme  von  (1)  die  Logarithmen,  so  kommt 

A' 

log =  t  log  z. 

a 

Setzt  man  nun  z  =  1  +  p,  also  z.  B.  für  4   Prozente  p  ==  0,04  und 
entwickelt  log(l-f  p)  nach  §  63  in  eine  Reihe,  so  wird 

(5)         i.,41=.(p-iL  +  il_^  +  ..). 
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Da  aber  aacb  nach  Gleicbaog  (3) 

(6)  *^8  ~r  ""  *  P' 

80  erhält  man  dnrcb  Subtraktion  der  Gleichung  (5)  von  (6) 

Für  p  <  1,  was  in  der  Regel  der  Fall  ist,  wird  die  Reibe  in  der 
Klammer  positiv ;  also  wird  aacb  A  >  A'  für  jeden  positiven  Wert 
von  t.     Far  den  Gren^fall  t  =  0  wird  A'  =  A,  wie  es  sein  soll. 

Für  p  =  1,04  and  a  =  100  ergibt  sich  ans  (1),  (4)  ond  (7)  fol- 
gende Zasammenstellang 

A 

w*  A  •  A» 


A'* 

1  Jahr     104,000     104,081     1,00078 

2  y,  108,160     108,229     1,00156 

3  „      112,486     112,749     1,00234 
10   »      148,024     149,182     1,00782 

100   „      505,045     545,982     1,08104 

24C.   AksahHe  der  Licbtiiteiiitat  !■  Wasser   nid    in   der   Laft. 

Wenn  sich  Licht  im  Wasser  oder  in  der  Laft  fortpflanzt,  so  wird  seine 
Intensität  geschwächt. 

Man  nehme  die  Lichtmenge  beim  Eintritt  in  das  Medium  zur  Ein- 
heit an  und  bezeichne  mit  m  die  Lichtmenge,  welche  im  Medium  bis 
zum  Wege  x  vordringt,  so  wird  m  eine  Funktion  von  x  sein.  Geht  x 
in  X  -{-  d  X  über,  so  wird  m  zu  m  —  d  m.  Die  Aenderungen  d  x  und  d  m 
haben  also  entgegengesetzte  Zeichen.  19 un  ist  der  Verlust  d  m,  welcher 
längs  des  unendlich  kleinen  Weges  dx  eintritt,  diesem  Wege,  sowie 
der  noch  vorhandenen  Lichtmenge  m  proportional,  so  dass  man  für 
konstante  Medien  hat 

,  mdx 

—  d  m  = , 

a 

worin  a  eine  Ronstante  bezeichnet,   welche  von  der  Natur  des  Mittels 
abhängt  und  durch  Versuche  bestimmt  werden  muss. 
Aus  der  vorstehenden  Gleichung  folgt 

dm  _       dx 
m  a  ' 

und  wenn  man  integriert 

log  m  = h  C. 

a 

Beim  Eintritt  des  Lichtes  in  das  Medium  ist  x  =  0,  m  =  1.  Ver- 
möge dieser  beiden  Werte  gibt  die  letzte  Gleichung  0  =  G ;  folglich 

X 

log  m  := ,         m  ==  e    •, 

^  a 


der  EoDstaDten  a  die  Grftsse  a  —  2  b  t,   worio  b  eioe  Konstante   sein 
soll,  so  kann  man  statt  (1)  schreiben 

—  =  (-a  +  2bt)dt. 

Hieraus  folgt  durch  Integration 

logu  =  -at  +  bt'  +  C. 
Pär   t  =  0    wird    n  =  ü.      Hierffir    wird    log  Ü  =  C.      Zieht    man 
diesen  Wert  der  Konstanten  ab,  so  kommt 

log-^=  -at  +  bt». 
(4)  Q  =  De'-"+'"'. 

Dieses  Gesetz  (4)  entspricht  den  Beobachtangen  besser.  Zwei 
dnrch  Beobachlnng  ermittelte  Werte  von  n  nnd  t  reichen  bin,  die 
Konstanten  a,  b  für  einen  nnd  denselben  Körper  zn  bestimmen. 

34§.  Rrwiraug  Itgni  ciae«  phjRlichen  PaRktes  U  4er  Atasiphärc 
dirch  die  wm  der  Rrde  aa^cstrahlie  Warae.  Wir  nehmen  au,  die 
InteusitSt  der  Wärmeatrahlen,  welche  von  der  Erde  ans  nach  irgend 
einem  Punkte  des  Ranmes  gelangen,  verhalten  sich  direkt  wie  die 
Grösse  dP  des  Elementes  der  atrahlenden  Fläche,  direkt  wie  der 
Sinns  des  Ansflnsswinkeh,  d.  h.  des  Winkels  9*1  welchen  der  aus- 
gehende W&rmestrabl  mit  der  Ebene  des  Elementes  dP  macht  nnd 
umgekehrt  wie  das  Quadrat  der  Bntrernung  r  des  physischen  Punktes 
im  Raum  vom  Element.  Bezeichnet  daher  k  eine  Konstante,  so  wird 
der  Ansdrack  der  Erwärmung  durch  das  Element  dP  sein 

Nun  sei  A   (Fig.  93)   der  physische  Punkt   in  der  Atmosphäre, 
M  der  Mittelpunkt  der  Erdkugel  und  AE   eine  Tangente  an  dieselbe. 
Dreht  man   das  Dreieck   A  E  M   um  A  H ,    so 
-.     .g  beschreibt  der  Pankt  E  die  kreisförmige  Grenze 

"'  derjenigen  Kugelkalotte,  welche  Wärme  nach  A 

ansstrahlt.      Wir    setzen    voraus,    dass    diese 
Wärme  gleichförmig  über  die  Kalotte   verteilt 
sei,    bestimmen    das    Pläcbenelement  dF   der 
Kalotte,    seine    Neignng    zu    der  Richtong    der 
Wärmestrahlen   und   dräcken  beide,  sowie  sei- 
nen Abstand  r  von  A  dnrch  eine  Variable  ans, 
fnhren  diese  Werte  in  (1)  ein  und  integrieren 
den  entstandenen  Ausdruck  zwischen  den  Gren- 
zen,   welche  der  ganzen  Kalotte  entsprechen, 
so  erhält  mau  die  gesuchte  Erwärmung  W  des 
Punktes  A. 
Zu   diesem  Zwecke   lege   man   längs  A  E  und  A  M   einen    Schnitt 
dnrch   die   Kugel,    so   ist  die   Mittelponktsgleicbung  des   entstandenen 
Kreisschnittes,  wenn  R  den  Halbmesser  der  Erde  bezeichnet 
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(2)  y«  =  R»  -  x\ 

wobei    wir    die    Ordiaaten   y    aaf  MA    nehmen.      Im   Kreispankte  B, 

dessen  Koordinaten  x,  y  sind,  liegt  das  Bogeneleinent  V^dx^-f~dy^, 
darcb    dessen    Rotation    am    die    Achse  MA    ein   Flächenelement  = 

2ir  X  l^dx^  +  dy*  beschrieben  wird.  Mit  Hilfe  von  (2)  ist  dieses 
Flächenelement  =  2  t  R  d  y.  Dieses  Flächenelement  von  der  Form 
eines  abgestutzten  Kegelmantels  hat  in  allen  Stellen  gleiche  Neigang 
zar  Achse  M  A  des  Kegels.  Man  ziehe  die  Tangente  B  D  an  den  Kreis, 
setze  den  Aasflasswinkel  A  B  D  =  9>,  so  ist  (p  fär  alle  Stellen  des  ge- 
dachten Flächenelementes  gleich  gross.     Man  kann  daher  setzen 

(3)  dF=— 27rRdy. 

Es  sei  Abstand  BA  =  r,  MA  =  R+h,  also  h  die  Höhe  des 
Punktes  A  aber  der  Erdoberfläche,  so  erhält  man  vermittelst  des  Drei- 
ecks MAB 

(R  +  h)2  =  r^  +  R^  -  2 r Rcos  (90  +  (f). 
Allein  da  cos  (90  +  9)  =  —  sin  y,  so  folgt 

rA^  •    .«       2Rh  +  h^  r 

(4)  3,oy=___ _. 

Um  die  Variable  y  in  (3)  dnrch  r  aaszndröoken,  ziehe  man  B  H 
senkrecht  auf  M  A,  so  gibt  das  rechtwinkelige  Dreieck  AHB 

(R  +  h-y)2  +  x2  =  r^ 

woraus  mit  Berücksichtigung  von  (2)  folgt 

(R  +  h)2  -«  2  (R  +  b)  y  +  R«  =  r^ 

Mithin  durch  Differentiation 

-  rdr 

^y — R+T-- 

Hierdurch  wird  der  Ausdruck  (8) 
/e\  jii         2irR 

Setzt  man  die  Werte  von  sin9>  und  dF  ans  (4)  und  (5)  in  (1), 
so  erhält  man  das  Differential  d  W  der  Erwärmung  des  Punktes  A 

dW  =  -^[(2Rh  +  h«)^-dr]. 
Folglich  durch  Integration 

Lässt  man  in  diesem  Integral  das  Flächenelement  (5)  vom  Scheitel 
der  Kalotte  bis  zur  Grenze  derselben  vorrücken,  so  erhält  man  die  Wir- 
kung aller  Wärmestrahlen,  die  nach  A  gehen.    Folglich  muss  y  von  y 

=  \ie  bia  if  =  0  abnehmen,  also  r  von  r  ==  h  bis  r  =  V  (R  +  h)*  —  R^ 

=  V2Rh  +  h*  wachsen. 


+  C. 
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Für  die  untere  Grenze  9  =  ^  7r,  also  r  =  h  wird  das  Integral  (6) 

—  2  ir  k  +  C. 

Für  die  obere  Grenze  y  =  0,  also  r  =  V^^Rh  +  h^  wird  (6)  zu 


R  +  h 
Die  Differenz  dieser  Werte  gibt  die  gesuchte  Grösse 


W  =  2.kri-Z2RM^1 
L  R  +  h       J 


Liegt  der  physische  Punkt  an  der  Brdoberfläche,  so  ist  h  =  0 
und  seine  Erw&rmung  =  2  ir  k  ein  Maximum.  Bei  wachsendem  h 
nimmt  die  Erwärmung  ab,  jedoch  sehr  langsam.  Wenn  h  =  oo,  so 
kann  im  Nenner  R  gegen  h  vernachlässigt  werden  und  es  wird  W  =  0. 

Die  Höhe  der  Atmosphäre  beträgt  gemäss  der  Aufgabe  Nr.  260 
annähernd  Vi 23  vom  Erdhalbmesser.     Hierfür  ist 

y2Rh  +  h2 
^T+¥-=  0.127.     ■ 

Die  Erwärmung  der  Luft  oder  die  Absorption  der  Wärme  durch 
die  Luft  an  der  Grenze  der  Atmosphäre  weicht  also  nur  um  0,127 
von  der  an  der  Erdoberfläche  ab. 

S49.   Draek  elBes  flases  hU  Biicksieht   auf  dessei  Clewlcht.    Die 

tropfbaren  Flüssigkeiten  denkt  man  sich  als  nicht  zusammendrückbar. 
Daher  wiegt  die  Eubikeinheit  einer  solchen  Flüssigkeit  gleich  viel,  in 
welcher  Höhe  der  Flüssigkeit  sie  sich  beflnde.  Anders  verhält  es  sich 
mit  den  elastischen  Flüssigkeiten.  Bei  diesen  hat  der  Druck,  den  die 
obern  Schichten  auf  die  untern  ausüben,  zur  Folge,  dass  die  untern 
durch  diesen  Druck  sich  verdichten.  Es  soll  nun  das  Gesetz  angegeben 
werden,  nach  welchem  der  Druck,  sowie  die  Dichte  des  Gases  von 
oben  nach  unten  zunimmt,  unter  der  Vorai]|^setzung,  dass  auf  die  Ver- 
änderlichkeit der  Schwerkraft  keine  Rücksicht  zu  nehmen  und  die 
Temperatur  des  Gases  überall  dieselbe  sei. 

Es  bezeichne:  po  den  Druck  des  Gases  an  der  obersten  Stelle 
des  Gaskörpers,  p  denjenigen  in  der  Tiefe  x  unter  der  obersten 
Stelle,  beide  Drucke  pro  Flächeneinheit  gedacht  und  qo,  q  das  Gewicht 
von  einer  Eubikeinheit  des  Gases  am  obern  und  am  untern  Ende  des 
vertikalen  Abstandes  x. 

Man  lasse  x  (abwärts)  zunehmen  um  d  x,  so  nimmt  p  zu  um  d  p. 
Legt  man  daher  in  den  Tiefen  x  und  x  -f  d  x  zwei  horizontale  Ebenen 
durch  das  Gas,  so  herrscht  auf  der  obern  dieser  Ebenen  der  Druck  p, 
auf  der  untern  der  Druck  p  -f-  d  p.  Dabei  drückt  p  abwärts,  p  -f  d  p 
aufwärts;  der  unterschied  beider  Drucke  ist  gleich  dem  Gewicht  des 
Gases,  das  zur  Höhe  das  Differential  dx  und  zur  Grundfläche  die 
Flächeneinheit  hat.  Dieses  Gewicht  ist  =  q  d  x.  Daher  die  Gleichung 
p  +  qdx  =  p  +  dp  oder 

(1)  d  p  =  q  d  X. 
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Allein  hierin  ändert  sich  q  mit  x.     Nach  dem  Mariotte 'sehen  Gesetz 
erhält  man  aber 

p 


po 
Führt   man    diesen  Wert  von  q   in  (1),    so    folgt,    indem    man   noch 

-^  =  c  setzt 
po 

(2)  d  p  =  c  p  d  X. 

Um   diese  Differentialgleichung  zu  integrieren,   sondere  man  die  Ver- 
änderlichen, was  man  darch  Division  mit  p  erreicht.     Daher 

— —  =  cdx 
P 

und  dnrch  Integration 

log  p  =  c  X  +  C. 
Für  X  =  0  wird  p  =  po ;  mithin 

log  po  =  C, 
und  dnrch  Subtraktion 

(3)  log  -2-  =  c  X. 

po 

Diese  Gleichung  enthält  nun  das  gesuchte  Gesetz. 

Geht  man  in  (3)  von  den  Logarithmen  zu  den  Zahlen  über,  so  wird 

(4)  p  =  poe-, 

worin  e  =  2,718..   die  Basis  der  natürlichen  Logarithmen  bezeichnet. 

Entwickelt  man  die  Exponentialgrösse  der  Gleichung  (4)  in  eine 
Reihe,  so  wird 

(6)  p  =  p.(i  +  cx  +  ^  +  ^  +  ..) 

Es  befinde  sich  Leuchtgas  in  einer  ansteigenden  Leitung.  Das 
Gewicht  von  1  kbm  solchen  Gases  sei  am  obern  Ende  der  Leitung 
=  0,7  kg,  der  Druck  daselbst  1  Atmosphäre  =  10330  kg  per  1  qm 
Fläche;  wie  gross  ist  dieser  Druck  an  einer  Stelle,  die  in  vertikaler 
Richtung  um  40  m  tiefer  liegt? 

Es  ist  qo  =  0,7 ;  po  <=  10330  und  x  ==  40;  folglich 

0  7*40 

Daher  unter  Anwendung  von  Gleichung  (5) 

p  =»  10330(1  +  0,00271)  =  10358  kg. 

Der  Druck    ist  also   unten    grösser    um   28  kg  per   1  qm  Fläche  als 
oben,  was  vom  obern  Druck  0,27  Prozente  ausmacht. 
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2M.  IcitiBMnsg  4er  läke  der  Ataciphire.  Diese  Hübe  soll  be- 
stimmt nerden  onter  folgeoden  VoraasBetioDgen :  1)  dass  die  Tempe- 
ratar  in  der  Atmosphäre  von  onten  Dach  oben  gleichrormig  abnehme; 
2)  dass  die  Schwerkraft  Iftags  der  H9be  der  Atmospb&re  konstaut  sei 
und  3)  dass  der  Binflass  der  Zeatrirugal kraft,  welche  aaf  die  einzelnen 
Lnftteile  wirkt,  nnberöckaicbtigt  bleiben  kfinne. 

Es  sei  A  C  (Pig.  94)  eine  vertikale  Lafts&nle,  deren  Qaerschnitt 
=  1  und  deren  HShe  bis  mr  Grenze  C  der  Atmosphäre  reicht.  Es 
bezeichne 

s  =  A  B  die  Höhe  irgend  einer  Station  über  der  Erdoberfläche, 
P,  p  den  Druck  der  Luft  per  Fl&cheneinheit  in  A  and  B, 
T,  t  die  Temperatur  der  Luft  an  diesen  Stationen, 
a  das  Gewicht  der  Rubikeinheit  Lnft  bei  0  Grad  Temperatnr,   an 
einer  Stelle  der  Atmosphäre,  wo  die  Spannkraft  der  Luft  =  1  ist, 
a  die  GrAsse,    um   welche   das    Volumen    1    der  Lnft   bei  je    einem 

Grad  der  Erwfirmnng  zonimmt  nnd 
h  die  Hohe,  am  welche  man  sich  in  der  Atmosphäre  erheben  mnss, 
wenn   die  Temperatnr    nm   1  Grad    sinkt,   so  erhält   man   för   die 
Temperatnrabnahme  folgende  Relation 


Fig.  94. 


(!)  t-T-^. 

Warde  die  Lnft  aberall  O"  Temperatur  haben, 
so  wäre  das  Gewicht  der  Knbikeinheit  Luft  in  B 
=  a  p.  Allein  indem  die  Temperator  von  0  anf  t 
steigt,  geht  das  Volnmen  1  aber  In  1  -|-  a  t,  also 
sinkt  das  Gewicht  ap  anf 


(2) 


ap 


Han  lege  in  den  HOhen  x  und  x  +  d  x  zwei  horizontale  Quer- 
schnitte dnrch  die  Lnftaänle  AG,  so  scbliessen  sie  ein  Prisma  ein, 
dessen  Querschnitt  =1,  dessen  BOhe  =dx,  dessen  Volnmen  alao 
■=  d  X  ist.  Dieses  mit  Lnft  erfüllte  Prisma  hat  daher  nach  (3)  ein 
Gewicht  gleich 

apdx 


(3) 


1  +  ot' 


Dasselbe  wird  anten  mit  einer  Kraft  p  aufwärts  and  von  oben 
mit  einer  Kraft  p  — dp  abwärts  gedrückt,  da  p  in  p  — dp  übergeht, 
wenn  x  an  x  -|-  d  x  wird.  Da  das  Prisma  gleichwohl  in  Ruhe  ist,  so 
mnss  der  Unterschied  d  p  dieser  Pressungen  gleich  dem  Gewichte  (3) 
des  Prismas  sein.     Daher 


(4)  dp 


_    apdx 


Hier  mBssen  d  p  nnd  d  x  entgegengesetzte  Zeichen  haben,  weil  p 
abnimmt,  wenn  x  wächst  Han  dividiere  (4)  mit  p  und  setze  den 
Wert  von  t  ans  (1)  ein,  so  folgt 


(5) 
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dp adx 

1  +  «T r— X 


Die  iDtegratioD  dieser  Gleichang  gibt 

logp  =  -^log(^l  +  «T  -  -^x)  +  G. 


Für  X  =  0  ist  p  =  P ;  folglich 

logP  =  — log(l  +  aT)  +  C 
also  durch  Subtraktion 

(6,  ,o,-E-ll,o,(.-^.-r^). 

Diese  Gleichung  enthält  das  Gesetz  der  Abnahme  des  Luftdruckes 
in  der  Atmosphäre. 

Pur  die  Grenze  der  Atmosphäre  ist  p  =  0;  also  log~-  =  —  oo. 

Hierfür  muss  die  Formel  (6)  übergehen  in 

Diese  Bedingnngsgleichung  gibt  als  Höhe  der  Atmosphäre 
(7)  x  =  -^(l+aT). 

Gay-Lnssac  stieg  in  einem  Luftballon  6980  m  hoch.  Dabei 
war  die  Temperatur  in  dieser  Höhe  —  9,50^  und  gleichzeitig  am  Boden 
30,75^  C.  Nimmt  man  nun  an,  die  Abnahme  der  Temperatur  sei  eine 
gleichförmige,  so  wird  die  Abnahme  per  1  Grad  betragen 

6890 
(«^  »»=   80.75  +  9.50  =^^^"- 

Für  trockene  Luft  ist  a  =  0,00367.  Allein  für  den  Zustand  der 
Luft  in  der  Atmosphäre  kann  als  Mittel  angenommen  werden  a  =  0,0037. 
Für  diese  Werte  wird  nach  (7)  die  Höhe  der  Atmosphäre 

173 

(9)  X  =  -5^0^37-  (1  +  0,0037  .  30,75)  =  52077  m. 

Als  Halbmesser  der  Erde  kann  man  nehmen  6365000  m.  Daher 
wird  das  Verhältnis  zwischen  der  Höhe  der  Atmosphäre  und  dem  Brd- 
halbmesser 

52077     ^    J^ 

6365000  ""122* 

Mitteis  der  Werte  h  und  x  ans  (8)  und  (9)  erhält  man  als  Tem- 
peratur an  der  Grenze  der  Atmosphäre 

Aatenheimer,  Blementerbach.  16 
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52077 
t  =  30,75 -y- —  =  -  270,27«. 

Nach  der  mecbaDischeD  Wärmelehre  (§  258)  beträgt  die  absolute 
Nulltempera tar  —  273^  Es  ist  wahrscheinlich,  dass  diese  Temperatur 
auch  diejenige  des  Weltraumes  sein  wird. 

251.  Höhenmessnog  dareh  das  iaroneter.  Wird  das  Barometer 
von  unten  nach  oben  gebracht,  so  sinkt  das  Quecksilber  in  der  Glas- 
röhre und  zwar  um  die  Höhe  einer  Säule,  welche  ebensoviel  wiegt  als 
die  vertikale  Luftsäule,  um  welche  das  Instrument  gehoben  wurde. 
Hierauf  gestützt,  iSsst  sich  der  Höhenunterschied  zweier  Stationen  be- 
rechnen, wenn  man  die  Barometerstände  für  diese  Stationen  kennt. 
Es  seien: 

R  der  Halbmesser  der   Erde,    beziehungsweise    die    Entfernung    der 

untern  Station  vom  Mittelpunkt  der  Erde, 
X  die  Höhe  der  obern  Station  über  der  untern, 
P,  p  die  Pressungen  der  Luft  an  der  untern    und  obern  Station   per 

Flächeneinheit  gedacht, 
B,  b  die  Barometerstände  an  diesen  Stationen, 
T,  t  die  ihnen  entsprechenden  Temperaturen  der  Luft, 
Q  das  Gewicht  der   Rubikeiuheit  Luft    unter   dem   Drucke  a    einer 

Atmosphäre  und  für  0«  Temperatur  und 
q  das  Gewicht  der  Kubikeinheit  Luft  au  der  obern  Station. 

Man  lege  mit  den  Radien  R  -f~  x  und  R  -f  x  +  d  x  zwei  Engel- 
flächen,  deren  Mittelpunkte  mit  dem  Mittelpunkt  der  Erde  zusammen- 
fallen, so  schliessen  beide  Kugelflächen  eine  unendlich  dünne  Luft- 
schicht ein.  Wir  setzen  voraus,  dass  die  Dichtigkeit  und  Spannung 
der  Luft  in  dieser  Schicht  überall  dieselbe  sei.  Ein  Teil  dieser  Schicht 
habe  die  Grundfläche  1,  so  ist  ihr  Volumen  =  d  x,  also  ihr  Gewicht 
=  qdx.  Da  nun  der  Druck  auf  diese  Schicht  von  unten  =^  p,  von 
oben  =  p  —  dp  ist,  so  muss  sein 

(1)  dp=— qdx. 

Hier   haben   dp  und  d x   entgegengesetzte   Zeichen ,    weil   p  abnimmt, 
wenn  x  zunimmt. 

Es  handelt  sich  nun  zunächst  darum,  Werte  von  q  abzuleiten. 
Dies  kann  unter  verschiedenen  Voraussetzungen  geschehen. 

Erste  Voraussetzung.  Das  Gewicht  eines  Körpers  ändert  sich 
mit  seiner  Entfernung  vom  Mittelpunkt  der  Erde.  Allein  man  nehme 
an,  es  bleibe  dasselbe  innerhalb  der  verhältnismässig  kleinen  Höhe  x 
konstant  und  die  Temperatur  T  gehe  gleichförmig  in  t  über. 

Man  denke  sich  eine  Rubikeiuheit  Luft  an  irgend  einer  Stelle  von 
0®  Temperatur  und  dem  Drucke  a  einer  Atmosphäre,  so  ist  ihr  Ge- 
wicht =  Q;   geht  nun   der  Druck  a  über   in   p,  so  wird    ihr  Gewicht 

=  Q       ;  steigt  ausserdem  die  Temperatur  auf  t,  so  wird  ihr  Gewicht 

a 

=  Q — TT^ — 7^«     Daher  ist 

^  a  (1  -f  a  t) 
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Folglich,  indem  man  q  aus  (2)  in  (1)  einführt  and  mit  p  dividiert 


(3) 


P 


Q 


a(l  +  at) 


d  X. 


Dm  diese  Differentialgleichung  mit  den  Variabein  p,  x  und  t  integrieren 
zu  können,  denke  man  sich  t  konstant  und  nehme  nach  der  Integration 
für  t  das  Mittel  aus  den  Grenzwerten.     Man  erhält  auf  diese  Weise 


log  p  =  — 


Qx 


( 


a    1  +  « 


T  +  t 
2 


) 


+  c. 


Da  für  X  =  0  die  Grösse  p  in  P  übergeht,  so  wird 

log  P  =  C. 
Zieht  man  von  dieser  Gleichung  die  vorige  ab,  so  kommt 


(4) 


log    -  = 
P 


Qx 


( 


a    1  +  « 


T  +  t 


) 


Diese  Gleichung  kann  nun  für  Messung  kleinerer  Höben  zurecht 
gelegt  werden.  Man  beachte,  dass  P :  p  =  B :  b,  dass  für  Meter  und 
Kilogramme 

a  =  10330  per  1  qm;     Q  =  1,293  kg, 

dass  ferner  für  feuchte  Luft  a  =  0,004  und  dass  von  natürlichen  Loga* 
rithmen  zu  den  briggischen  übergegangen  wird,  indem  man  diese  mit 
2,302585 . .  multipliziert,  so  wird 

10330  r    .    0,004   ,«    .     .1    .       B 


X  = 


1,293   L  2 


(T  +  t)l  •  2,30258  log  br. 


ond  daher  die  gesuchte  Gleichung 

(5)  -=  ^0395  (l  +  l^+'-)  log  br.    ^. 


B 


Um  die  Logarithmen  zu  vermeiden,  kann  man  auf  die  Integration 

von  — —  das   in  §   99,   Formel  (3),  angegebene  Verfahren  anwenden. 

P 
Hiernach  betrachtet  man  das  bestimmte  Integral   als  ein  Rechteck   mit 

der  Grundlinie  P  —  p   und    einer   Höhe,    welche   erhalten   wird,   wenn 

man  das  Mittel  ^(P  +  p)   aus  den  Grenzwerten    von   p   nimmt.     Man 

erhält  daher  als  Annäherungswert 


/, 


p    p  ^^  +  p 


Setzt  man  diesen  Wert  für  log —  in  Gleichung  (4),  so  folgt 

16* 


2 
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P-p  Qx 


P+P  /",,    T  +  t\' 


oder   indem    man   B,  b   fär  P,  p   einführt    and    die    oben    angegebenen 
Werte  von  Q  and  a  benutzt 


<«     «-''"'('+-w)i^ 


B4  b" 

Die  Werte,  welche  (5)  and  (6)  liefern,  weichen  fär  geringe  Höhen 
nar  sehr  wenig  voneinander  ab. 

Zweite  Voraassetzang.  Es  sei  bei  Berechnung  des  Ge- 
wichtes q  aaf  die  Veränderlichkeit  der  Schwere  Rücksicht  za  nehmen. 

Nach  dem  New  tonischen  Gesetz  der  Gravitation  nimmt  das  Ge- 
wicht eines  Körpers  ab,  wie  die  Quadrate  seiner  Entfernung  vom  Mittel- 
punkt der  Erde  zunehmen.  Nun  wurde  der  Wert  von  q  in  (2)  ohne 
Rücksicht  auf  diese  Abnahme  angenommen ;  es  muss  dieser  Wert  daher 
noch  mit  dem  Verhältnis  R^ :  (R  -f  x)^  multipliziert  werden.  Also  wird 
für  die  obere  Station  sein 

Setzt  man  diesen  Wert  von  q  in  (1),  so  folgt 

^  '  p    ~        a(l  +  at)  •VR  +  x>'" 

Behafs  der  Integration  dieser  Gleichung  schreibe  man 

und  betrachte  t  als  konstant  in  obigem  Sinne,  so  folgt 

,  QR ^R      .  ^ 

'°gP=  a(l  +  «t)-R+li  +  ^- 

Für  X  =  0  wird  p  =  P;  daher  wird 

logP=       Q^     ^  +C 

*  a  (1  +  a  t) 


und  durch  Subtraktion 

(9)  log  —  = 


p         a(l  +  at)  'R+x' 
woraus  folgt 

P^ 

P 

Um  hierin  P,  p  durch  die  Barometerstände  B,b  zu  ersetzen,  ist 
zu  beachten,  dass  die  Spannung  der  Luft  abnimmt  wie  die  Schwere, 
so  dass  man  setzen  muss 


(10)  x  =  -^(l+«t)(l  +  -|-)log 
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_p.  _  B  /R  +  xy  _B^f.,  jL\' 

p~bVR>'~bV^RJ" 
Nimmt  man  die  Logarithmen,  so  wird 

log  Y  =  log -^  +  2  log  (l  +  ^). 

Entwickelt  man  das  letzte  Glied  nach  §  63  in  eine  Reihe  und  nimmt 
von  derselben  nur  das  erste  Glied,  so  erhält  man 

(11)  log— =log-2-+  ^"^ 


X 


p  '^^  b    •     R  • 

p 

Man  setze  diesen  Wert  von  log —  in  (10),  so  folgt,  indem   man  das 

Glied  mit  ^g^  vernachlässigt 

-iC  +  '^T  +  O  +  T)""-?} 

Die  Werte  von  Q,  a  und  t  sind  die  gleichen  wie  oben.  Geht 
man  noch  von  den  natörlichen  Logarithmen  aber  zu  den  briggischen, 
so  erhält  man  nach  Poisson 

Um  mittels  dieser  Formel  die  Höhe  x   zu  berechnen,   berücksich- 

X 

tige  man,  dass  -  --  ein    sehr    kleiner   Bruch  ist.     Man   vernachlässige 
denselben  zunächst,  so  erhält  man  folgenden  angenäherten  Wert 

X,  =  18336  (l+l±-*)  log«. 

Fuhrt  man  sodann  diesen  Wert  von  x  auf  der  rechten  Seite  der 
Gleichung  (12)  ein,  so  erhält  man  den  gesuchten  Wert  von  x.  Dabei 
kann  R  =  6366000  m  angenommen  werden. 

Dritte  Voraussetzung.  Es  sei  Gleichung  (7)  zu  integrieren 
für  den  Fall,  dass  die  Temperatur  t  von  unten  nach  oben  abnehme, 
jedoch  als  Funktion  von  x  eingeführt  werde. 

Die  Temperatur  der  Luft  nehme  für  jedes  HöbeoiDtervall  r  je  um 
1®  ab,  so  wird  die  Temperatur  in  der  Höhe  x  seiu 

t  =  T . 

r 

Setzt  man  diesen  Wert  von  t  in  (7),  so  kommt 


as)      iE. «li rJL-Y 


246     — 
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Um    diese  Gleichang   za    integneren,   entwickele  man  (  rr— ; —  ]      nach 
dem  bioomischen  Lehrsatz  io  eine  Reibe.     Man  erhält 

(H^)'=('+-s-r=— i+'i^- 

Man  vernachlässige  alle  Glieder  dieser  Reihe  bis  aaf  die  beiden  ersten 
and  setze  noch  der  Einfachheit  wegen 

l+aT  =  b;        —  =  c, 

so  geht  (13)  nber  in 

(14)  lL=_.Qr      dx 2       xdj^-l 

p  aLb  —  ex         Rb  —  cx_J 

X  d  X 
Somit  wird  die  Differentialgleichang  (8)  ersetzt  darch  (14).   Um 


b  —  ex 
dieser  letztern  Gleichang  zu  integrieren,  setze  man  b  —  ex  =  z,  so  wird 

,_        dz  _b  —  z  xdx_       bdzdz 

Q  X  )  X  )  -r  -    «        "j-        s~» 

C  C  b  —  CX  C^Z  C^ 

Folglich 


/ 


=  — -2-log(b  — cx)J+ 


b-cx  c^  '^^^      ""^'  '        c2       • 

Mit  Hilfe  dieser  Werte  gibt  Gleichang  (14) 

logp  =  ^[^log(b  -  ex)  -  f^Iog(b  -  ex)  +  Y^(b  -  ex)]  +  C. 
Für  X  =  0  wird  p  =  P;  folglich 

and  darch  Sabtraktion 

*  p         ca  L\         Rc/    *  b-cx   ^    R  J 
oder  aach,  iodem  man  die  Werte  vod  b  and  c  einfährt: 

P         a    aL\  R  «/       I    ,   ^T       ^  ^       ^-J 

1  -f"  öf  1 X 

r 

p 

Setzt  man  den  Wert  von  log —  aas  (11)  hier  ein,  so  gibt  (15) 

aa/       B    ,2x\       2x      f^       ^l  +  aTr\,  1  +  aT 

1  +  flfT X 

r 
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Maltipliziert  roao    mit  —  1,   so   kaDD   der  Brach  rechts,   von  welchem 
der  Logarithmas  za  nehmen  ist,  umgekehrt  werden  nud  man  erhält 

2x         aa    /2x    ,    ,       B\ 
^^V        r     l  +  aXy  ,       ^1  +  aT     r 


(16) 

V  r       1  -+-  ff  I  / 

1  —  2 


R  a 


Hieraas  ist  nan  x  za  bestimmen.  Um  einen  angenäherten  Wert  von  x, 
der  mit  x„  bezeichnet  sei,  zu  erhalten,  vernachlässige  man  alle  Brache 
mit  dem  Nenner  R,  entwickele  die  linke  Seite  in  eine  Reihe  and  ver- 
wende nur  das  erste  Glied  derselben,  so  wird,  entsprechend  (4) 

x„=(l  +  «T)-^log^. 

Diesen  Wert  von  x„  fahre  man  in  (16)  ein,  so  kann  der  Wert 
von  X,  der  im  Aasdrnck  links  vorkommt,  berechnet  werden.  Dabei 
sind  a  =  0,004;  r=173;  a  =  10330  nnd  Q=  1,293  za  nehmen. 

2S2.  »iclitigkfit  der  lasse  Im  laaerii  der  Erde.  Es  soll  die  Dich- 
tigkeit der  Erdmasse  in  einer  beliebigen  Tiefe  unter  der  Erdoberfläche 
bestimmt  werden,  anter  der  Voraussetzung,  dass  diese  Dichtigkeit  'pro- 
portional mit  der  Tiefe  unter  der  Erdoberfläche,  zunehme.     Es  sei : 

r   der  Halbmesser  der  Erde,  diese  als  Kugel  gedacht, 

a0  =  2,65    die  Dichtigkeit  der   Erdmasse   an   der  Oberfläche  (J.   R: 
Blum), 

am  =  5,56  die  mittlere  Dichtigkeit  der  Erdmasse  (Cornu  u.  Baille), 

a  die  Dichtigkeit  im  Abstände  x  vom  Mittelpunkt  der  Erde,  also  in 
der  Tiefe  r  —  x  unter  der  Oberfläche  und 

b  der  Wert,    um  welchen  die  Dichtigkeit  per  Längeneinheit  von  der 
Oberfläche  nach  dem  Innern  zunimmt,  so  wird  sein 

(1)  a  =  So  +  b  (r  —  x). 

Man  lege  zwei  Kugelflächen  mit  den  Radien  x  und  x  +  d  x  vom 
Mittelpunkt  der  Erde  aus,  so  schliessen  dieselben  ein  Volamen 
=  47rx^dx  ein,  von  der  gleichförmigen  Dichte  a.  Die  Masse  dieses 
Volumenelementes  ist  also  =  4  /rx^d  xfa©  +  b  (r  —  x)];  folglich  die 
Masse  der  ganzen  Erdkugel 

47r  rT(ao  +  br)x«dx-bx«dx"l  =47r    (so  +  br)-^  -  b-^1. 


Die  Masse  der 

Erde  ist  aber 

auch 

=  |r» 

TTBrn. 

Folgli 

4  TT    (ao 

+  br) 

r» 
3 

''.'1 

4 
""'3 

r*  Trara 

und  hieraas 

h  = 

=  a1 

m      a^ 

r 
Setzt  man  diesen  Wert  b  in  (1),  so  folgt  die  gesachte  Relation 
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(3)  .-..  +  4(l-y)(..-^), 

oder  iDdem  mao  obige  Zahlenwerte  fär  ftt  und  a»  einfahrt 

(4)  a=  14,29—  11,64—. 

Setzt  mao  in  (4)  i  =  0,  so  erh&lt  man  aU  Dichte  der  Hasse  im 
MittelpnDkt  der  Erde  a  =  14,29.  Diese  Dichte  ist  Bomit  nahe  gleich 
deijenigen  des  Quecksilbers. 

Wird  io  (3)  die  Dichte  a  xu  a,,  so  folgt 
X  =  0,75  r, 
d.  b.   die  mittlere  Dichtigkeit  der  Erdmasse  liegt   um  V«    ^oi»  Halb- 
messer der  Erde  unter  der  Brdoberfläche. 

2SS.    leillMHiaE   der   Abplattiig   iti   ttie   im   fln^MeiiiMgei. 

Schneidet  man  die  Erde  l&nge  ihrer  Rotationsachse  AC  (Fig.  96),  so 
entsteht  als  Schnitt  ein  Meridian  CEB.  Dieser  sei  eine  Ellipse,  deren 
Halbachsen  a  nnd  b,  so  nird  das  Verhältnis 

(.)  ';^-. 

die  Abplattung  der  Erde  genannt. 

Die  Koordinaten  des  Ellipsenpunktes  E  seien  A  K  =  x,  E  P  ^  y, 
so  ist  die  Gleichnng  der  Ellipse  fnr  den  Mittelpankt 

(2)  y-^-Vl?^^f 

nnd  das  Bogenelement  der  Ellipse  d  s  =  Vd  x'  +  d  y*. 

Man  bescbreibe  ober  der  halben  grossen  Achse  A  B  einen  Kreis  B  D, 
verlängere  die  Ordinate  EF  bis  tarn  Darchschnitt  D  mit  dem  Kreise, 
ziehe  den  Radius  AD  and  setze  Winkel  D A B  =  d,  so  ist  x  =  acosD, 
folglich  anch  nach  (2)  y  =  bsina.     Hieraus  folgt 

(3)  d  X  =  —  a  sin  u  d  Q,       d  y  =  b  cos  u  d  u. 
4)  d  B  =  d  a  V  a*  sin*u  +  b'  cos^u. 

Man  eiche  die  Kreistangente  DG  bis  zum 
Fi«.  95.  Dnrchschnitt  G    mit    der   Abscissenachse    und 

verbinde  E  mit  G,  so  wird  anch  E6  eine 
Tangente  an  die  Ellipse  (§  47). 

Man  ziehe  eine  Normale  EH  durch  den 
Punkt  E,  so  nennt  man  den  Winkel  E  H  x  =  v, 
welchen  sie  mit  der  grossen  Achse  bildet,  die 
geographische  Breite  des  Punktes  x,  y.  Da 
Tangeote  EG  and  Normale  EH  rechtwinkelig 
zu  einander  stehen,  so  ist  nach  §  50 


cotgv  = 


dy_ 
dx' 
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Allein  aas  den  beiden  Gleichangen  (3)  folgt  auch 

dy  b      ^ 

— ^= cotgu. 

dx  a      ^ 

dy 
Setzt  man  diese  Werte  von  -r^  einander  gleich,  so  wird 

d  X 

a  tang  n  =  b  tang  v. 
Hieraas  folgt 

a^cos^v  .  o  b^sin'v 


cos'a  =  — 5 n — .   ,  o  .  Q     ;      sin^a  = 


a*  cos*v  +  b*  sin^v  '  a^  cos^v  +  b*  sin^v  ' 

abd V 

a^  C08*v  +  b*  sin^v 

Fahrt  man  diese  Werte  in  (4)  ein,   so  ergibt  sich  das  Differential  des 
Meridians,  ansgedräckt  darch  die  geographische  Breite 

a«b*dv 
d  s  = j~. 

(a^cos^v  +  b^sin'v)*'* 

Aus  (1)  folgt  b  =  a(l  —  oi)  and  indem  man  quadriert    und  das  Glied 
mit  a^  als  einer  sehr  kleinen  Grösse  vernachlässigt 

b2  =  a«(l  -2a). 
Hierdurch  wird 

(5)  ds=     a(l-2a)dv^^ 

(l  -2asinM' 

In  dieser  Gleichung  (5)  sind  a,  a,  dv  konstant.  Man  lasse  v  um 
d  V,  2d  V,  3d  V, . .  wachsen,  so  nimmt  der  Nenner  von  (5)  ab;  folg- 
lich nehmen  die  entsprechenden  Werte  des  Bogenelementes  d  s  zu. 
Das  nämliche  wird  stattfinden  ffir  eine  Summe  von  Bogenelementen, 
also  für  Grade  des  Meridians.  Die  Grade  des  Meridians  wachsen  so- 
mit vom  Aequator  nach  den  Polen  hin. 

Um  (5)  zu  integrieren,  entwickele  man  den  Nenner  in  eine  Reihe 

und  vernachlässige  alle  Glieder  von    der  zweiten  Potenz  der  Grösse  a 

an,  so  ist 

_i- 
(1  —  2  a  sin'a)     ^  =  1  +  3  a  sin^v, 

(1  +  3  a  sin^v)  (1  —  2a)=l  —  2a  +  3a  sin*v 


und  da 


so  ist 


sin*v  =  J  (^  ~~  c®^  2  v), 


d  s  =  a  l  1 j  d  V —  cos  2  v  d  v. 

Mithin  durch  Integration  dieser  Formel 

s  =  a(l  —  --Iv —  sm  2  V  +  C. 
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Nimmt  man  den  Bogen  zwischen  den  Breiten  ▼  and  v^  sodann 
zwischen  den  Breiten  V  und  V  and  bezeichnet  die  entsprechenden 
Bogen  durch  s'  and  S',  so  ist 


8'  =  a  (l  -   2  )  (^'  -  ^)  -  -^^  (»'"  2  v'  -  sin  2  v), 

S'  =  a^l  -  y)(V'- V)-  ^^(sin2  V  -  sin 2  V). 

Nan  sollen  die  unterschiede  v'  —  v,  V  —  V  je  einen  Grad  um- 
fassen, also  die  Bogen  s',  S'  die  Längen  dieser  Grade  sein.     Da 

sin  2  v'  —  sin  2  V  =  2  sin  (v'  —  v)  cos  (v'  +  v), 
so  wird 

s'  =  a  f  l  —  o"  ]  (^'  ~"  ^) ä —  ®*"  (''  ~"  ^)  ^^®  (^'  +  ^)- 

Da  der  Unterschied  v'  —  v  nar  einen  Grad  misst,  so  verwechsele 
man  sin(v'  —  v)  mit  dem  Bogen  v'  —  v  and  setze  v'  +  v  =  2  Vq,  wo 
Vq  die  mittlere  Breite  bezeichnet,  so  folgt 

8  =  a  (v'  —  v)  I  1  —  -^ ^-  cos  2  vo  J. 

Wird  die  Redaktion  '  fär  S'  ebenso  darchgefährt,  and  mit  Vo^die 
mittlere  Breite  des  Bogens  S'  bezeichnet,  so  erhält  man  durch  Division, 
da  v'  —  V  =  V  —  V  als  Werte  von  je  einem  Grad 


a 

3o 

1     — 

cos 

2Vo 

S' 

^—^ 

2 

2 

8' 

a 

3a 

1     — 

cos 

2vo 

2 

2 

Für  \q  >  Vq  ist  auch  S'  >  s',  also  das  Verhältnis  S' :  s'  um  eine 
kleine  Grösse  ß  grösser  als  die  Einheit.     Man  kann  mithin  setzen 

«        f3a 

l---^cos2Vo 


a        Sa        ^ 

1-  — ---CO82V0 


Man   schaffe  den    Nenner  weg   und    vernachlässige  die   beiden  Glieder 
mit  dem  Produkt  aß,  so  folgt  als  gesuchter  Wert  der  Abplattung 

2  .     ß 

a  = 


3     cos  2  Vq  —  cos  2  Yq 


Im  Jahre  1735  machten  Booger,  Condamine  and  Godin  in 
Peru  eine  Gradmessung  und  Picard  um  1669  eine  solche  in  Frank- 
reich bei  Amiens,  welche  um  1739  durch  Lacaille  verifiziert  wurde. 
Die  Resultate  dieser  Messungen  sind 
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MessoDg  in  Peru.  Messang  bei  Amiens. 

8'  =  66753  Toiseo,  S'  =  57060  Toiseo, 

vo=0«0'.  Vo=49«54'. 

Hieraas  folgt 

-^  =  1,00541 ;       ß  =  0,00541 ; 

cos  2  vo  —  cos  2  Vo  =  1  +  cos  80®  12'  =  1,170209, 

2      0,00541  1 


3     1,170209         324 

Hiernach  worden  sich  die  kleine  and  grosse  Achse  des  elliptischen 
Meridians  wie  323:324  verhalten. 


XX.    Ans  der  mechanisclien  Wärmelehre. 

254.  Wesei  der  Wanne.  Man  denkt  sich  die  Körper  zasammen- 
gesetzt  ans  Körper-  und  Aetheratomen.  Die  erstem  sind  dem  Gesetz 
der  Schwere  unterworfen,  ziehen  sich  also  gegenseitig  an.  Die  Aether- 
atome  bilden  eine  feine  Flüssigkeit  mit  vollkommener  Elastizität;  ihre 
Teile  stossen  sich  unter  einander  ab,  werden  aber  von  den  Körper- 
atomen angezogen.  Dadurch  bilden  sich  um  die  Körperatome  hemm 
Aetherhüllen ,  deren  Dichtigkeit  nach  dem  Körperatom  hin  zunimmt. 
Diese  Hüllen  halten  die  Körperatome  auseinander.  Der  Aether  ist  dem 
Gesetz  der  Schwere  nicht  unterworfen,  seine  Masse  ist  gegenüber  der- 
jenigen der  Körperatome  verschwindend  klein. 

Ein  Körperatom,  an  der  Oberfläche  des  Körpers  liegend,  kann 
von  aussen  lier  in  Bewegung  versetzt  werden,  ohne  dass  der  ganze 
Körper  in  Bewegung  gerät,  so  z.  B.  durch  Stösse,  durch  Reiben  der 
Oberfläche,  durch  plötzliches  Abtrennen  einzelner  Körperteile  mittels 
Werkzeugen  n.  s.  w.  Der  in  Bewegung  geratene  Körperatom  rückt 
gegen  benachbarte  Atome.  Dadurch  werden  die  Aetherhüllen  dieser 
Atome  zusammengedrückt;  in  einem  bestimmten  Augenblick  erreicht 
die  Verdichtung  der  Hüllen  einen  höchsten  Grad.  In  diesem  Augen- 
blick gehen  die  Körperatoroe  auseinander;  der  erste  kehrt  zur  ursprüng- 
lichen Lage  zurück,  schwingt  über  diese  hinaus,  kehrt  wieder  zurück 
u.  s.  w.  Er  nimmt  eine  hin-  und  hergehende  Bewegung  an  mit  sehr 
kleiner  Schwingungsweite  und  grosser  Geschwindigkeit.  Die  Bahn  des 
Atoms  kann  geradlinig  oder  krummlinig  sein;  der  Atom  kann  eine 
fortschreitende  nud  zugleich  eine  rotierende  Bewegung  haben.  Die 
Bahnen  der  fortschreitenden  Bewegung  sind  nicht  parallel  unter  ein- 
ander, sondern  schneiden  sich  anter  allen  denkbaren  Winkeln. 

In  der  Regel  kommt  eine  grosse  Anzahl  von  Atomen  zugleich  in 
schwingende  Bewegung.  Diese  teilt  sich  dann  zunächst  den  benach- 
barten Atomen  mit  und  diese  übertragen  die  Bewegung  weiter.  Diese 
Bewegungen  hat  man  wegen  der  kleinen  Bahnen  stationäre  genannt. 

Ein  Massenteilchen  kann  nur  in  Bewegung  geraten,  wenn  ihm 
lebendige  Arbeit  (§  173)  mitgeteilt  wird.     Es  sei  n  die  mittlere  6e« 
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schwindigkeit  eines  ROrperatoms  und  m  seine  Masse,  so  ist  die  in  ihm 
angesammelte  lebendige  Arbeit 

^mu*. 

Sind  alle  Eörperatome  in  solcher  schwingender  Bewegung,  so  kann 
die  im  ganzen  Körper  enthaltene  lebendige  Arbeit  dargestellt  werden 
dnrch  den  Ausdruck 

(1)  -^imu^ 

worin  das  Summenzeichen  2  sich  über  alle  Atome  des  Körpers  aus- 
zudehnen hat. 

Diese  in  den  schwingenden  kleinsten  Teilen  des  Körpers  enthaltene 
lebendige  Arbeit  heisst  Wärme  des  Körpers  und  zwar  fühlbare  oder 
freie  W&rme. 

Jeder  Geschwindigkeit  u  entspricht  eine  bestimmte  Temperatur. 
Diese  ist  also  proportional  dem  Quadrat  der  mittleren  Schwingungs- 
geschwindigkeit. Hört  die  schwingende  Bewegung  auf,  d.  h.  ist  u  =  0, 
so  ist  auch  die  Temperatur  =  0.  Diesen  Nullpunkt  der  Temperatur- 
skala nennt  man  absoluten  Nullpunkt  und  die  Grade  auf  dieser  Skala 
absolute  Temperatur.  Dem  Gefrierpunkt  entspricht,  wie  gezeigt 
wird,  eine  Temperatur  =  —273®,  d.  h.  der  absolute  Nullpunkt  liegt 
um  273  Zentigrade  tiefer  als  der  Nullpunkt  unserer  Thermometer. 
Zeigt  unser  Thermometer  z.  B.  20®,  so  ist  die  entsprechende  absolute 
Temperatur  273  +  20  =  293®  0. 

25S.  leehailsches  Aeqvifaleat  der  Warne.  Als  Einheit  der  Arbeit 
nimmt  man  gewöhnlich  das  Meter -Kilogramm  (mkg)  an  und  als  Ein- 
heit der  Wärme  die  Kalorie,  d.  h.  jene  Wärme,  welche  nötig  ist,  um 
1  kg  Wasser  von  0®  um  1®  C.  zu  erwärmen. 

Da  nun  Wärme  Arbeit  ist,  so  wird  in  jeder  Kalorie  Wärme  eine 
Anzahl  Meter-Kilogramme  enthalten  sein.  Diese  Anzahl  ist  durch  Ver- 
suche festgestellt,  sie  beträgt  424  mkg.^  Man  nennt  diese  Grösse  das 
mechanische  Aequivalent  der  Wärmeeinheit,  oder  auch  die 
Joule 'sehe  Zahl,  weil  sie  durch  Joule  zuerst  sicher  festgestellt  wurde. 

Der  Sinn  dieser  Zahl  ist  folgender:  Eine  Kalorie  Wärme  kann  er- 
zeugt werden  durch  424  mkg  Arbeit;  aber  ebenso  kann  1  Kalorie  Wärme 
eine  Arbeit  von  424  mkg  leisten.  Dass  dieses  Verhältnis  ein  festes 
sein  muss,  ist  selbstverständlich,  gleichviel,  ob  durch  Arbeit  Wärme 
oder  durch  Wärme  Arbeit  entstehe,  ob  die  Umwandlung  langsam  oder 
schnell  vor  sich  gehe,  in  dieser  oder  jener  Substanz  u.  s.  w. 

Der  reziproke  Wert  von  424  ist  die  Wärme,  welche  1  mkg  liefern 
kann  und  wird  Wärmeäquivalent  der  Arbeitseinheit  genannt; 
es  gehen  also  aus  1   mkg  Arbeit  hervor  ViS4  Kalorien. 

2S€.  Latente  Warne.  Geht  Wärme  in  einen  Körper  aber,  so  wird 
seine  Temperatur  erhöht  und  sein  Volumen  verändert.  Der  Teil  Wärme, 
welcher  die  Temperatur  steigert,  ist  die  sensible  Wärme  nach  Aus- 
druck (1);  der  andere  Teil  heisst  latente  Wärme.  Diese  zerlegt  sich 
im  allgemeinen  in  zwei  Teile :  Der  eine  überwindet  die  Molekularkräfte, 
welche  der  Volnmenänderung  entgegen  wirken  und  heisst  innere 
latente  Wärme;  der  andere  überwindet  äussere  Kräfte»  die  bei  der  Zu- 
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Dahme  des  Volamens  zu   überwindeD  sind  und  heisst  äussere  latente 
Wärme. 

Es  sei  Q  die  Wärme,  weiche  eine  GewichtseiDheit  Stoff  aufnehme. 
Dadurch  steige  dessen  Temperatur  um  t  Grade,  so  ist  die  entstandene 
fühlbare  Wärme  =  et,  wenn  c  die  spezifische  Wärme  des  Körpers  be- 
zeichnet. Die  auf  latente  Wärme  verwende  Arbeit  sei:  auf  die  innere  J, 
auf  die  äussere  L,  so  entspricht  diesen  Arbeiten  eine  WSrmemenge 
=  (J  +  L) :  424.     Daher 

(2)  Q  =  ct  +  -rir+    ^ 


424     '    424 

Nicht  bei  allen  Vorgängen  treten  die  drei  Glieder  rechts  auf. 
Wenn  z.  B.  ein  permanentes  Gas  sein  Volumen,  seine  Dichtigkeit  und 
Temperatur  ändert,  so  ist  keine  Arbeit  auf  die  Aenderung  des  Molekular- 
zustandes zu  verwenden,  es  wird  daher  J  =  0. 

Wird  dieses  Gas  ausserdem  erwärmt,  ohne  dass  sich  sein  Volumen 
ändert,  so  ist  auch  keine  äussere  Arbeit  nötig,  daher  auch  L  =  0.  Es 
verbleibt  daher  nur  noch  das  erste  Glied  ct. 

Wird  Eis  von  0®  in  Wasser  von  0®  verwandelt,  so  ist  t  =  0  und 
es  kann  auch  L  =  0  gesetzt  werden,  da  das  Volumen  sich  nicht  wesent- 
lich ändert.  Daher  bleibt  nur  das  zweite  Glied  mit  J  bestehen.  Da 
zum  Schmelzen  von  1  kg  Eis  79  Kalorien  nötig  sind,  so  wird  auf  das 
Schmelzen,  d.  h.  auf  die  Aenderung  des  Aggregatszustandes  eine  Arbeit 
verwendet 

J  =  424  •  79  =  33496  mkg. 

Ein  Maschinenpferd  leistet  75  mkg  Arbeit  in  der  Sekunde.  Dieses 
Pferd  hätte  also  zum  Schmelzvorgang  eine  Zeit  zu  arbeiten  von 

33496 :  75  =  447  Sekunden. 

Wird  Wasser  von  100®  in  Dampf  von  derselben  Temperatur  ver- 
wandelt ,  so  ist  t  =  0  und  es  verbleiben  die  beiden  andern  Glieder. 
Die  Arbeit  J  löst  den  Aggregatszustand  auf,  die  Arbeit  L  schafft  dem 
Dampf,  der  sich  bildet,  den  nötigen  Raum  zu  seiner  Existenz. 

257.  Ableitung  der  Jtile'scheB  Zahl.  Man  denke  sich  1  kg  atmo- 
sphärische Luft  in  einem  Cylinder  durch  einen  Kolben  abgeschlossen. 
Es  werde  nun  diese  Luft  erwärmt  um  1®,  so  aber,  dass  der  Druck 
der  Luft  der  gleiche  bleibt,  so  wird  der  Kolben  unter  diesem  Druck  aus- 
weichen ;  also  ist  eine  äussere  Arbeit  zu  verrichten.  In  der  letzten  Glei- 
chung (2)  wird  J  =  0  und  t  =  1®.  Ferner  bezeichnet  c  die  spezifische 
Wärme  der  Luft  für  konstantes  Volumen  und  Q  diejenige  für  konstanten 
Druck.  Diesen  letztern  Wert  wollen  wir  mit  c'  bezeichnen  und  die 
Zahl  424,  die  als  Unbekannte  aufzufassen  ist,  mit  E ;  so  folgt  aus  (2) 

(3)  E  =      ' 


c'-c 


Nun  ist  c'  =  0,2377;  c  =  0,1686.  Um  L  zu  finden,  nehme  man 
die  ursprungliche  Temperatur  der  Luft  =  0®  und  den  Druck  =  1  Atmo- 
sphäre an,  so  ist  das  Volumen  von  1  kg  derselben  1:1,2932  = 
0,77327  kbm,  da  das  Gewicht  von  1  kbm  Luft  =  1,2932  kg  beträgt. 
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Gibt  man  dem  Cylioder  1  qm  Grundfläche,  so  wird  seine  H(^he 
=  0,77327  m.  Diese  Höhe  nimmt  bei  Erwärmung  um  1®  zu  um 
0,00367  •  0,77327  =  0,0028378  m  ,  da  0,00367  als  Ausdehnungskoef- 
fizient zu  betrachten  ist.  Also  legt  der  Kolben  während  der  Erwär- 
mung den  Weg  0,0028378  zurück  mit  einem  Druck  =  10330  kg. 
Diese   Werte  geben   L  =  10330  •  0,0028378  =  29,3  mkg.     Daher  wird 

E  =    ^!!:!.    =  424  mkg. 
0,0961  ^ 

Diese  Methode  rährt  von  Robert  Mayer  her;  er  gab  den  Wert 
von  E  anno  1842  zu  365  mkg  an.  Es  standen  ihm  aber  die  richtigen 
Werte  von  c^  und  c  noch  nicht  zur  Verfugung. 

2S8.  Ilesetf  ?•■  Clay-Lussac.  Es  seien  po,  vq  und  to  Druck,  Vo- 
lumen und  Temperatur  eines  abgeschlossenen  Gaskörpers  und  p,  v  und  t 
dasselbe  fär  einen  zweiten  Zustand  desselben  GaskOrpers,  so  findet 
unter  diesen  Grössen  folgende  Beziehung  statt. 

Man  bringe  das  Gas  fdr  beide  Zustände  auf  0®  Temperatur,  ohne 
dass  ihre  Spannung  geändert  werde.  Dabei  gehe  vo  in  Vo  und  v  in  V 
über.  Auf  diese  Zustände  wende  man  das  Mariotte'sche  Gesetz  an, 
wonach  bei  gleicher  Temperatur  die  Volumina  sich  umgekehrt  verhalten 
wie  die  Drucke.     Daher  wird  Vq  :  V  =  p :  po  oder 

(4)  ^  =  1. 

po  Vo 

Nun  erwärme  man  das  Gas  für  den  ersten  Zustand  auf  t  Grade, 
so  nimmt  sein  Volumen  zu  im  Verhältnis  von  1 : 1  +  « to,  wo  a  den 
Ausdehnungskoeffizienten  für  das  Gas  bezeichne.  Ebenso  erwärme  man 
das  Gas  des  zweiten  Zustandes  auf  t  Grade.  Diesen  Zustandsände- 
rungen  entspricht  Gleichung  (4),  wenn  man  ihre  Zfihler  mit  1-^ai 
und  ihre  Nenner  mit  1  -f  ^  to  multipliziert  und  sodann  V  (1  -|-  ^  t) 
durch  V  und  Vo  (1  -{-  a  to)  durch  V0  ersetzt.     Man  erhält 

p  V  1  +  «t 


Po^o         1  +  ato' 

Diesen  Zusammenhang  stellt  das  Gay- Lussac' sehe  Gesetz  dar. 
Man  dividiere  Zähler  und  Nenner  rechts  mit  a  =  0,00367  und  da 
1 :  a  =  273,  so  geht  die  letzte  Gleichung  über  in 

,.N  pv     ^273  +  t  p  V       ^      Po  Vq 

.PoVo        273 +  to  273 +  t       273 +  lo' 

Nun  sind  die  Glieder  der  Summe  273  +  t  gleichartig;  also  wird 
auch  273  eine  Temperatur  sein.  Die  Temperatur  kann  daher  abnehmen 
um  273  -f- 1,  also  um  273®  unter  dem  Gefrierpunkt.  Diese  Temperatur, 
von  —  273®  an  aufwärts  gerechnet,  heisst  absolute  Nulltemperatur. 

Aus  der  zweiten  Form  dieser  Gleichung  erkennt  man,  dass  die 
Grösse  pv,  dividiert  durch  273  -f  t,  eine  Ronstante  ist,  die  mit  R 
bezeichnet  sei. 


Setzt  man  zur  Bestimmnng  derselbeo  tg  =  0;  Po  =  10330  kg  and 
fnr  atmosphärische  Laft  v,  =  0,77327  (§  257),  so  nird  fär  diese 
Gasart 

Es  ist  das  die  in  Gleichuog  (3)  vorlfommeude  Arbeitsgrösse  L.  Aus  (5) 
folgt  UQD  das  gesuchte  Gesetz 

(6)  pv^R(273  +  t)  =  RT, 

worin  T  die  absolate  Temperator  bezeichnet. 

SSI.  ftreiilaif  eines  (kues  all  Zislandtindernigen  bei  ktnitanlea 

YsInMca  »ä  heBttantCB  Drnek.  Uie  Gleichung  (6)  stelle  man  durch 
rechtwinkelige  KoordiaateD  geometrisch  dar,  indem  man  v  als  Abscisse 
nnd  p  als  Ordiuate  aufträgt  (Fig.  96),  so  entsteht  für  ein  gleichbleiben- 
des t  eine  gleichseitige  Hyperbel. 

Gesetzt,    die    Werte  v  nod  p  entsprechen    dem 
Kurveopunkt  A.     LSsst  man    nun  bei  gleichbleihea-  "^-  ^■ 

dem  V  die  Temperalor  wachsen,  so  rückt  A  parallel 
zur  OrdioatenachKe  vor  und  l&sst  man  bei  gieich- 
bleibeudem  p  die  Temperatur  zunehmen,  so  rockt  A 
parallel  zur  Abscisscuachse  vor. 

Durch    solche  Temperaturändernngen  beschreibe    I 
A  die  Seiten    eines    Rechteckes  ABCD,  dessen  eine 
Seite  A  B  parallel  lur  Ordinateoachse  liegt,  so  wird  das  Gas  nach  Voll- 
endoog  des  Kreislanfes  die  arsprüugliclie  Temperatur  t  und  Spannung  p 
haben. 

Der  Rreislaaf  kann  wie  Tolgt  durchgerührt  werden  Bs  gelange  A 
nach  B,  es  bleibe  also  v  konstant.  Dieser  Uebergang  ist  nur  mOglich, 
wenn  dem  Gas  Wftrroe  zugeführt  wird;  dabei  steige  t  auf  t'  und  p 
anf  p'.  Hierauf  werde  der  Weg  BC  durchlaufen ,  es  bleibe  also  p' 
konstant.  Auch  bei  diesem  Uebergang  muss  dem  Gas  so  viel  Wärme 
zugeführt  werden,  dass  v  zu  t'  und  t  zu  t"  heranwachse.  Nun  werde 
dem  Gas,  bei  gleichbleibendem  Volumen,  WSrme  entzogen ;  der  Punkt 
beschreibe  die  Seite  CD,  es  sinke  t"  anf  t"'^  während  die  Spannung 
zu  p  wird.  Beim  Rückgang  von  D  oacli  A  bleibt  p  konstant,  v'  nimmt 
ab  auf  V,  t'"  auf  t.  Auch  dieser  Vorgang  ist  nur  mCgIich,  wenn  dem 
Gas  Wärme  entzogen  wird. 

Die  zn  diesem  Kreislauf  benötigte  Wärmemenge  ergibt  sich  wie 
folgt.  Die  letzte  Gleichung  (6),  angewendet  auf  die  vier  Eckpunkte 
des  Rechteckes,  wird  zn 

A.  p  V  =  R  {273  +  t),  C.     p'  v'  =  R  (273  +  t"), 

B.  p' V  =  R  (273  +  t'),  D.     p  v'  =  R(273  + t'"). 
Volllieht  man  die  Subtraktion  (B)  — (A),  (C)  — (B)  etc.,  so  kommt 

(v  (p-  -  p)  =  R  (f  -  t),  v'  (p  -  p')  =  R  (t'"  -  t"), 

^'     V  (v'  -  V)  =  R(t"  -  t'),  p  (V  -  V  )  =  R(t"'  -  t). 


1   q  =  rcv  (p'-p), 
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Beim  ersten  üebergang  werde  dem  Gas  die  Wärmemenge  q  zogeführt, 
beim  zweiten  q^  Es  sei  ferner  1  kg  das  Gewicht  des  Gaskörpers; 
ferner  dessen  spezifische  Wärme  bei  gleichem  Druck  c'  und  bei  gleichem 
Volumen  c,  so  wird  für  diese  zwei  Oebergänge 

(2)  q  =  c(t'-t),         q'  =  c'(t"-tO. 

Bei  den  beiden  letzten  Uebergängen  wird  dem  Gas  Wärme  entzogen; 
der  Entzug  betrage  beim  dritten  q'',  beim  vierten  q^'^  so  wird 

(3)  q"  =  c  (t"'  -  t"),         q'"  =  C  (t'"  -  t). 

Fährt  man  die  Werte  von  t'  —  t,  t"  —  t'  etc.  aus  (1)  in  (2)  und  (3), 
so  folgt,  indem  man  den  reziproken  Wert  von  R  mit  r  bezeichnet 

q'  =  r  c'  p'  (v'  —  v), 
q'"  =  r  c'  p  (v'  -  v). 

Die  Wärmezuschusse  betrachte  man  als  positiv,  die  Wärmeentzüge 
als  negativ  und  bezeichne  mit  Q  ihre  algebraische  Summe,  so  ist 

Q  =  (q  -  q")  +  (q'  -  q'")- 
Allein  die  Differenzen  in  diesen  Klammern  sind  vermöge  (4) 

q  -  q-  =  -  rc(v'  -  v)(p'  -  p),       q'  -  q-  =  rc'(v'  -  v)(p'  -  p). 
Daher 

(5)  Q  =  r(c'-c)(v'~v)(p'-p). 

Dieser  Wert  von  Q  kann  nicht  zu  Null,  auch  nicht  negativ  werden, 
weil  die  Differenzen  in  den  Klammern,  so  lange  wenigstens  die  Vor- 
gänge dem  Rechteck  entsprechen,  positive  Werte  haben.  Also  wird 
dem  Gas  mehr  Wärme  zugeführt  als  entzogen.  Der  Mehrbetrag  Q 
verwandelt  sich  in  Arbeit.  In  der  That  wird  bei  den  beiden  ersten 
Debergängen  eine  Arbeit  verrichtet  =  p'  (v'  —  v) ,  weil  das  Gas ,  in 
einem  Cylinder  eingeschlossen  gedacht  mit  der  Grundfläche  1,  den 
Kolben  mit  einem  Druck  p'  fortschiebt  uro  den  Weg  v'  —  v.  Beim 
Rückgang  wird  eine  Arbeit  verbraucht  =  p  (v'  —  v),  weil  der  Kolben 
gedrückt  wird  mit  p  und  dabei  den  Weg  v'  —  v  durchläuft.  Die 
Differenz  dieser  Arbeiten  ist 

(P'  -  P)  (V  -  v) 

und  daher  nichts  anderes  als  die  Rechtecksfläche,  welche  v'  —  v  zur 
Grundfläche  und  p'  *—  p  zur  Höhe  hat. 

Nun  vermöge  eine  Kalorie  Wärme  (§  257)  eine  Arbeit  E  zu  ver- 
richten, so  ist  die  Arbeit  von  Q  Kalorien  =  QE;  daher 

QE  =  (p'~p)(v'-v). 

Dividiert  man  diese  Gleichung  durch  Gleichung  (5),  so  folgt  als  Wert 
des  mechanischen  Aequivalentes  E  der  Wärme 

c  —  c 
also  derselbe  Wert  wie  in  §  257. 
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Erfolgt  der  Debergang  oor  längs  der  beiden  ersten  Seiten  des 
Rechteckes,  so  ist  nar  Wärmezoschass  nötig.     Dieser  beträgt 

Q  =  q  +  q'  =  r[cy(p'  -  p)  +  c'p'(v'  -  y)]. 

Sind  die  Recbtecksseiten  unendlich  klein,  so  kann  p'  —  p  als  das 
Differential  von  p  and  v'  —  v  als  das  von  v  angesehen  werden.  Die 
letzte  Gleichung  geht  daher  über  in 

d  Q  =  r  [c  V  d  p  +  c'  (p  +  d  p)  d  v]. 

Hierin   kann  aber   das  Glied    mit  d  p  d  v  vernachlässigt   werden  gegen 
die  andern  in  der  Klammer.     Daher  wird 

(6)  d  Q  =  r  (c  V  d  p  +  c'  p  d  v). 

Bei  dieser  Auffassung  schreitet  A  um  unendlich  kleine  Intervalle 
vor  in  der  Richtung  einer  Kurve  (Druckkurve),  welche  durch  die 
Punkte  A  und  G  geht  und  deren  Variable  v  und  p  sind. 

Für  den  Uebergang  längs  eines  endlichen  Bogens  dieser  Kurve, 
von  p,  v(A)  zu  p^v'(C),  gibt  das  Integral  von  (6)  die  erforderliche 
Wärmemenge.     Diese  ist  daher 


(7)  Q  "=*■/'  (cvdp  +  c'pdv). 


Es  durchlaufe  der  Punkt  C  die  dritte  und  vierte  Seite  des  Recht- 
ecks, so  wird  die  Wärmemenge  Q',  welche  dem  Gas  entzogen  werden 
muss,  sein 

Q'  =  q"  +  q'"  =  r  [c  v'(p'  ~  p)  +  c'p(v'  -  v)]. 

Wird  wieder-  p'  —  p  =  dp  and  v'  —  v  =  dv,  so  geht  diese  Gleichung 
über  in 

d  Q'  =  r  [c  (v  +  d  v)  d  p  +  c'  d  p  v] 

und   nach  Weglassung  des  Gliedes    mit  d  p  d  v  und   angedeuteter  Inte- 
gration in 


Q'  =  r  r  (cvdp  +  c'pdv). 


Dieser  Wert  von  Q'  ist  gleich  dem  von  Q  in  Gleichung  (7),  jedoch 
mit  entgegengesetztem  Zeichen,  weil  die  Integrationsgrenzen  vertauscht 
sind  (§  85).  Durchläuft  also  der  Kurvenpunkt  die  Druckkurve  rück- 
wärts, so  muss  dem  Gas  ebensoviel  Wärme  entzogen  werden,  als  ihm 
beigebracht  werden  muss,  wenn  er  vorwärts  schreitet. 

Es  sollen  nun  spezielle  Fälle  betrachtet  werden. 

I.  Der  Uebergang  erfolge  vom  Punkt  A  nach  B;  es  sei 
also  V  konstant. 

Daher  wird  in  Gleichung  (6)  d  v  =  0  und  die  Integration  dieser 
Gleichung  gibt 

Q==rcv(p'  — p). 

Die   Wärme  Q    wird   also   nur   auf  die  Zunahme  p'  —  p  des  Druckes 
verwendet. 

Antenhcim  er ,  Elementerbaeh.  17 


—     258     — 

II.  Der  Uebergang  finde  von  B  nach  C  statt;  es  bleibe 
also  p  konstant. 

Da   in  Gleichung  (7)  d  p  =  0  ist,  so  gibt  die  Integration 

Q  =  rc'p(v'-v). 

Die   Wärme  Q  wird   also   ansschliesslich  auf  die  Ausdehnang  des  Vo- 
lamens  von  v  auf  v'  verwendet. 

III.  Der  Uebergang  vom  Punkte  p,v  zum  Punkte  p^  v' 
erfolge  so,  dass  dem  Gas  weder  Wärme  zugeführt  noch 
ihm  entzogen  werde. 

Ist  dabei  v'  >  v ,  so  entspricht  diesem  Vorgang  eine  Expansion 
des  Gases :  das  Volumen  v  geht  in  das  grössere  v'  über  und  die  Span- 
nung sinkt.  Wenn  dagegen  v'  <  v,  so  entspricht  diesem  Vorgang  eine 
Kompression  des  Gases:  das  Volumen  nimmt  ab  und  die  Spannung 
steigt. 

Da  in  beiden  Fällen  Q  =  0  ist,  so  muss  in  Gleichung  (7)  auch 
die  Grösse  hinter  dem  Integralzeichen  =  0  sein.     Also  wird 

cvdp  +  c'pdv  +  0. 

Setzt  man  in  diese  Gleichung  —  =  n  und   sondert  die   Variabein,    so 
kommt 

^  +  n-^  =  0 
P  ▼ 

und  durch  Integration 

log  p  +  n  log  V  =  log  C, 

wo  log  C  die  Konstante  der  Integration  bezeichnet.     Da  hieraus  log  p  v^ 
=  log  C,  so  folgt 

p  v°  =  C. 

Mithin  ist  das  Produkt  pv**  konstant,  welche  zusammengehörende 
Werte  von  p  und  v  eingesetzt  werden.     Daher  die  Gleichung 

p  7»  ==  p'  v'° 
oder  in  der  gewöhnlichen  Form 


■^-(tT- 


Diese  Gleichung  enthält  das  Poisson'sche  Gesetz  (§  171,  b)  über 
den  Zusammenhang  zwischen  Druck  und  Volumen  des  Gases,  wenn  es 
seinen  Zustand  ändert,  ohne  dass  ihm  Wärme  zugeführt  oder  entzogen 
wird.  Diese  Zustandsänderung  heisst  adiabatisch  und  die  ans 
Gleichung  (8)  hervorgehende  Kurve  adiabatische  Kurve. 

Eliminiert  man  aus  (6)  von  §  258  und  (8)  zuerst  p,  p^  sodann  v,v', 
so  erhält  man  folgende  Relationen 
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welche    mit  den   AenderaogeD   des  Druckes  oder   des   VolameDS   auch 
diejeDige  der  Temperatur  zeigt. 

Die  Arbeit,  welche  auf  die  Zustandsäuderung  verwendet  werden 
muss,  ist  in  Gleichung  (5)  des  §  171  dargestellt. 

IV.  Der  Uebergang  von  den  Werten  p,  v  zu  den  Wer- 
ten p^v'  erfolge  bei  konstanter  Temperatur.  Dann  ist  nach  (6) 
von  §  258  das  Produkt  p.v  konstant;  daher  sein  Dififerentiai 

vdp  +  pd  V  =  0. 

Vermöge  dieser  Relation  wird  die  Elammergrösse  in  (6)  zu 

(9).  (c'  — c)pdv. 

Allein  nach  (6)  von  §  258  ist  auch 

R(273  +  t) 
P= • 

Vermittelst  dieses  Wertes  von  p  geht  (9)  über  in 

R(c'-c)(273  +  t)-~^, 
und  dijB  Gleichung  (6)  in 

(10)  dQ  =  ±  ?-:^.R(273  +  t)^. 

Das  doppelte  Zeichen  rechts  ist  anzuwenden,  weil  dQ  für  Expan- 
sion positiv,  für  Kompression  negativ  wird.  Denn  wenn  ein  Gas  sich 
ausdehnt,  so  verrichtet  es  Arbeit;  es  wird  ihm  also  ein  entsprechender 
Teil  Wärme  entzogen.  Also  wird  seine  Temperatur  sinken.  Soll  diese 
nun  aber,  der  Voraussetzung  nach,  nicht  sinken,  so  muss  ihm  Wärme 
zugeführt  werden  und  zwar  gerade  jener  Betrag,  der  sich  in  Arbeit 
umsetzt.  Umgekehrt  verhält  es  sich  bei  der  Rompression.  Hier  wird 
Arbeit  auf  die  Zusammendrückung  verwendet.  Dadurch  steigt  die 
Temperatur  des  Gases.  Soll  sie  nun  nicht  steigen,  so  muss  genau  so- 
viel Wärme  dem  Gas  entzogen  werden,  als  ihm  durch  die  Arbeit  mit- 
geteilt wird.  Nun  ist  der  erste  Bruch  rechts  in  (10)  der  reziproke 
Wert  von  E;  daher 

<iQ=±^(273  +  t)-^. 

Da  hierin  t  konstant  ist,  so  erhält  man  als  Wärmeaufwand : 

für  die  Expansion 

R  r»^'  dv         R  v' 

Q  -  ^ (273  +  t)  J    -^  =  -|-(273  +  t)  log—, 

für  die  Kompression 

Q'  =  - -|-(273  +  t)£  "V"  =  l-(273  +  t)log-^. 

Da  die  Grösse  R(27d-Ht)  durch  pv  ersetzt  werden  kann,  so 
werden  die  vorstehenden  Wärmemengen 

17* 


and  die  Arbeiteo,  welche  der  ExpaosioD  Dod  Kompression  entiprecben 

QE^pHog  — ;     Q'B  =  pvlog-^. 

Die  letzte  dieser  GleichoDgeo  ist  in  §  178,  a  dargestellt. 
Die    unter   IV    aargrföbrtcn    Vorginge    lieissen    isothemische; 
sie  erfolgeD   nach  dem   Gesetz   von    Hariotte,    die   Druckkarve  der 
Gase  ist  daher  die  gleichseitige  Hyperbel. 

SM.  CRraeficher  Hrcliltttr,  Ein  abgeaclilossener  St«fF  macht  einen 
Kreislanf  durch,  indem  er  anter  dem  Binflass  von  W&rme  veracbiedene 
aafeinander  folgende  Zast&nde  annimmt  nnd  am  Schiasse  wieder  in 
den  Anfangszaalaad  zarnckkehrt. 

Onter  den    vielen  denkbaren  KreislBnfen  zeichnet  sich   derjenige 

ans,    «eldien  Sadi   Carnot  1634  vorgeschlagen  hat  und  zwar  des- 

wegen,  weil  er,  zur  Gewinnung  von  Arbeit  benutzt,  ein  Minimam  von 

Wftrme  erfordert,  also  den  höchsten  Wirkungsgrad  der  Wftrme  liefert. 

Der  Stoff  sei  in   einem  Cylinder  eingeschlossen.     Derselbe  besitze 

im  Anfangszustaod  ein  Volomen  Vg,  einen  Drack  pg  und  eine  absolate 

Temperatur  To  (Fig.  97).    Man  führe  dem  Stoff 

Pj     Q.J  von   aoBsen   her  eine  WBrme   Qo    zu,    so   aber, 

dass  seine  Temperatur  konstant  bleibt,  so  -wird 

er  einen  isothermiachen  Zast&nd  darchlaufen; 

es  gehe  dabei  das  Volamen  in  vi  und  der  Druck 

in   pi   aber,   es  sei   alao  popi   die   Drockliaie 

dieses  Voi^anges. 

Hieraaf  lasse  man  den  Stoff  einen  adiabati- 
schen  Vorgang  darchmachen,  indem  man  dem 
Stoff  weder  W&rme  znfQhrt  noch  solche  entlieht. 
Das  Volumen  dehne  sich  ans  aal  vt ;  der  Druck 
sinke  anf  pi  nnd  die  Temperatur  anf  Ti. 
Nunmehr  drücke  man  den  Stoff  stetig  zuiammen ,  so  aber,  dass 
er  einen  isothermischen  Znstand  dnrchlftuft  bis  sein  Volamen  vt  und 
sein  Druck  ps  wird.  Han  erreicht  dies,  wenn  man  dem  Stoff  vorweg 
jene  Wärme  Qi ,  welche  ihm  darch  den  Solbendrnck  mitgeteilt  wird, 
nach  aussen  hin  ableitet.  Dabei  soll  aber  die  Drnckkurve  p«  p>  nicht 
beliebig  lang,  sondern  so  gewählt  sein,  dass  ein  neuer  adiabatischer 
Vorgang  die  Drnckkarve  pt  pg  liefert,  d.  h.  den  Stoff  in  den  Anfangs- 
zustand  znrückfnhrt.     Damit  ist  der  Kreislauf  vollendet 

Die  Arbeiten,  welche  während  der  vier  Vorgänge  verrichtet  worden, 
sind  in  der  Fignr  durch  Flachen  dargestellt  und  zwar:  w&hrend  des 
ersten  Vorganges  dnrch  vo  po  pi  vi ,  während  des  zweiten  dnrch  vi  pi  pi  vi, 
wahrend  des  dritten  darch  vi  pi  pj  vt  nnd  wahrend  des  vierten  dnrch 
vtpipovo.  Die  beiden  ersten  Arbeiten  sind  prodnktiv,  die  beiden 
letztern  verbrauchen  wieder  einen  Teil  davon,  so  dass  die  schraffierte 
PlOche  die  Arbeit  angibt,  welche  während  des  Kreislaufes  gewonnen 
wird.  Während  des  ersten  Vorganges  wurde  die  Wärme  Qo  ingefahrt 
nnd  nährend  des  dritten  die  Wärme  Qi  abgeleitet;  die  anf  den  Kreis- 
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lauf  verwendete  nützliche  W&rme  ist  daher  Qo  —  Qi  und  die  daraus 
eutstandene  Arbeit  E  (Qo  —  Qi).     Daher  die  Gleiehnng 

(1)  E  (Qo  —  Qi )  =  Fläche  po  pi  pj  ps . 

Die  Arbeit  E(Qo— Qi)  ist  abhängig  von  den  Temperaturen  To 
und  Ti,  wie  auch  der  Stoff  im  Gylinder  beschaffen  sein  mag. 

Diese  Abhängigkeit  mag  hier  gezeigt  werden  für  den  Fall,  wenn 
der  Stoff  eiü  permanentes  Gas  ist. 

Es  bezeichne  v  ein  im  Diagramm  liegendes  Volumen  v  and  p  den 
zugehOrenden  Druck.  Nimmt  v  um  d  v  zu ,  so  kann  man  annehmen, 
es  bleibe  während  dieser  Aenderung  p  konstant;  daher  entsteht  das 
Arbeitselemenl  pd  v.  Liegt  der  Pankt  p,  v  auf  der  obern  isotbermischen 
Linie,  so  ist  pdv  ein  Teil  jener  Arbeit,  die  während  der  ersten 
Zustandsftnderung  verrichtet  wurde;  liegt  aber  der  Punkt  p^v  auf  der 
untern  isothermischen  Kurve,  so  ist  pdv  ein  Teil  der  Arbeit  während 
der  dritten  Zustandsänderung.  Daher  die  Arbeiten  für  diese  beiden 
isotbermischen  Vorgänge 

(2)  E  Qo  =  Fläche  po  pi  vi  v  =  f    pdv; 

(3)  E  Qi  =  Fläche  pa  ps  vi  va  =  j     p  d  v. 

Allein  für  beide  Voi^änge  gelten  auch  die  Gleichungen 

pv  =  RTo     und     pv  =  RTi 

des  Gay-Lussac'scheD  Gesetzes  (6),  §  258.  Fährt  man  die  Werte 
von  p,  welche  diese  Gleichungen  geben,  in  (2)  and  (3)  ein,  so  folgt, 
da  R  und  T  konstant  sind 

J"^»  d  v  Vi 

RTo-^^  =  RTolog-^; 
vo  V  "    vo 

EQi  =  pRTi  —  =  RTi  log—, 

Jva  V  "    V3 

und  durch  Division  dieser  Gleichungen 

I       ^1 


Tl  ,  V2 

log 


V3 


Nun  sind  aber  die  Verhältnisse,  von  welchen  in  (4)  die  Logarithmen 
zu  nehmen  sind ,  einander  •  gleich.  Denn  man  erhält  für  den  ersten 
adiabatischen  Vorgang 


nach  dem  Gay-Lussac 'sehen  Gesetz 


und  nach  dem  Pols  so  naschen  Gesetz 


PI  Vi         To 


P2  vj  Tl 

pi  Vvay   ' 
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folglich  durch  Maltiplikation  dieser  beiden  Gleichangen 

oDd  fär  den  zweiten  adiabatischen  Vorgang 

po  vo         To 


nach  dem  Gay- Lassa c' sehen  Gesetz 


PS  V8  Ti 

und  nach  dem  Po isson' sehen  Gesetz     .     -^   ==(  — )  . 

po  \V8y 

daher  darch  Elimination  der  Drucke  aas  beiden  Gleichungen 

Aas  (5)  und  (6)  folgt  nun  aber 


va         V8        ,  ,     Vi         va 

also  auch 


Vi  Vo  VO  V3 

Wegen  dieser  letzten  Gleichung  geht  (4)  über  in 

Qo         To 


(7) 


Qi         Ti 


Diese  Gleichung  enthält  nun  die  Carnot'sche  Proportion.  Sie  lautet: 
Die  Wfirme,  welche  während  des  Kreislaufes  dem  Stoff  zugeführt  wird, 
verhält  sich  zur  Wärme,  welche  ihm  entzogen  wird,  wie  die  Temperatur 
während  der  Periode  der  Wärroezuleitung  zur  Temperatur  während  der 
Wärmeableitung. 

Diese  Proportion  gilt  auch  für  andere  Stoffe  als  permanente  Gase, 
z.  B.  für  solche,  die  während  des  Kreislaufes  teilweise  den  Aggregats- 
zustand ändern,  wie  dies  beim  Wasserdampf  immer  der  Fall  ist. 

Aus  Gleichung  (7)  folgt,  indem  man  auf  beiden  Seiten  1  abzieht 

Es  ist  aber  Qo  —  Qi  die  beim  Kreislauf  nützlich  gewordene  Wärme 
und  To  —  Ti  die  Temperatursenknog.  Folglich  verhält  sich  die  nütz- 
liche Wärme  zur  aufgewendeten  Wärme  wie  die  Temperatursenkong 
zur  Anfangstemperatur. 

Der  Bruch  links  in  (8)  heisst  Wirkungsgrad  der  Wärme; 
daher  wird  auch  der  zweite  Bruch  dasselbe  bedeuten.  Allein  dieser 
gibt  den  Ausdruck 

T,- 

Daher  wird  der  Wirkungsgrad  gross,  wenn  wenig  von  der  Einheit  ab- 
gezogen werden  muss,  d.  h.  wenn  To  gross  und  Ti  klein  ist.  Bei  kalori- 
schen Maschinen  muss  also  der  Kreislauf  mit  hoher  Temperatur  be- 
ginnen und  mit  niederer  Temperatur  schliessen. 
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Man  kann  sich  boo  einen  geschlossenen  Kreislauf  denken,  bei 
welchem  die  Wärme  Qo  bei  wachsender  Temperator  zageleitet  nnd  die 
Wärme  Qi  bei  wechselnder  Temperatur  abgeleitet  wird.  Dabei  gibt 
es  aber  immer  eine  höchste  Temperatur  To  nnd  eine  niedreste  Ti.  Jene 
teilweisen  Aenderungen,  welchen  keine  so  weit  auseinander  gelegenen 
Grenztemperaturen  entsprechen,  geben  einen  kleinern  Wirkungsgrad. 
Man  wird  also,  bei  gegebenem  Wärmeanfwand,  die  obere  Grenztempe- 
ratur To  so  lange  aufrecht  erhalten  als  möglich,  ebenso  die  untere  Ti. 
Dann  aber  kann  der  Debergang  von  einer  Grenztemperatur  zur  andern 
nur  ein  adiabatischer  sein. 

Die  ganze  mechanische  Wärmetheorie  beruht  auf  dem  Satze  von 
der  Aequivalenz  von  Wärme  und  Arbeit  und  auf  der  Carnot'schen 
Proportion.  Man  nennt  sie  daher  auch  die  beiden  Fund  amen talgesetze 
dieser  Theorie. 

Ml.   Aiwendnig  des  Carn^t'sehei  flesettes  aaf  Wasserdaspf.     Der 

StofF,  der  im  Gylinder  eingeschlossen  ist,  sei  Wasser.  Bei  Beginn  des 
Kreislaufes  habe  dasselbe  eine  Temperatur  T  nnd  einen  Druck  p.  Das 
Wasser  besitzt  also  bereits  seine  fühlbare  Wärme.  Man  führe  ihm 
nun  Wärme  zu,  so  aber,  dass  die  Temperatur  dieselbe  bleibt,  so  wird 
auch  der  Druck  derselbe  bleiben.  Mithin  wird  die  isothermische  Linie 
geradlinig  und  parallel  zur  Abscissenachse. 

Nunmehr  höre  die  Zuleitung  von  Wärme  auf,  so  kann  im  Gylinder 
vorhanden  sein:  eine  Mischung  von  Wasser  und  Dampf,  gesättig^r 
Dampf  allein  oder  überhitzter  Dampf,  je  nach  der  Wärmemenge,  welche 
zugeleitet  worden.  Es  beginne  nun  der  adiabatische  Vorgang  (ohne 
Wärmezuleitung  und  ohne  Wärmeableitung),  bis  die  Temperatur  auf  Ti 
und  der  Druck  auf  pi  gesunken  sei. 

Von  hier  an  trete  ein  isothermischer  Vorgang  ein  mit  der  Tempe- 
ratur Ti,  so  wird  auch  die  Spannung  pi  bleiben.  Das  ist  nur  mög- 
lich, wenn  dem  Stoff  im  Gylinder  Wärme  entzogen  wird  und  zwar 
so  viel,  als  ihm  Wärme  durch  das  Zusammendrucken  mittels  des  Kol- 
bens übertragen  wird,  so  wird  auch  diese  isothermische  Linie  parallel 
zur  Abscissenachse. 

Endlich  werde  der  Kreislauf  durch  eine  zweite  adiabatische  Linie 
geschlossen ,  so  wird  sich  während  derselben  aller  Stoff  im  Gylinder 
in  Wasser  verwandeln  von  der  Anfangstemperatur  T. 

Die  von  den  vier  Linien  eingeschlossene  Fläche  gibt  die  gewonnene 
Arbeit  an.  Wäre  sie  ein  Parallelogramm,  so  könnte  man  sie  berechnen 
aus  der  Länge  und  Breite.  Die  Breite  ist  die  Differenz  p  ^  pi ;  dagegen 
kann  als  Länge  nur  dann  die  obere  isothermische  Linie  angenommen  wer- 
den, wenn  die  Breite  sehr  klein  ist.  Man  nehme  daher  p  — -  pi  unend- 
lich klein,  also  =  d  p  an.  Dann  wird  die  Länge  dargestellt  durch  den 
Weg  0,  den  der  Kolben  während  der  vollständigen  Verdampfung  durch- 
läuft. Es  soll  also  gerade  so  viel  Wärme  zugeleitet  werden,  dass  alles 
Wasser  sich  in  gesättigten  Dampf  verwandelt.  Denkt  man  sich  den 
Querschnitt  des  Gylinders  =1,  so  ist  das  vom  Kolben  beschriebene 
Volumen  =l*u;  also  kann  u  auch  als  Volumen  aufgefasst  werden. 
Die   Rechtecksfläche    ist  nun  =  u  d  p  und    die   entsprechende   Wärme 
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Ddp:B.  Diese  GrOsse  ist  das  erste  Glied  der  Garoot'eeben  Pro- 
portion (8),  S.  963,  also  die  GrSsse  Qo  —  Qt. 

Dem  Wasser  im  Cylinder  mass  zar  Verdampfnng  nur  latente 
WSrme  (S.  3&2)  zngefnhrt  werden.  Diese  kann  bestimmt  werden  aas 
den  empirischen  FormelD 

(1)  q  =  t  +  0,00002  t*  +  0,0000003  t', 

(2)  Q  =  606,5  +  0,305 1, 

worin  bezeichnen:  Q  die  Wftrme,  welche  1  leg  Wasser  von  0*  loge- 
fäbrt  werden  mass,  am  bei  t  Zentigraden  in  Dampf  verwandelt  tu  wer- 
den and  q  die  ffiblbare  Wärme,  d.  h.  jene,  welche  das  Wasser  ent- 
halten mass  anmittelbar  vor  fiegino  des  Verdampfeas. 

Dann  ist  Q  — q  die  latente  W&rme  des  Dampres  and  bildet  das 
zweite  Glied  der  Carnot'schen  Proportion.  Der  Spaanangsabnabme  dp 
entspricht  eine  Temperatnrabnabme  dT;  daher  geht  Gleichnng  (S) 
voD  §  260  aber  in 


woraus  als  Volumen  a  folgt 

(8) 


B(Q-q)    dT 
T  dp" 


Oeber  den  Zusammenhang  zwischen  t  und  p  hat  Regnaalt  Ver- 
sncbe  gemacht,  die  von  —  32  bis  +  330  Zentigraden  reiebeo  and 
Formeln  angegeben,  aas  denen  p  berechnet  werden  kann,  wenn  man  t 
kennt.  Die  eine  dieser  Formeln  amfasst  die  Temperataren  von  —  32' 
bis  0",  die  andere  diejenigen  von  0*  bis  100*  nnd  die  dritte  die  von 
100'  bis  230**.     Aas   diesen   Formelo   kann   dnrch  Differentiation  das 

Verhältnis  — —  abgeleitet  werden.     Allein   die   Formeln  sind   kompli- 
dp 

ziert    and  dadarcb   unbequem.     Dafdr   werde  folgendes  Anakherangs- 

verfabren  angewendet. 

Mau    stelle   den  Zasammen- 
Fift-  98.  bang   zwischen   Temperatur   und 

Druck  graphisch  dar  (Fig.  98), 
so  entsteht  eine  Kurve  Obc, 
welche  Drackkurve  des  gesftttig- 
teu  Dampfes  genannt  wird.  Es 
sei  OA  =  T  und  A  a  =  p.  Man 
lege  durch  den  Kurvenponkt  a 
«ine  Tangente  af.  so  ist  das  in 
Gleichung  (3)  erhaltene  Differen- 
tial verb&ltais 


*-{4}" 


dT  __  Af 

Han   mache  AB  =  AC,   ziehe   die   Ordinalen    Bb    und    Cc,    lega 
dareb  di«  Eurvenpankte  b  und  c  eine  Sekante  hc,  so  wird  diese   «m 
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80  mehr  parallel  zar  Tangente  werden,  je  n&her  B  and  C  an  A  liegen. 
Nun  schreitet  die  Regnaalt^8che  Dracktabelle  vor  von  Grad  za  Grad. 
Man  nehme  nan  OA  an,  so  wird  als  kleinster  Wert  zn^  wählen  sein 
AB  =  1^  also  3  0  =  2^  Man  ziehe  be  parallel  zar  Abscissenachse, 
so  ist  ce  der  Unterschied  ans  den  Ordinalen  Cc  and  B  b,  welche  aas 
der  Tabelle  entnommen  werden.  Daher  das  Differentialverh&ltnis  (4) 
sehr  nahe  =  b  e :  c  e. 

Es  sei,  am  die  nnmerische  Aoswertang  von  a  za  zeigen,  das  Volamen 
von  1  kg  gesättigtem  Dampf  von  1  Atmosphäre  Drack  za  bestimmen. 

Es  ist  t»  100^;  also  nach  (1)  and  (2) 

q  ==  100,6 ;     Q  =  637 ;     Q  -  q  =  536,5  Kai. 
Ferner  fdr  1  Atmosphäre  Drack 

T  «  273  +  100  «  378»;     p  =  10330  kg 
and  für  101  nnd  99  Zentigraden  nach  Regnaolt 

C  c  =  1,0363 ;     B  b  =  0,9649 ;     c  e  =  0,0714  Atm. 
Folglich  diese  Drackdifferenz  pro  1  qm  Fläche 

c  e  =  10330  •  0,0714. 
Setzt  man  diese  Werte  in  (3),  so  ergibt  sich 

424-536,5  2  .  ^^o  ,  u 

o  = ::^^ •  ^rx«>i^rx   /%rv>,^ .  =  1,653  kbm. 

373  10330  0,0714 

Daher  der  Ranm,  welchen  dieser  Dampf  einnimmt 

0,001  +  1,653  =  1,654  kbm. 

Nachdem  nonmehr  das  spezifische  Dampfvolamen  berechnet  ist, 
kann  aach  die  Zerlegung  der  latenten  Wärme  des  Dampfes  in  änssere 
and  innere  vorgenommen  werden. 

Beim  Vorschieben  des  Kolbens  während  der  Verdampfang  legt  der 
Kolben  den  Weg  n  mit  einem  Drack  p  zarfick,  verrichtet  also  die 
Arbeit  pa;  daher  die  ihr  entsprechende  äassere  latente  Wärme 


(5) 


pa 


424 

Diese  hat  man  nan  von  der  ganzen  latenten  Wärme  Q  —  q  abzuziehen, 
am  die  innere  latente  Wärme  za  erhalten. 

Far  obiges  Beispiel  wird  bei  Dampf  von  1  Atmosphäre 

äassere  latente  Wärme  10330- 1,653:424  =    40,27  Kai. 
innere   latente   Wärme         536,5  —  40,27  =  496,23    „ 

2$t.  IistaadsudeniigeB  des  Waaserdanpfes  wahrend  der  Eipansiti. 

Es  befinde  sich  im  Gylinder  einer  Dampfmaschine  fenchter  Dampf 
(Mischang  von  Wasser  and  Dampf)  von  der  Temperatar  T.  Dieser 
Gylinder  habe  Wände,  welche  an  den  Wärmevorgängen  im  Innern 
keinen  Anteil  nehmen,  er  werde  also  als  mathematischer  Gylinder  ge- 
dacht.  Nan  beginne  der  erste  adiabatische  Vorgang  des  Gar  not 'sehen 
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Kreislanfea,  so  dehnt  sich  der  Dampf  aas  imd  es  sioke  seine  Tempe- 
ratar  aufTi.  Während  dieses  Vorganges  verrichtet  der  Dampf  Arbeit, 
indem  er  den  Kolben  fortschiebt.  Diese  Arbeit  wird  der  Mischung, 
welche  der  Cylinder  enthält,  in  Form  von  Wärme  entzogen.  An  der 
Wärmeabgabe  beteiligen  sich  dabei  sowohl  der  Dampf  wie  das  Wasser. 
Indem  der  Dampf  Wärme  abgabt,  kondensiert  ein  Teil  davon  zn  Wasser ; 
indem  das  heisse  Wasser  Wärme  abgibt,  so  nimmt  zuerst  der  Dampf, 
welcher  das  Wasser  berührt,  diese  Wärme  auf.  Allein  der  Dampf  ist 
immer  als  gesättigt  zn  betrachten;  also  mnss  die  Dampf  menge  sich 
vermehren.  Beide  Vorgänge,  das  Kondensieren  beim  Dampf  und  das 
Verdampfen  beim  Wasser,  kombinieren  sich  so,  dass  am  Bnde  der 
Expansion  gleichviel,  mehr  oder  weniger  Wasser  im  Cylinder  sein  kann 
als  am  Anfang.  Man  soll  nun  bestimmen,  in  welcher  Weise  sich  das 
Verhältnis  von  Wasser  nnd  Dampf  während  der  Expansion  ändert 

Es  sei  q  die  fühlbare,  q  die  innere  latente  and  r  die  gesammte 
latente  Wärme  des  Dampfes.  Ein  Kilogramm  der  Mischung  bestehe 
bei  Beginn  der  Expansion  aus  x  kg  Dampf  und  aus  1  —  x  kg  Wasser, 
so  wird  die  im  Dampf  enthaltene  innere  latente  Wärme  =  x  p  und 
somit  die  in  der  ganzen  Mischung  enthaltene  Wärme  sein 

(1)  q  +  xp. 

Während  des  ersten  isothermischen  Vorganges  wird  nämlich  die 
äussere  latente  Wärme  zur  Arbeit  verbraucht;  es  verbleibt  also  nur 
noch  die  im  Ausdruck  (1)  angegebene. 

Sinkt  nun  während  der  Expansion  die  Temperatur  T  um  dT,  so 
ändert  sich  in  (1)  die  Grösse  q  um  d  q  und  x  p  um  d  (x  p).  Zugleich 
wird   eine    kleine  äussere   Arbeit  verrichtet.     Diese  beträgt  nach   (5) 

von  §  261   för   1  kg  Dampf  ^=r-  und   für  x  kg  Dampf  — ^ — ,  worin 

X  u  das  Volumen  des  Dampfes  bei  der  Temperatur  T  bezeichnet.  Sinkt 
also  T  um  d  T,  so  dehnt  sich  das  Volumen  x  u  aus  um  d  (x  u).  Wäh- 
rend dieser  unendlich  kleinen  Aenderung  kann  man  den  Druck  p  als 
konstant  betrachten;  also  wird  die  während  dieser  Aenderung  ver- 
richtete Arbeit  =-^d(xu). 

Während  des  adiabatischen  Vorganges  bleibt  die  in  der  Mischung 
vorhandene  nnd  in  Arbeit  umgesetzte  Wärme  konstant;  daher  muss 
das  Differential  dieser  Summe  =  0  sein.     Mithin  wird 

(2)  dq  +  d(rp)  +  |-d(xa)  =  0. 

Da  nun  ein  Ganzes  gleich  seinen  Teilen,  so  wird 

pu 

Fährt  man  diesen  Wert  von  p  in  (2)  eio,  so  wird 

dq  +  d(xr)-^d(xpn)  +  -|-d(xa)  =  0. 
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Betrachtet  man  xpa  als  Produkt  aus  p  and  xu,  so  gibt  die  Diffe- 
rentiatioD 

d  (x  p  q)  =  p  d  (x  u)  +  X  a  d  p. 

SetEt  man  diesen  Wert  von  d(xpQ)  in  die  vorhergehende  Gleichnng, 
80  ist 

(3)  dq  +  d(kr)-^dp  =  0. 

Allein  nach  Gleichung  (3),  S.  264,  ist 

_?_  — -I_  AI. 
E  ■*  T  'dp' 

mittels  welchen  Wertes  von  n  Gleichung  (3)  übergeht  in 

(4)  dq  +  d(xr)-xr^  =  0. 

Nun  nimmt  q  sehr  nahe  proportional  zu  mit  der  Temperatur.  Man 
kann  daher  setzen  q  =  c  T,  wo  c  die  mittlere  spezifische  Wärme  des 
Wassers  bezeichnet.     Daher  wird  auch  d  q  =  c  d  T. 

X  r 
Die    Differentiation   von  -=-  gibt 


m- 


Txdr  — xrdT 

somit  auch,  wenn  mit  T  multipliziert  wird 

r„j/'xr\         ^  dT 

Td(^— j  =  xdr-xr-Y-. 

Setzt  man  diese  Werte  in  (4),  so  kommt 

cdT  +  Td(^)=0, 

oder  indem  man  mit  T  dividiert 

dT 


+  d 


m  -  »■ 


T 

Das  ist  nun  die  gesachte  Differentialgleichung,  deren  Integration  gibt 

(5)  clogT  +  ^  =  C. 

Bezeichnen  T,,  r,  und  x,  fär  den  Endzustand,  was  T,  r  und  x  fär  den 
Anfangszostand,  so  geht  ffir  letztere  Gleichung  (5)  über  in 

clogT,  +  ^  =  G. 

Zieht  man  Gleichung  (5)][ab  von  dieser,   so  erhält  man  folgendes  von 
Gl  an  Sias  abgeleitete  Gesetz 


368 


x,r,         xr  T 
;fr  =  c  log 


T,  T  ^  T,  * 

Fär  eine  mittlere  Temperatar  von  130  ZeDtigradeo  kann  c  =  1,02 
aDgenommeD  werden.  Wird  mit  briggischeu  statt  mit  natfirlichen 
Logarithmen  gerechnet,  so  mossen  diese  mit  2,3026  mnltipliziert  wer- 
den.    Daher  die  zur  numerischen  Berechnung  geeignete  Formel 

(6)  ^  -  ^  =  1 ,02 . 2,8026  logbr  -^. 

I.  Es  dehne  sich  Dampf  von  8  Atmosphären  arbeitend  ans,  bis 
der  Druck  auf  0,8  Atmosphären  gesunken  ist.  Er  habe  bei  Beginn 
der  Expansion  einen  Wassergehalt  von  0,05;  wie  gross  ist  dieser  im 
Endzustand  ? 

Hier  ist  x  =  0,95  und  gemäss  der  Zeuner'schen  Dampftabelle 
für  1  kg  Dampf 

r  =^  486,7  Kai. ;     T  «  275  +  170,81  «  448,81  •; 
0  =  540,8    y,    ;     T,  =  273+    93,88  =  366,88 •; 

daher  nach  der  letzten  Gleichung  (6) 

X,- 540,8        0,95-485,7        ,  ^«   «  «^«^  ,    .     448,81 

"36638 443;8r-  ==  ^'^' '  ^'^^'^  ^'^""'üßfiS' 

X,  =  0,836. 

Am  Ende  der  Expansion  enthält  also  die  Mischung  0,836  kg 
Dampf  und  0,164  kg  Wasser.  Dieses  ist  also  vermehrt  worden  um 
0,164 -0,05  «0,114  kg. 

IL  Bei  der  eben  erwähnten  Expansion  soll  der  Wassergehalt  der 
Mischung  am  Ende  der  Expansion  so  gross  sein  wie  am  Anfang.  Wie 
viel  beträgt  er? 

Hier  wird  x^  =  x ;  daher  nach  Gleichung  (6) 

443,81 


r-^'l--^?^V  1.02. 2,3026  logbi 
V  366,88         443,81  y         '        *,*^  « .  gu 


366,88  ' 

X  =  0,507. 

Die   Mischung  enthält  also  am  Anfang   und  Ende   der  Expansion 
0,507  kg  Dampf  und  0,498  kg  Wasser. 


263.  Krkl&rnng  des  Ihraekes  der  flase.  Bei  jedem  Körper,  der 
Wärme  enthält,  sind  dessen  Atome  in  ▼ibrierender  Bewegung  (§  254). 
Bei  den  gasförmigen  Körpern  besteht  nun  die  Eigentümlichkeit,  dass 
deren  Körperatome  weit  auseinander  liegen  und  daher  die  Kraft,  womit 
sie  sich  anziehen,  verschwindend  klein  ist.  Daher  das  Bestreben  dieser 
Atome,  sich  immer  weiter  von  einander  zu  entfernen  und  um  so  weiter, 
je  grösser  der  Wärmegehalt»  je  intensiver  die  vibrierenden  Bewegongen 
sind.  Vermöge  dieser  Bewegungen  stossen  die  Atome  ao  die  Wände 
der  Gefässe,  welche  das  Gas  einschliessen.  Nach  Daniel  Bernoalli 
(Hydrodynamica,   1738)  sollen  diese  Stösse  die  Ursache  des  Druckes 


ttau,  den  dag  Gas  «nf  die  Wftode  aasQbt.     Es  kann  der  Nachweis  Pir 
diese  AoffaisuDg  nie  folgt  gegeben  werden. 

HaD  lege  inei  ebene,  parallele  Winde  A  C,  B  D  (Flg.  99)  darcb 
den  GaskOrper  in  elaem  sehr  kleinen  Abstand  h  von  einander.  Bin 
Gasteil  mit  der  Masse  m   treffe  in 

der  Rich'tuDg  A  B    die    eine    Wand  Fig.  99. 

in  B  mit  der  Geschwindigkeit  a 
nster  einem  Winket  A  B  El  =  a  znm 
Binfallslot  BB,  so  wird  diese  Masse 
in  der  Ebene  ABB  unter  einem 
Winkel  BBC  =  ce  nnd  mit  derselben 
Oesehwindigkeit  n  nach  der  andern 
Wand  geworfen  l&ogs  B  C ;  dann 
von  C  wieder  inröck geworfen  ISngs 
C  D,  parallel  m  A  B  n.  f.  w. 

Beim  Stoss  in  B  zerlegt  sich  die  Gesctiwindigkeit  u  in  die  Kom- 
ponenten nein  et  parallel  znr  Wand  und  ucosa  senkrecht  znr  Wand. 
Die  eratere  Komponente  ftllt  für  den  Stoss  gegen  die  Wand  SQSser 
Betracht;  die  letztere  geht  aas  -f  n  cos  a  in  —neos«  ober  nnd  be- 
wirkt den  Druck  anf  die  Wand  mit  einer  Qaantitit  der  Bewegung 
(§  186)  =2mncoscE.  Solche  StAsse  wiederholen  sich  in  B,  angeo- 
Bcbeinlich  mit  ungleicher  Geschwindigkeit;  allein  in  der  Rechoang 
denkt  man  sich  unter  n  die  mittlere  Geschwindigkeit  der  fortschreiten- 
den Bewegung  aller  Massenteilchen. 

Nun  ist  der  Weg  AB  = ;    also   der   Weg   AB  +  BC,   den 

cos  a 
ein   Teilchen   macht,    nm   zum    zweiten   Hai    die   nimliehe   Wand    zn 

treffen  = .    SUsst  aber  dieaes  Teilchen  nnterwegs  anf  ein  anderes 

cosa 
Teilchen,  so  dass  es  den  Weg  ABC  oiciit  durchlAaft,  so   trifft  dafSr 
ein  anderes  in  B  ein, 

Bs  sei  t  die  Zeit  zum  Dnrchlanfen  des  Weges  ABC,  so  ist  tu 
2h 

;  also 

. — ^. 

ucosa 
In  dieser  Zeit  erfolgt  je  ein  Stoss  in  B;  also  erfolgen  in  1  Sekunde 
so  *iel  StAsse,  so  oft  t  in  1   enthalten  ist.     Daher  die  Anzahl  der  in 

1  Sekunde  in  B  aufschlagenden  Atome  =  —    und    die  Quantitftt 

der  Bewegnng,  welche  durch  sie  an  die  Wand  abgegebeu  wird 


(I)  2m  ucosa 


8h 


Die  StOBBflKcbe  in  B  wird  aber  anch  getroffen  von  Atomen,  die 
ooter  andern  Winkeln  zur  Wand  gelangen.  Dm  anch  deren  Wirkung 
in  Rechnung  zn  bringen,  beschreibe  man  von  B  aus  Ober  der  Wand- 
flSche  8  D  eine  halbe  Rngelfl&che  mit  dem  Radias  B  B  >=  I  and  denke 
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sich  im  entstaodenea  Kagelraam  eine  grosse  Zahl  von  Radien  gleidi- 
förmig  verteilt,  so  kann  man  annehmen,  es  gelangen  die  Atome  länga 
dieser  Radien  nach  B. 

Man  lasse  den  Bogen  Ea  =  <Y  zunehmen  am  aä'  =  dff,  und 
drehe  den  Aasschnitt  a  B  a'  um  B  B  als  Achse,  so  beschreiben  die 
Radien  Ba  and  Ba'  Eegelflächen,  welche  einen  Raam  mit  der  Spitze 
in  B  und  einer  Engelzone  aa^c'c  als  Grandfläche  haben.  Innerhalb 
dieses  Raumes  gelangen  die  Atome  zur  Wand  unter  dem  Winkel  a; 
die  Anzahl  dieser  Atome  sei  n'. 

Man  lasse  den   Bogen  a  durch   Intervalle  d  a  sich   ändern ,   und 

TT 

zwar   von  a  =  0  bis  (x  =  -—^  so  schliesst  der  Raum  zwischen  diesen 

Grenzen  alle  Richtungen  ein,  welche  Atome  nach  B  fuhren.  Die 
Zahl  derselben  sei  n,  so  verhält  sich  n'  zu  n  wie  die  Eugelzone 
aa^c^c  zur  halben  Oberfläche  der  Kugel.  Die  Zone  mit  der  Breite 
aa'  =  cc'  hat  zum  Inhalt  27r -aa' =  2;rsinad£ir,  die  andere  Fläche 
den  Inhalt  2  7r;  daher 

,^.  n'         2  TT  sin  a  d  a 

(2)  —  = -— =  sm  a<l  a. 

n  2  TT 

Die  n'  Atome  verursachen  nun  einen  Verlust  an  Quantität  der 
Bewegung,  gleich  dem  unter  (1)  angegebenen,  multipliziert  mit  n^  oder 
mit  seinem  ans  (2)  folgenden  Wert;  daher  diese  Quantität  der  Bewegung 

/*>\  nmu^       o      .       j 

(3)  - —  cos'  a  sm  a  d  a, 

n 

Beim  Integrieren  dieses  DifPerentials  setzen  wir  die  Massen  aller 
Teile  gleich  voraus  oder  betrachten  m  als  mittlem  Wert  aller  Atome, 
so  ist  m  konstant,  ebenso  sind  n,  u  und  h  konstant.  Es  ist  also  nur 
in  Hinsicht  a  zu  integrieren.     Nun  ist  nach  §  80,  S.  72 

/l  i 
cos*  a  sin  a  d  a  = ^  cos*  a  -f  C; 
3  i 

daher  för  die  angegebenen  Grenzen 


f. 


n 

«  1 

cos*  a  sin  a  d  a  =  — 
0  3 


und  das  Integral  von  (3) 

rA\  um     - 

^^^  TT"- 

Allein  auf  die  ganze  Wandfläcbe  mit  dem  lohalt  F  ist  dieser  Wert  (4) 
so  viel  mal  grösser,  so  oft  der  Inhalt  des  gestossenen  Flächenelementes 
in  B  in  F  enthalten  ist.  Dieses  Verhältais  sei  z,  so  ist  die  Wirkung 
aaf  die  ganze  Wandfläche 

znm     Q 
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Diese  "Wirkang  ma'ss  nun  von  der  Wand  aafgehobeu  werden.  Es  sei  p 
die  konstante  Kraft,  mit  welcher  die  Wand  pro  Flächeneinheit  Wider- 
stand leistet,  so  wird  Fp  der  Widerstand  der  ganzen  Wandfläche  sein. 
Daher  nach  Gleichung  (5)  anf  S.  170,  wenn  die  Zeit  t  =  1  Sekande, 
wie  oben  angenommen  warde 

Allein  z  n  ist  die  Anzahl  aller  Atome,  welche  die  Fläche  F  treffen  und 
z  n  m  =  M  die  Masse  derselben.     Daher  einfacher 

*^       3h 

Nun  ist  Fh  das  Volamen  zwischen  den  beiden  Wänden,  also  anch  das 
der  Masse  M.     Bezeichnet  man  dasselbe  mit  v,  so  wird 

(5)  pv  =  -^Mu2. 

Um  nun  dieses  Produkt  pv  mit  dem  des  Gay-Lussac'schen,  Glei- 
chung (6),  S.  255 

(6)  pv  =  RT 

zu  vergleichen,  ist  zu  berücksichtigen,  dass  die  Ronstante  R  in  (6)  sich 
anf  die  Gewichtseinheit,  1  kg,  bezieht.  Nehmen  wir  daher  auch  M 
in  (5)  so  an,  dass  es  sich  um  die  Wirkung  von  1  kg  Gas  handelt,  so 
wird  nach  Gleichung  (5)  auf  S.  161  Mg=l;  daher  M  =  l:g  und 
es  geht  (5)  hierfdr  über  in 

u^ 

Daher  durch  Gleichsetzen  der  Werte  p  v  aus  (6)  und  (7) 

(8)  u«  =  3gRT. 

Für  atmosphärische  Luft  ist  R  =  29,3  (S.  255).  Bezeichnet  man  das 
spezifische  Gewicht  irgend  eines  anderen  Gases  mit  s,  so  erhält  man 
aus  (8)  für  dieses  Gas 

(9)  u«  =  3  •  29,3  •  ^. 

s 

Nimmt  man  T  =  273  absolute  Grade  an,  so  wird  für  atmosphärische 
Luft  nach  (8) 

n*  =  3  •  9,81  •  29,3  -273;     u  =  485  m. 

Also  beträgt  die  mittlere  Sehwingungsgeschwindigkeit  der  Gasteile  in 
der  Luft  bei  0  Zentigraden  485  m. 

Bei  derselben  Temperatur  findet  man  mittels  (9)  für  Sauerstoff  461, 
Stickstoff  492,  Wasserstoff  1884. 

Im  Gas  machen  die  kleinsten  Teile  nicht  nur  eine  fortschrei- 
tende, sondern  auch  eine  drehende  Bewegung,  sei  es,  dass 
sich   die  Atome  oder  deren   Gruppenverbindungen,  Moleküle   genannt, 
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drehen.     Die   ganze  lebendige   Arbeit,  welche  anf  1  kg  Gas   bei  der 

fortschreitenden  Bewegung  verwendet  wird,  ist  = n*.    Wie  gross 

diejenige,  welche  die  drehenden  Bewegungen  erfordern? 

Es  sei  c  die  spezifische  Wärme  des  Gases  bei  konstantem  Volamen 
und  T  seine  Temperatur,  so  ist  cT  die  in  1  kg  Gas  enthaltene  Wärme 
und  daher  424  cT  die  entsprechende  lebendige  Arbeit.  Daher  das 
Verhältnis  zwischen  der  Arbeit  bei  fortschreitender  Bewegung  zur 
ganzen  Arbeit 

u« 

:424cT 


5ig 
oder  indem  man  den  Wert  von  u^  aas  (8)  einführt 

3R 
2.424c 

Dieses  Verhältnis  ist  somit  unabhängig  von  der  Temperatur. 

Für  atmosphärische  Luft  ist  R  =  29,3  und  c  =  0,1686.  Daher 
das  Verhältnis 

0,615:1. 

Von  der  Einheit  entfallen  daher  bei  atmosphärischer  Luft  0,615  Teile 
Arbeit  auf  die  fortschreitenden,  der  Rest  mit  0,385  auf  die  drehenden 
Bewegungen. 

Im  Vorstehenden  wurde  ein  homogenes  Gas  voraasgesetzt.  Nun 
sei  aber  das  Gas  eine  Mischung  aus  zwei  verschiedenen  Gasen,  die 
indessen  keine  chemische  Wirkung  auf  einander  ausüben« 

Es  sei  u  die  mittlere  Geschwindigkeit  der  Gasteile  der  Mischung 
für  fortschreitende  Bewegung  und  L  die  in  1  kg  dieses  Gases  enthaltene 
lebendige  Arbeit,  so  ist  nach  (7) 

(10)  p,=|.^  =  |L. 

Mithin  beträgt  das  Produkt  aus  Drück  und  Volumen  des  Gases  ^/s  von 
der  im  Gas  enthaltenen  lebendigen  Arbeit. 

Nun  denke  man  sich  die  zwei  Gase,  welche  die  Mischung  bilden, 
je  einzeln  im  Raum  v  abgesperrt,  so  wird  nach  (10) 

p'v  =  |L'     und     p"v  =  |L^ 

wenn  p',  p''  die  Drucke  dieser  Gase  and  L\  V  die  in  ihnen  enthaltenen 
lebendigen  Arbeiten  bezeichnen.  Addiert  man  die  letzten  zwei  Glei- 
chungen, so  kommt 

(11)  (P' +  P")  V  =  I  (L' +  L"). 

Da  aber  L'  +  L"  =  L,  so  folgt  darch  YergleichoDg  von  (10)  und  (11) 

P  =  P'  +  P". 

Der  Druck  der  Mischung  ist  also  gleich  der  Summe  aus  den  Drücken 
der  Gase,  wenn  diese  allein  den  Raum  ausfüllten. 


Zweiter  Teil  der  Differentialrechnung. 


I.  Wiederholte  Differentiation  entwickelter  Funktionen  mit 

einer  Variabein. 

264«  Allgemeines  Verfahren.  Es  sei  die  GleichaDg  y  =  f(x)  geo- 
metrisch dargestellt.     Den  Abscissen 

X,     X  +  Ax,     X  +  2  Ax,     X  4  3  Ax, . . 

entsprechen  die  Ordinaten  oder  Funktionswerte 

f(x),    f(x+Ax),     f(x+2Ax),    f(x  +  3Ax),.. 

Zieht  man  diese   Ordinaten  von  einander  ab,   so   erhält  man   folgende 
Differenzen 

[  Af(x)  =  f(x+Ax)-f(x), 
(1)        j  Af(x+ Ax)  =  f(x  +  2Ax)-f(x+  Ax), 

I  Af  (x  +  2  Ax)  =  f  (x  +  3  Ax)  -  f  (x  +  2  Ax),  etc. 

Diese  Differenzen  sind  einander  gleich,  wenn  die  Korve  zur  ge- 
raden Linie  wird.  In  jedem  andern  Falle  sind  sie  ongieich.  Zieht 
man  sie  von  einander  ab,  so  erhält  man  neue  Differenzen. 

Wie  man  f(x+Ax)  — f(x)  mit  Af(x)  bezeichnet,  so  kann 
Af(x+ Ax)— Af(x)  mit  AAf(x)  bezeichnet  werden.  Allein  statt 
AAf(x)  schreibt  man  gewöhnlich  A*f(x).  Gemäss  dieser  Bezeich- 
nung wird  man  haben 

.  l  An(x)  =  Af  (x  +  Ax)  -  Af  (x), 

I  A'f  (x  +  Ax)  =  Af  (x  +  2  Ax)  -  Af  (x  +  Ax),  etc. 

Die  Differenzen  in  (1)  werden  Differenzen  der  ersten,  die  in  (2) 
Differenzen  der  zweiten  Ordnung  genannt. 

Aber  auch  die  Differenzen  der  zweiten  Ordnung  sind  im  allge- 
meinen angleich.    Sie  geben,  je  eine  von  der  unmittelbar  folgenden  abge- 

Antenheimer,   Eleinentarbnch.  18 
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zogen,  Differenzen  der  dritten  Ordnung.     Da  AA^f(x)  mit  A*f(x) 
bezeichnet  werden  soll,  so  bat  man 

A»f(x)=  A^f(x+ Ax)- A*f(x). 

Ganz  injähnlicber  Weise  erbält  man  als  Differenz  der  n^"  Ordnung 

A°f(x)=  A°-*f(x+  Ax)-  A°-^f(x). 

Von  diesen  endlicben  Differenzen  kann  zu  den  Differential ien  über- 
gegangen werden.  Statt  Af(x),  A^f(x),  A^f(x),...  schreibt  man 
dann  df(x),  d^f(x),  d'f(x), ...  und  nennt  diese  Grössen  der  Reihe 
nach  Differentiale  der  ersten,  zweiten,  dritten  Ordnung  n.  s.  w. 

Bei  der  obigen  Differenzenbildung  wurde  die  Grösse  Ax  l&ngs  der 
Abscissenachse  als  gleich,  ihr  Wert  also  als  konstant  angesehen.  Diese 
Anordnung  der  Ordinaten  in  gleichen  Abständen  ist  bei  der  Unter- 
suchung der  Krümmung  der  Kurve,  resp.  der  Eigenschaften  der  Funk- 
tion, von  wesentlichem  Vorteil.  Dies  gilt  noch,  wenn  man  von  Ax 
zu  dx  übergeht.  Man  nimmt  deshalb  bei  Wiederholung  der  Differen- 
tiation die  Grösse  dx,  oder  allgemein  das  Differential  der  unabhängig 
veränderlichen  Grösse,  als  konstant  an. 

2€S.  WiederMte  BiffereatiattM  der  PiaktUa  f(x)  =  ftx*.  Die 
erste  Differentiation  gibt 

df(x)  =  3ax«dx,    oder    ^/^^=-3ax^ 

a  X 

Das  Differential  3  a  x'  d  x  ist  eine  Funktion  von  x  und  kann  wieder 
differentiiert  werden.  In  demselben  ist  jedoch  nur  x^  veränderlich,  da 
der  Faktor  d  x  als  konstant  angesehen  wird.     Daher  erhält  man 

d^f(x) 
dx' 


d*f(x)  =  6ax(dx)^    oder    -V^— =  6ax- 


Dieses  zweite  Differential  6ax(dx)^  enthält  den  variabeln  Fak- 
tor X,  deshalb  ist  das  dritte  Differential  und  das  entsprechende  Diffe- 
rentialverhältnis 

d»f(x)  =  6»(dx)»,    iii^  =  6  8. 

Das  dritte  Differential  6a(dx)'  ist  konstant,  sein  Differential  also 
=  0.     Folglich  erhält  man  durch  nochmalige  Differentiation 


d*f(x)  =  0     oder     -^^M  =  0. 


dx^ 

SM.  Wiederh^lMig  der  tifereitiatiM  der  Nakti«a 

y  =  A  X*  +  B  X»  +  Cy  +  D  x  +  E. 
Das  erste  Differentialverhältnis  der  Funktion  ist 

4^  =  4  A  X«  +  3  B  X«  +  2  C  X  +  D. 
d  X 
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Wird  diese  FanktioD  differentiiert  und  mit  d  x  dividiert,  so  erhfilt 
man  als  zweites  DiflferentialverbältDis 

dx* 

Differentiiert  man  wieder  und  dividiert  mit  d  x,  so  ist  das  dritte 
Differential  Verhältnis 


dx 


3  =24Ax  +  6B. 


Hieraas  folgt  als  viertes  nnd  fünftes  Differentialverbältnis 

d*y  ^,  ,  d^y  ^ 
-r-^  =  24A,  -— f  =  0. 
d  X*  d  X* 

M7.  Aidere  Beieichnug  der  ilfferentialTerhaltBisse.     Lagrange 

d  Y 
bezeichnet  das  erste  Differentialverhältnis    7-^  einer  Funktion  y  =  f  (x) 

dx 

d^Y 
durch  y'  oder  f(x),  das  zweite  -r— |-  durch  y''  oder  f"(x),  das  dritte 

VI  JL 

d*y 

-T — 3-  durch  y'"  oder  f"'(x),  u.  s.  w.  Er  nennt  diese  Differentialver- 
hältnisse Derivationen  oder  Ableitungen  und  zwar  f'(x)  die  erste  Ab- 
leitung von  f(x),  f''(x)  die  zweite,  u.  s.  w. 

Hiernacb  erhält  man: 

a* 
I.  Gegebene  Funktion   .  .  .  y     =  — j 


a*  +  x 


2  • 


Erste  AbleitODg y'    =  -Jf  =  (,»  ^'Jy  • 

y     •♦     AM*                       «        d»y         -2a*  +  6a»x» 
Zweite  AbleitODg ^     =  "d^ (a^  +  i^)> ' 

n  •.*     Aui  •.                        ,„       d'y       24a*x— 24a'x» 
Dntte  Ableitung y'"  =  -^-  ^ (.»  +  ^»)4        • 

II.     y     =  (a  —  b  x)P. 
dy 


dx 


=  (-b)p(a-bx)''-i. 


0  =  (-b)»p(p-l)(a-bx)''-». 

d»y 
dx» 


=  (-  b)»p(p  -  l)(p  -  2)(a  -  bxy-\ 


|^  =  (-b)»p(p-l)..(p-n+l)(a-bx)P-". 

18* 
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III.  y     ==-— -^ .        IV.  f(x)       =   Ungx   — 


l  —  X  cos  X 

y    =27:; — ^.  r(x)    =-^nr^  =  -— äT 


(I  —  x)^'  d  X  C08*X 


(1  —  X)*'  '      ^'^^  dx*  C08*X    *  C08*X 

,iv_^^'3>2»l  _  d*f(x)  _  24 Bin X        Ssinx 

y       "        (1  -  X)»*  ^^  d  X*  COS»X  C08»X 

M8.    üfferentiatiM   diiei  Pr^diktes.      Es   seien   u    und  v   Fank- 
tioDen  der  Variabeln  x.     Nach  den  bisherigen  Regeln  erh&lt  man: 

y    =«▼» 
dy  ==adv  +  vda, 

d*y  =ud^v  +  2dadv  +  vd*n, 

d«y  =ud»v  +  3dad*v  +  3d*adv  + vd»u,  etc. 

somit  als  Differentialverhältnisse  in  Hinsicht  x: 

d  y  d  V    ,       d  n 

=  0-3 h  V 


dx  dx  dx  ' 

d*y  d*v    ,  ^  d  u       d  v  d^u 

d  X*  d  X*  d  X       d  X  d  x^ 

d'y  ^^^    ,  «  da      d*v    ,  ^  d*u      dv      ,      d*a 

dx*  dx'  dx      dx^  dx*      dx  d  x' 

Das  Vorstehende  kann  auch  wie  folgt  dargestellt  werden: 

y     =f(x).9)(x). 
dy 


=  f(x).y'(x)  +  f'(x).y(x). 

=  f  (x)  .  r'  (x)  +  2  r  (x)  9'  (x)  +  r  (x)  9  (x). 

=  f  (x) .  9'"  (x)  +  3  f  (x)  r'  (x)  +  3  r  (x)  r  (x)  +  f"  (x)  y  (x) 


dx 

d^y 
dx« 

d^y 
dx' 

o.  s.  w. 

269.    HiffereBtiatUu  der  PviktUnen   vtn  PiaktUneo.     Nach  §  26 
hat  eine  solche  Funktion  die  Form 

y  =  F[f(x)l. 

Man  setze  wie  dort  zur  Abkürzung 

z  =  f(x),       also       y  =  F(z), 
so  wird 

dz  =  f'(x)dx  dy  =  F'(z)dz. 
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Bei  der  weitem  DifFerentiatioo  betrachte  man  das  DifiFerential  dx 
der  anabh&Dgig  Veräoderlichen  als  konstant,  so  werden  sowohl  d  z  als 
dy  als  veränderlich  anzusehen  sein.  Die  beiden  letzten  Gleichungen 
geben  daher  als  zweite  und  dritte  Differentialien : 

d^  z  =  r  (x)  d  x^         d»  z  =  f"  (x)  d  x»,     u.  s.  w. 

d«y  =  P"(z)dz«  +  F'(z)d2z; 

d»y  =  F'" (z)  d  z»  +  3 F"  (z)  d z d« z  +  F'  (z) d» z     n.  s.  w. 

Somit  sind  die  Differential  Verhältnisse  in  Hinsicht  x: 


dx  "'dx'  dx«  ''Vdx7     '       '  '  (Tx«  ' 

d^y  _ 
dx» 


_p...(.,(^y+sp-,.)J-^.i^  +  ^(.,iit...,. 


279.  Die  höhen  DiffereMtialieii  als  onendlich  kleiie  firossei  ver- 
schiedener  irdiaig.  Die  uoeodlich  kleinen  Grossen  können  ans  end- 
lichen Grössen  entstanden  gedacht  werden  durch  fortwährende  An- 
näherung dieser  Grössen  gegen  die  Null.  Der  Zustand  des  unendlich 
Kleinen  wird  hierbei  als  erreicht  angesehen,  wenn  die  Grössen  von  der 
Null  um  weniger  abweichen,  als  jede  noch  so  kleine  angebbare  Grösse. 

I.  Der  Quotient  zweier  unendlich  kleiner  Grössen  kann  endlich, 
unendlich  gross  oder  unendlich  klein  sein,  je  nach  dem  Gange,  welchen 
Zähler  und  Nenner  des  Quotienten  befolgen,  indem  sie  durch  stetige 
Abnahme  gegen  die  Null  konvergieren. 

Lässt  man   in   dem   Verhältnis  die  Grösse  x   von      -   aus 

X  2 

durch   stetiges  Abnehmen    unendlich   klein   werden,   so  werden  Zähler 

und  Nenner  unendlich  klein,  während  das  Verhältnis  endlich  bleibt  und 

mit  der  Einheit  verwechselt  werden  kann. 

X 

Lässt   man  dagegen   in   dem  Verhältnis      .  ^      den  Bogen  x    un- 

sin^x 

endlich  klein  werden,   so  wird   dieses  Verhältnis   unendlich  gross,  ob- 

schon  Zähler  und  Nenner  unendlich  klein  sind.     Denn  man  schreibe 


sin^x         sin  x      sin  x  ' 

X 

Fär  ein   unendlich  kleines  x   ist   der   erste   Faktor  —. rechts 

8inx 

endlich,  während  der  zweite  wegen  des  unendlich  kleinen  Nenners  un- 
endlich gross  wird.  Folglich  ist  auch  das  Produkt  beider  Faktoren 
und  somit  das  gegebene  Verhältnis  unendlich  gross. 

tanflf  X 
In  dem   Verhältnisse  r — ö  werden  Zähler  und  Nenner  unend- 

ax  +  X* 

lieh  klein  für  ein  unendlich  kleines  x.     Nun  schreibe  man 

tang^x    _     tangx        tangx 

ax  +  X*  X  a  +  X    * 


\j^ 
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Fär  ein  anendlich  kleines  x  wird  der  erste  Faktor  rechts  =  1, 
während  der  zweite  wegen  des  unendlich  kleinen  Zählers  and  des 
endlichen  Nenners  als  unendlich  klein  angesehen  werden  mass.  Nun 
ist  das  Produkt  aus  dem  endlichen  und  dem  unendlich  kleinen  Faktor 
unendlich  klein,  also  auch  das  gegebene  Verhältnis  unendlich  klein. 

II.  Ist  das  Verhältnis  zweier  unendlich  kleiner  Grössen  im  allge- 
meinen endlich,  so  sind  diese  Grössen  von  derselben  Ordnung. 

Sind  a,  b,  c  solche   unendlich  kleine  Grössen   derselben  Ordnung, 

a      a      b 
so  werden  die  Verhältnisse  —  ,  — ,  —    endliche  Werte  haben,  ebenso 

b      c      c 

a       a  c     ab 
die    Verhältnisse  -r^.  -tö-,    ^     als  Produkte   zweier  endlicher  Fakto- 

b^     b^      c* 

a         a  c 
ren,  sowie  auch  die  Verhältnisse  -r-s — ,    .  •—  als  Produkt  dreier  end- 

b^c      b'* 

lieber  Faktoren. 

Ferner  sind  die  Grössen  ("r'jc»  ( — )'^»("Tr)(  —  )*  *^®  ^^^' 

dukte  endlicher  Faktoren  in  einen  unendlich  kleinen  Faktor  selbst  un- 
endlich klein  und  zwar  von  derselben  Ordnung  wie  c,  b,  a. 

Die  Grössen  a,  ab,  abc  sind  unendlich  kleine  Grössen  verschie- 
dener Ordnung.  Sind  a,  b,  c  unendlich  Kleine  der  ersten  Ordnung,  so 
nennt  man  die  Produkte  a  b,  a  c,  b  c,  a^  b^  zweier  unendlich  kleiner 
Grössen  der  ersten  Ordnung  unendlich  Kleine  der  zweiten  Ordnung, 
ferner  die  Produkte  a  b  c,  a^  b,  b  c^,  c^  unendlich  kleine  der  dritten, 
die  Produkte  a^  b  c,  a  b^  c,  a  b  c^  unendlich  Kleine  der  vierten  Ordnung. 

III.  Denkt  man  sich  das  Differential  d  x  als  ein  unendlich  Kleines 
der  ersten  Ordnung,  so  ist  d  x^  von  der  zweiten,  d  x*  von  der  dritten 
Ordnung. 

Die  Differentiale  von  y  =  f  (x)  sind  nach  der  Bezeichnung  von 
Lagrange 

d  y  =  r  (x)  d  X,       d»  y  =  f"  (x)  d  x^       d »  y  =  f "  (x)  d  x», . . 

Da  nun  die  Ableitungen  f  (x),  f"  (x),  f "  (x), . .  Funktionen  von  x 
sind,  die  keine  Differentiale  als  Faktoren  ofhalten,  so  sind  ihre  Werte 
im  allgemeinen  endlich.  Mithin  ist  d  y  von  derselben  Ordnung  wie 
d  X,  d^  y  von  derselben  Ordnung  wie  d  x^  und  allgemein  d°  y  von  der- 
selben Ordnung  wie  dx". 

IV.  Eine  unendlich  kleine  Grösse  der  ersten  Ordnung  wird  gegen 
eine  endliche  Grösse  vernachlässigt.     Gesetzt  man   habe  die  Gleichung 

Ady  +  Bdx  +  Cdxdy  +  Dd»y  =  0, 

worin  A,  B,  C,  D  endliche  Grössen  bezeichnen  sollen,  so  kann  man  auch 
schreiben 

k^J  +B+Cdy  +  D~^  =0. 
d  X  dx 
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In  dieser  Gleichang  sind  die  beiden  ersten  Glieder  endlich  und 
die  beiden  letzten  Glieder  unendlich  Kleine  der  ersten  Ordnung;  folg- 
lich werden  sie  vernachlässigt.     Man  hat  daher 

Ady +  Bdx  =  0. 

In  der  ersten,  gegebenen  Gleichung  werden  somit  die  Glieder  der 
zweiten  Ordnung  gegen  diejenigen  der  ersten  Ordnung  vernachlässigt. 
Allgeonein  gilt  der  Satz:  In  einer  Gleichung  fallen  die  Glieder  einer 
hohem  Ordnung  gegen  die  Glieder  einer  niedern  Ordnung  weg. 

V.  Es  bezeichne  x  einen  Kreisbogen,  beschrieben  mit  dem  Halb- 
messer 1,  s  die  Länge  der  Sehne,  welche  seine  Endpunkte  verbindet 
und  f  die  Pfeilhöhe  des  Bogens,  so  ist 


s 


=  2""(x);     f^i-co'Cy)- 


Man  entwickele  sinf  —  j  und  cosf  —  j  nach  §  66  in  Reihen,  so  er- 


hält man 

^'"tCtJ  "  2.3.4  \2)  "^•• 

Nun  sei  x  eine   unendlich  kleine  Grösse   der  ersten  Ordnung,   so 
wird   die  Differenz  x  —  s    zwischen  Bogen   und  Sehne  der  Grösse  x*  ^ 
proportional,    also   eine  unendlich  kleine  PHkbe  der  dritten  Ordnung    ( 
und  die  Pfeilböhe  eine  unendlich  kleine  Grösse   der  zweiten  Ordnung. 
Somit  ist  auch  x  —  s  in  f  unendlich  oftmal  enthalten. 


IL  Entwiekelnng  der  Fonktionen  in  Reihen. 

271.  lelke  ?•■  Tajitr.  Es  nehme  in  der  Funktion  f(x)  die 
Variable  x  um  eine  beliebige  Grösse  h  zu.  Man  soll  angeben,  nach 
welchem  Gesetze  der  Wert  der  so  veränderten  Funktion  f(x-f  h)  vom 
Zuwachs  h  abhängt. 

Dm  mit  den  analytischen  Vorgängen  eine  geometrische  Vorstellung 
zu  verbinden,  konstruiere  man  die  gegebene  Funktion  y  =  f  (x)  durch 
rechtwinkelige  Koordinaten.  Die  den  Abscissen  x,  x  +  Ax,  x  +  2Ax, 
X  -f-  dAx, . .  entsprechenden  Ordinaten  bezeichne  man  der  Einfachheit 
wegen  mit  y, y/,ys,ys,..  und  setze  voraus,  dass  die  Kurve  stetig  und 
keine  dieser  Ordinaten  unendlich  gross  sei,  so  erhält  man  als  Unter- 
schiede der  aufeinander  folgenden  Ordinaten 

y/~y=Ay,    ya  — y,  =  Ay„    ys— ya  =  Aya,.. 
Femer  als  Differenzen  der  zweiten  Ordnung 

Ay,  —  Ay  =  A*y,  Aya  —  Ay,  =  A Y»   Ays  —  Aya  =  A ^a, . . 


/ 
/ 
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and  als  Di£FerenzeD  der  dritten  Ordnung 

A  V/  —  A^y  =  A*y,     A'ya  —  A  Y  =  A*y„ . . 
Hieraus  folgt 

7/  -y   =  Ay, 

ya  —  y/  =  Ay+  A^ 

yj  —  ya  =  Ay  +  2  A'y  +  A'y,  etc. 

Werden  die  zwei  ersten,  sodann  die  drei  ersten,  etc.  dieser  Glei- 
chung addiert,  so  erhält  man 

y,  =  y  +  Ay, 

ya  =  y  +  2Ay+  A'y, 

ys  =  y  +  3Ay  +  3  A*y  +  A'y,  etc. 

Diese  Gleichungen  geben  die  Werte  der  aufeinander  folgenden  Ordi- 
nalen an,  ausgedruckt  durch  die  erste  Ordinate  und  die  Differenzen 
der  ersten,  zweiten,  dritten,  etc.  Ordnung  dieser  Ordinate.  Die  Koef- 
fizienten der  Glieder  mit  y,  Ay,  A'y, ..  sind  die  Vorzahlen  der  bino- 
mischen Reihe.  Man  erbfilt  deshalb  für  die  Ordinate  yn,  welche  um 
n  Distanzen  von  der  Grösse  Ax  von  y  absteht,  den  Wert 

Diese  Reihe  kann  geschrieben  werden 

oder  auch,   indem   man  rechts  das  zweite  Glied    mit  A^,  das   dritte 
mit  (Ax)^  u.  s.  w.  multipliziert  und  dividiert 

(1)   y-  =  y  +  (nAx)f-y+(nAx)'(-i--J^)|^  +  ...+  A-y. 

Zwischen  den  Ordinalen  y  und  yn  sind  n  Intervalle,  wovon  jedes 
=  Ax  ist.  Folglich  ist  ihr  Abstand  =  nAx.  Man  setze  diesen  Ab- 
stand nAx  =  h,  nehme  ihn  konstant  an,  und  vermehre  die  Anzahl 
jener  Intervalle,  so  wird  der  Abstand  Ax  je  zweier  aufeinander  fol- 
gender Ordinalen  kleiner.  Wird  Ax  zum  Differential  d  x,  also  unend- 
lich klein,  so  wird  n  unendlich  gross.     In  diesem  Falle  verschwinden 

12         3 

in  der  letzten  Reihe  die  Bräche  -^r — ,  -r — ,  — — , . . . ,  so  dass  dieselbe 

2  n     o  n      4n 

übergeht  in 

,    dy  ^   ,    d«x     h«    ,    d»y      h»     , 

y-=y+d7^+d^-2"+dx-^'2T3-+-- 
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Da  Dan  aber  y  =  f(x)  and  yn==f(x-f  h),  so  kann  man  aach 
schreiben 

/«x    r/     .  ux      r/  N   .   df(x)^  .   d«f(x)    h«    ,  d»f(x)     h»     , 

and  nacb  der  Bezeicbnang  von  Lagrange 

(3)     f  (x  +  h)  =  f  (x)  +  f  (x)h  +  f'W-y  +  ^"  W-^  +  •  • 

Diese  in  (2)  and  (3)  dargestellte  Formel  wird  die  Taylor'scbe 
Reibe  genannt. 

Wenn  f(x)  eine  ganze  rationale  Funktion  ist,  so  wird  eine  der 
Ableitungen  f  (x),  i"  (x)  in  Formel  (3)  za  Nall.  Also  erbält  die  Reibe 
eine  bescbr&nkte  Anzabl  von  Gliedern.  In  allen  andern  F&Uen  ist  die 
Reibe  eine  nnendlicbe. 

Die  Taylor 'scbe  Reibe  wurde  uoter  der  Voraussetzung  abgeleitet, 
dass  die  Ordinaten  y^y^,  ys,..,  welcbe  zwischen  y  und  yn  liegen, 
endliche  Werte  haben.     Folglich  muss  der  Unterschied  aus  Formel  (1) 

ya  -  y  =  nAy  +  "^°~^^  A*y  +  . . .  +  A"y 

1  •  2 

zwischen  den  beiden  Endordinaten  als  eine  Summe  von  Differenzen 
angesehen  werden,  welche  endlich  oder  unendlich  klein,  nur  nicht  un- 
endlich gross  sein  kOnnen.  Die  Taylor 'sehe  Reibe  ist  also  nicht 
mehr  anwendbar,  wenn  die  Funktion  f(x)  oder  eine  oder  mehrere 
ihrer  Ableitungen  f  (x),  f'(x), ..  für  einen  speziellen  Wert  von  x  un- 
endlich gross  werden. 

Die  Reihen,  welche  aus  f(x  +  h)  unter  Anwendung  der  Tay  lo  ra- 
schen Reihe  gebildet  werden,  sind,  wie  die  Reiben  überhaupt,  nur 
dann  zulässig,  wenn  sie  konvergent  sind  (§  55). 

272.  Daeidllch  kleiie  Ziiahae  eiaer  raakti«B.  Wird  in  der 
Taylor 'sehen  Reihe 

(1)  f(x  +  h)  =  f(x)  +  bf  (X)  +  -y-f"(x)  +  ^r'(x)  +  .  . 

die  Grösse  h  unendlich  klein,  so  ist  das  Glied  mit  h  eine  unendlich 
kleine  Grösse  der  ersten  Ordnung,  das  mit  h^  eine  solche  der  zweiten 
Ordnung  n.  s.  w.  Vernachlässigt  man  die  Glieder  von  der  zweiten 
Ordnung  an,  so  wird  der  Unterschied 

f(x  +  h)-f(x) 

dem  Zuwachs  h  proportional,  also  eine  unendlich  kleine  Grösse  der 
ersten  Ordnung. 

Zwischen  den  unendlich  kleinen  Grössen  der  zweiten  Ordnung  er- 
gibt sich  aus  (1)  folgende  Gleichung 

[f  (X  +  h)  -  f  (x)]  -  h  f  (x)  =  -y  f"  (x), 
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d.  b.  es  ist  der  Unterschied  der  beiden  anendlicb  kleinen  Grössen  der 
ersten  Ordnung,  nämlicb  der  Klammergrösse  and  dem  Gliede  mit  h, 
der  Grösse  b^  proportional,  also  ein  anendlich  Kleines  der  zweiten 
Ordnung. 

So  besteht  die  Gleichang 

{[f(x  +  h)-f(x)]-hf(x)|--^f"(x)  =  ^f"(x) 

zwischen  unendlich  kleinen  Grössen  der  dritten  Ordnung.  Daher  ist 
die  Differenz  der  beiden  unendlich  kleinen  Grössen  der  zweiten  Ord- 
nung links  der  Grösse  h'  proportional  u.  s.  w. 

Ersetzt  man  h  durch  dx  und  f(x)  durch  y,   so  geht  (1)  über  in 

f(x  +  dx)  =  y  +  dy  +  -|-d«y  +  ^d»y  +  .. 

eine  Form  der  Reihe,  welche  die  Ordnung  der  Glieder  sofort  er- 
kennen I&sst. 

273.  Botwickeliig  der  algebraische!  Punktion  f  (x)  =  -r—-^ — .  Durch 

b  +  X 

Wiederholung  der  Differentiation  erhält  man 


f^^  (X)  =  9i^^^,  etc. 


(b  +  x)2'        '^'       (b  +  x)»'  '^'  (b  +  x)*' 

2«3'4a 

(b  +  x)^ 

Mithin  durch  Substitution  dieser  Werte  in  die  Taylor 'sehe  Formel 

a  a  a,^,        2a         h^  2-3ah' 

h  + 


b  +  x  +  h        b  +  x       (b  +  x)2      '    (b  +  x)«     2        (b  +  x)*    2-3 

2-3'4a        h* 
"^  (b  +  x)^'  2.3.4       •• 

Setzt  man  hierin  x  =  0,  so  kommt 


b  +  h       b        b*       '    b*  b*        '    b* 

und,  indem  man  h  mit  x  vertauscht 

Diese  Reihe  kann  auch  durch  unmittelbare  Division  von  a  durch 
b  +  x  erhalten  werden. 

274.  Eitwickeliig  der  Wnrtelgrösse  V x+  h  in  ehe  leihe.    Man 

setze  f  (x)  =  VT,  so  ist 


2Vx^'       iVT*'     ''    sK^'     ''       16KF'"' 
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Fährt  man  diese  Werte  in  die  Taylor'scbe  Reihe,  so  wird 

.  2Kx       8xKx       Ißx^Vx        128x»Kx 


Setzt  man  V^x  +  h  =  (x  +  h)  ^  und  entwickelt  nach  dem  binomi- 
schen Satze,  so  erh&lt  man  diese  Reihe  ebenfalls.  Mithin  ist  diese 
Reihe  nach  §  61  konvergent,   wenn   der  absolute  Wert  des   Verhftlt- 

nisses  —  kleiner  ist  als  1.     Für  x  =  0  wird   die  rechte  Seite  nnend- 

X  _ 

lieh  gross,  w&hrend  die  linke  sich  auf  Y^  h  reduziert.  Fär  diesen  Wert 
von  X  ist  die  Reihe  daher  unbrauchbar. 

275.  Eitwickeloig  Itgarithaischer  AisMcke  ii  leihea.     Es  sei 

f  (x)  =  log  X,  so  wird 

Mit  Hilfe  dieser  Werte  wird  f(xH-h)  zu 

h         h^         h*         h*         h* 

(1)  log  (x  +  h)  =  lOgX  H ;r— 2  +  ^— ä  ~-  7—2  +  ^"r  —  •  • 

^  ^  o  V     ■     /         ®      '    X        2  x^       3  x'      4  X*       5  X* 

Setzt  man  x  =  1,  so  erhält  man  die  in  §  63  abgeleitete  Reihe 

h*        h*        h*        h* 

(2)  log(l+h)  =  h--^  +  -^--^  +  '^-.. 

Setzt  man  dagegen  h  =  1,  so  folgt 

(3)  ,og(l  +  x)  =  logx  +  |-^  +  3L,__l_  +  _i__.. 

Diese  Reihe  (3)  ist  konvergent    für  jeden   Wert  von   x  =  1    bis 

X  =   -4-    QO. 

276.  Eitwlckelug  trig^Doaetrischer  Pankti^neii  in  leihei.    Es  sei 

f  (x)  =  sin  X,       y  (x)  =  cos  x, 
so  erhält  man  durch  Differentiation 

f  (x)  =  cosx;  f"(x)  =  —  sinx;  f'"(x)  =  —  cosx;  P^(x)  =  sin  x;.. 
9'  (x)  =  —  sin x;  y"  (x)  =  — -  cos  x;  9>'"  (x)  =  sin  x ;  <p^^  (x)  =  cos  x; . . 
Setzt  man  diese  Werte  in  die  Taylor' sehe  Reihe,  so  folgt 

«2  yS  y4 

sin  (x  +  y)  =  sin  X  +  y  cos  X  —  ^ sin  x  —  ^-r  cos  x  +  ^T^Ti  »^^  ^  +  •  • 

y2  y8  y4 

COS  (x  +  y)  =  cos  X  —  y  sin  x  —  -^cosx  +  ^—r  sin  x  +  cos  x  —  . . 

Für  X  =  0  erhält  man  hieraus  die  in  §  66  gefundenen  Reihen 

y*    .       y' 

sin  y  =  y  -  — -^  + 


2-3        2-3-4-5 
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Dies  vorausgesetzt,  fahre  man  X  —  x  für  h  in  Gleichang  (1), 
80  folgt 

(2)  f  (X)  =  f  (x)  +  (X  -  X)  f  (x)  +  ^?-=^f"(x)  + . .  +  ^f  ~  ^i°  +  R. 

Man  nehme  nan  nach  Caachy  an,  es  lasse  sich  das  Restglied 
darstellen  darch  den  Aasdrack 

(3)  R  =  (X-x)P, 

worin  der  Faktor  P  eine  unbekannte  Grösse  bezeichnet. 

Man  führe  diesen  Wert  von  R  in  (2)  und  vertausche  hierauf  x 
mit  z,  so  kommt,  wenn  alle  Glieder  rechts  versetzt  werden 

f  (X)  -  f  (z)  -  (X  -  z)  P  (z)  -  —^  f"  («)-.. 

1  *  2  . .  n 

Diese  Funktion  wird  =0  für  z  =  x ,  was  unmittelbar  aus  (2) 
folgt.  Denn  wenn  A  =  B ,  so  ist  auch  A  —  B  =  0.  Die  Funktion 
wird  aber  auch  =0  für  z  =  X.  Bildet  man  also  die  erste  Ableitung 
dieser  Funktion  in  Hinsicht  z,  so  muss  dieselbe  =  0  werden  für  einen 
Wert  X  ==  z,  welcher  der  Tangente  des  Berührungspunktes  c  entspricht. 
Wird  diese  Funktion  di£ferentiiert,  so  heben  sich  je  zwei  und  zwei 
Glieder  auf  und  man  erhält  als  erste  Ableitung 

1  •  z  . .  n 

in  welcher  z  einen   Wert   haben  muss,   der  zwischen  x  und  X   liegt. 
Ein  solcher  kann  aber  dargestellt  werden  durch 

(5)  z  =  x+e(X  +  x), 

wo  O  (Theta)   einen    echten  Bruch  bezeichnet.      Es  wird  8  sich   der 
Grenze  0  n&hern,  wenn  z  nur  wenig  verschieden  ist  von  x  =  a  (Fig.  100) 
und  der  Grenze  1,  wenn  z  nur  wenig  abweicht  von  x  =  b. 
Mit  Hilfe  des  Wertes  von  z  aus  (5)  erhält  man  aus  (4) 

und  somit  ans  (3)  den  Wert  des  Restgliedes 

(6)  R  =  ^^"'V^^^"^^"  ^""^'  [^  +  » (X  -  x)]. 

1  *  Z  •  o  . .  n 

Führt  man  den  Wert  von  R  aus  (6)  in  (2)  ein  und  setzt  sodann 
X  —  X  =  h ,  so  erhält  man  folgende  mit  dem  Restgliede  versehene 
Taylor'sche  Reihe 

.  (7)     f(x  +  h)  =  f(x)  +  hr(x)  +  ^f"(x)  +  ..+  ,    ^/        f°(x) 

1-2  1 ■ 2  . . n 

+'7'»%"  !'"'■"'<■+"■>■ 

1  •  2  -  3  . .  n 
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Setzt  man  Id  die  Reihe  (7)  x  =  0  ond  vertauscht  nachher  h 
mit  X,  so  erhält  man  folgende,  mit  dem  Restgliede  versehene  Macl aa- 
rin *8che  Reihe 

(8)     f  (x)  =  f  (0)  +  X  r(0)  +  -^r  (0)  +  ■ .  +       f       f  (0) 

+        1.2.. B       ^^^(^')- 

Nach  der  Bedentang  des  Restgliedes  können  diese  Reihen  nar 
Gältigkeit  haben,  wenn  dieses  Glied,  von  einem  bestimmten  Wert  von 
n  an  abnimmt  nnd  verschwindet  för  ein  unendlich  grosses  n. 

Würde  man  die  Grösse  8  genan  kennen,  so  könnte  der  Wert  der 
Reihe  schon  ans  einer  kleinern  Anzahl  Glieder  berechnet  werden. 
Allein  von  der  Grösse  8  weiss  man  nor ,  dass  sie  zwischen  0  und  1 
liegt.  Man  wähle  nun  B  so,  dass  das  Restglied  möglichst  gross  und 
ebenso,  dass  es  möglichst  klein  wird,  so  gibt  die  rechte  Seite  der  Reihe  (7) 
and  (8)  zwei  Grenzwerte,  zwischen  welchen  der  Wert  von  f(xH-'h) 
oder  f(x)  liegen  mass.  An  dem  auf  diese  Weise  berechneten  Wert 
der  Funktion  haftet  daher  ein  Fehler,  der  kleiner  ist  als  der  Unter- 
schied dieser  Grenzwerte. 

I.  Anwendung  auf  die  Exponentialreihe.  Aus  f (x)  =  e' 
folgt 

f'(x)=e*;     f"(x)=e^..     P(x)  =  e*;     P  +  '{x)    =  e\ 
f  (0)  =  1;      f'(0)  =  1;..      f"(0)  =  1;      f"  +  ^(ex)  =  e^*. 
Daher  gibt  die  Maclaurin'sche  Reihe 

(1)    e-'=l  +  x  +  ^  +  ..  +  y-f---  +  'Vyq~^^°<>^'- 

l  •  JB  l*z..n  l*2*3..u 

Das  Restglied  enthält  drei  Faktoren.     Der  erste 

X"  +  *  XXX  X 

=  X 


1-2. .n  1      2      3  "  n 

zerlegt  sich  in  n  -f~  1  Faktoren,  die  mit  wachsendem  n  abnehmen  und 
für   n  =  00  verschwinden,  womit  auch  ihr  Produkt  =  0  wird. 

Der  zweite  Faktor  (1  —  8)"  ist  eine  Potenz ,  deren  Grundzahl 
kleiner  ist  als  1;  daher  verschwindet  diese  Potenz  für  ein  unendlich 
grosses  n. 

Der  letzte  Faktor  e^'  bleibt  für  jeden  endlichen  Wert  von  x  selbst 
eine  endliche  Grösse.  Daher  ist  die  Reihe  (1)  konvergent  für  jeden 
endlichen  Wert  von  x. 

Bricht  man  die  Reihe  (1)  bei  der  fünften  Potenz  von  x  ab,  so 
erhält  man  für  n  =  4 ,  8  =  0  und  8  =  1  folgende  Grenzwerte  der 
Funktion 

e«  <  1  +  X  +  -^  +  -r4-^  +    ,    „    „    ,    + 


1-2  l-2'3  1-2-3-4     '     1-2-3-4 


2  X»  '* 


e»  >  1  +  X  +  --—  +    ,    ^   „   + 


1-2    '     1-2-3  1-2-3-4 
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BeDotzt  maD  daher  den  Wert  von  e',  welchen  eine  dieser  Reihen 
liefert,  so  ist  der  Fehler,  der  begangen  wird,   kleiner  als   das  Glied 


1-2-3-4 

Setzt  man  x  =  1,  so  findet  man  ans  obigen  Ungleichheiten 

e  <  2,75000     nnd     e  >  2,70833. 

Der  Unterschied    dieser  Werte   ist  =  0,04167  nnd   beträgt  vom 
wahren  Wert  von  e 

0,04167 : 2,71828  =  0,0153, 

d.  h.  der  Fehler  bei   Berechnung  von  e  nach   obigem  Verfahren  kann 
1,53  Prozente  des  wahren  Wertes  nicht  übersteigen. 

II.   Anwendung  auf   die  logarithmische  Reihe.      Es   sei 
f  (x)  =  log(l  +  x),  so  wird 

^M^    .     2»3..(n^l) 

f^(0)=:l;  f^'(O)  =  -1;  r'(x)  =  2;.. 

fn-»,i/.,x       -p    2.3..(n-l)n 
^'       ^      (l  +  ex)°  +  ' 

und  daher  mittels  der  Maclaurin'schen  Reihe,  da  f (0)  =  0 

l0g(l  +  X)  =  X  — -;;-  +  -——..  ± =F 


2     '     3        ••  -^  n    ^   (l+öx)"  +  '' 

Damit  diese  Reihe  konvergent  wird,  muss  das  Restglied  für  ein 
unendlich  grosses  n  verschwinden.  Dieses  Glied  kann  geschrieben 
werden 


/x  — oxy       X 
Vi  +  exj  "i.+  öx' 


Für  positive  Werte  von  x  wird  dieser  Ausdruck  =  0  für  ein 
unendlich  grosses  n ,  wenn  x  =  1  oder  kleiner  als  1  ist  Denn  die 
Rlammergrösse  ist  dann  ein  echter  Bruch,  dessen  Potenz  mit  wachsen- 
dem Exponenten   abnimmt   und  für  n  =  oc   verschwindet     Der  zweite 

Faktor  — r—- —  ist  ebenfalls  ein  echter  Bruch. 
1  +  ©x 

Für  negative  Werte  von  x  geht  das  Restglied  über  in 

/  X  —  e  x\"       X 
Ki  —  sx)  '  1  —  ex' 

Nun  ist  der  Bruch  in  der  Klammer  kleiner  als  1  für  jeden  Wert 
von  X,  der  kleiner  ist  als  1,  d.  h.  der  zwischen  0  und  -—1  liegt. 
Daher  wird  die  n^^  Potenz  desselben,  für  wachsende  n,  abnehmen  und 
zu  Null  werden  für  n  =  oo. 
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X 


Ad   diesem  Resaltate  kann   alsdaon   der  zweite  Faktor 


l-Ox 
nichts  äDdern,  weil  er  einen  endlichen  Wert  hat. 

Die  Keihe  wird  daher  konvergent,  wenn  der  Wert  von  x  zwischen 
+  1  und  —  1  liegt  und  auch  dann  noch,  wenn  er  =  +  1  ist. 

III.  Anwendung  auf  die  binomische  Reihe.  Es  sei 
f  (x)  =  x",  so  wird 

f'(x)  =  mx"»-^;       r  (x)  =  m  (m  -  l)x»-^ . . 
f°  (x)  =  m  (m  -  1) . .  (m  -  n  +  l)x°»-" 
und  unter  Benutzung  der  Taylor' sehen  Reihe 

(1)    (x  +  h)»  =  x»  +  mhx»-'  +  5^^^:=^h2x--« 

m(m-l)(m-2)    3         3 
^  1.2.3  ^  *         ^" 

m  (m  —  l) . .  (m  —  n),  „.,,,.      ^\„/     ,  ^tx«    „    i 
1 .  2  *  o  . .  n 

Der  Einfachheit  wegen  setze  man  x  =  1,  so  wird 

m(i+t)--i+.b+siiLni)h-+..+°'°-'.V.'3°-°+»h- 

+  " (■■-')■■  ("  -°)b-^'(l-<»-(l  +  »b)— — . 
1 .  2s  *  o  . .  n 

Das  Restglied  kann  in  Form  von  drei  Faktoren  geschrieben  werden 

Nun  sei  dem  absoluten  Werte  nach  h  <  1,  so  nehmen  die  Fakto- 
ren in  der  ersten  Klammer  von  (3)  mit  wachsendem  Werte  von  n  ab. 

Der  letzte  dieser  Faktoren,  nämlich  die  Grösse h ,    konvergiert 

bei  endlichem  Werte  von  m  und  wachsendem  n  mehr  und  mehr  gegen 
±  h  als  Grenze  und  da  h  kleiner  als  1  vorausgesetzt  wird ,  so  wird 
mithin  die  erste  Klammergrösse  des  Restes  (3)  för  n  =  oo  verschwin- 
dend klein. 

l 0 

Beim  zweiten  Hauptfaktor  des  Restes  (3)  ist  die  Grösse         ■    . 

für  jeden  Wert  von  h,  der  zwischen  +  1  und  —  1  liegt,  kleiner  als  1, 
also  wird  die  n^  Potenz  dieser  Grösse  zu  Null  für  ein  unendlich  gros- 
ses n. 

Der  dritte  Faktor  (l  +  ^h)™'^  ist  eine  endliche  Grösse,  weil 
der  Exponent  m  als  endlich  vorausgesetzt  wird.  Durch  Multiplikation 
mit  den  vorangehenden  Faktoren  wird  das  Resultat  nicht  geändert. 

Die  Konvergenz  der  Reihe  (2)  besteht  daher  für  jeden  Wert 
von  h,   der  zwischen  +  1   und  —  1  liegt.     Dies  erfordert,   dass   der 

Autenheimer,  Elementarbuch.  19 
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absolate  Wert  des   zweiten  Gliedes  des   Binoms  1  i:  h  kleiner  ist  als 
das  erste  Glied.  ^ 

Das  Gleiche  gilt  auch  für  die  Entwickelang  von  ( x  -f  h)*° ,   da  in 
der  Gleichung 


(x  +  h)»  =  (l  +  Y 


VT-x- 


nur  —  <  1  vorausgesetzt  zu  werden  braucht,  um  die  Konvergenz  der 
Reihe  (1)  herzustellen. 


III.  Differentiation  der  Funktionen  mit  mehreren  Veränderliehen 

nnd  der  nnentwiekelten  Funktionen. 

281.   icr  TajUr'iche  Sati   fir    ruktionen   Mit    iwei    ■nakhängig 
▼eranderlickei  Grossem.     Die  gegebene  Funktion  sei 

a  =  f(x,y). 

Man  lasse  x  in  x  +  h  übergehen  und  betrachte  y  als  konstant, 
so  erhält  man 

.    du  ,    .  d^u  h*       d^u    h* 
(1)         f(-  +  h.y)  =  n  +  77h+di^^  +  d^2T3-  +  - 

In  s&mmtlichen  Gliedern  dieser  Gleichung  lasse   man  y  in  y  +  k 
übergehen  und  betrachte  x  als  unveränderlich,  so  wird 

,     du  ,     ,       d*u       k«    ,       d»u        k»     , 

U        zu    U  +  —z k  H ;p^ —  H -7—3 -r— 3-  +  .  . 

dy  dy'*        2  dy^       2-3 

du  d^n  d^u        k^ 

"      "^    dx       "^    dxdy  ^    dxdy2       2     "^ ' ' 

_6^u_  d3a 

"        '     •     •     ^      dx2  ^    dx^dv  ^" 


du 

dx 

d*u 

dx» 

d»a 

4-  4-    • 

dx»     "        ^      dx»  ^" 

Führt  man  diese  Werte  in  (1),  so  kommt  als  gesuchte  Reihe. 

/«N    i./     I   u       1   i\  I     <^"   1    I      d^u      k^    ,      d»u        k*    , 

(2)    f(x  +  h,y+k)  =  u  +  ^k  +  -^^— +  -^^.  — +.. 
dx  dxdy  dxdy*       2 

d^u      h*  d»a      h'k 

"^     dx*       2   "^  dx*dy  '   2    '^" 

^     dx»      23^" 
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die  auch  wie  folgt  geschrieben  wird 

l-2-3\dx*  dx^dy  dxdy^  dy*      J 

Hierin  ist  - —  das    partielle    DifiPereDtialverhältnis ,    das   entsteht, 
dx 

wenn   man  f(x,  y)  nar  in   Hinsicht   x  differentiiert,  - —  das    partielle 

j 

d^u 
Differentialverhältnis  in  Hinsicht  y;        ^  das  zweite  partielle  Differen- 
tial verh&ltnis   von  n,  d.  h.  dasjenige  Verhältnis,   das  ans  -3 —  darch 

d*u 
nochmalige  Differentiation  in  Hinsicht  x  sich  bildet ;    -= — -z —  dasjenige 

Verhältnis,    das    aas  -; —  erhalten  wird,  wenn  man  in  Hinsicht  y  allein 

dx  ^ 

differentiiert,  etc. 

Lässt  man  in  f(x,  y)  zuerst  y  in  y -f- k  and  sodann  x  in  x -f  h 
übergehen ,  so  mass  eine  Reihe  für  f  (x  +  h,  y  +  k)  entstehen ,  welche 
der  vorstehenden  gleich  ist,  woraus  folgt,  dass  in  beiden  Reihen  die 
Glieder  mit  denselben  Potenzen  von  h  und  k  einander  gleich  sein 
müssen.     Dies  führt  za  folgenden  Relationen 

d^a   __    d*a  d^a     _      d^a  d^u      _      d*  a 

dxdy"~dydx'     dxdy^        dy^dx'      dx^dy    "~  dydx*  * 

Hieraas  folgt,  dass  bei  der  Ableitung  dieser  Differentialverhält- 
nisse die  Reihenfolge  der  Operationen  gleichgültig  ist. 

282.  ilffereDtittUi  der  Panktitnen  mU  Mehrereo  uahkaogig  ver- 
üderllchei  Ürosseii.  L&sst  man  in  der  vorstehenden  Taylor 'sehen 
Reihe  für  f(x  +  h, y  +  k)  die  GrOsse  h  in  dx,  k  in  dy  fibergehen, 
so  folgt 

du   ,      ,     d^u       dy^ 
-r-dy  +  --r-i  ^ 

dy  dy 


f(x  +  dx,y  +  dy)-f(x,y)  =  -^dy  +  4-^.-^  +  .. 


du         id*tt  , 

dx  axdy 

d^u      dx^ 
"^   dx»   '      2     "^•• 

Die  linke  Seite  ist   das  vollständige  Differential  von  f(x,y).     Auf 

der  rechten  Seite  sind  die  Glieder  -^ —  d  y  und  — —  d  x  die  partiellen 

dy     "^  dx  ^ 

19« 
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Differentiale  der  Fanktion  nnd  als  solche  anendlich  kleine  Grössen 
der  ersten  Ordnung.  Die  Glieder  mit  dy'^,  dxdy,  dx^  sind  unendlich 
kleine  Grössen  der  zweiten  Ordnung  und  verschwinden  gegenüber  denen 
der  ersten  Ordnung.  Um  so  mehr  werden  in  der  Reihe  die  Glieder 
mit  dy^  dxdy^,  etc.  vernachlässigt  werden  können.  Mithin  ist  das 
vollständige  Differential 

(1)  df(x,y)  =  i^dx  +  ^i^dy. 

Auf  demselben  Wege  findet  man  als  Differential  einer  Funktion 
mit  drei  unabhängig  veränderlichen  Grössen 

(2)  df(x,y.z)  =  ^%y^>dx  +  ^%Il^dy  +  ii^dz. 

dx  dy  dz 

Mithin  erhält  man  das  vollständige  Differential  einer  Funktion  mit 
mehreren  unabhängig  veränderlichen  Grössen,  wenn  man  die  Funktion 
in  Hinsicht  einer  jeden  Veränderlichen  besonders  differentiiert  und  die 
erhaltenen  partiellen  Differentiale  addiert.  Man  sieht,  dass  man  das- 
selbe Resultat  erhält,  wie  wenn  man  nach  den  Regeln  verfährt,  welche 
in  der  ersten  Abteilung  über  die  Differentiation  von  Aggregaten,  Pro- 
dukten, Quotienten,  etc.  bei  Funktion  mit  einer  Variabein  gelehrt 
wurden. 

Beispiel.  In  einem  Dreieck  ABC  (Fig.  101)  sei  die  Standlinie  c 
mit  der  Messkette  nnd  die  beiden  anliegenden  Winkel  A  und  B  mit 
einem  Winkelinstrumente  gemessen.  Die  Resultate  dieser  Messungen 
seien  mit  kleinen  Fehlern  behaftet.  Man  soll  den  Einfluss  dieser  Feh- 
ler auf  die  dem  Winkel  A  gegenüberliegende  Seite  a  bestimmen. 

Fig.  101.  Man  hat  die  Relation 

a :  c  =  sin  A :  sin  C. 
Setzt  man  hierin  C  =  180  —  (A  +  B),  so  folgt 

a  sin  (A  +  B)  =  c  sin-A. 
Man  nehme  auf  beiden  Seiten  die  Logarithmen,  so  kommt 

(1)  log  a  +  log  sin  (A  +  B)  =  log  c  +  log  sin  A. 

Die  Differentiation  dieser  Gleichung  gibt 

ÜL  +  ??!iA±B^(dA  +  dB)  =  ^  +  -^dA, 
a         sm  (A  -f  B)  c         sm  A 

da         de    ,   fcosA       cos(A  +  B)']  ^  ^       cos(A  +  B) 


—  A^  -L  r<^Q^^  __  cos  (A  +  B)  n  *  y.  _  cos  (A  +  B) 

"    c    "^LsinA        8in(A-4-B)J  sin(A  +  B)       ' 

Betrachtet  man  in  Formel  (1)  die  Grössen  c,  A,  B  als  unabhängig 
Veränderliche,  also  loga  als  die  Funktion,  so  besteht  das  Differential 
von  loga  aus  drei  partiellen  Differentialien.  In  der  That  ist  in  (2) 
das  erste  Glied  rechts  das  partielle  Differential  von  (1)  in  Hinsicht  c. 
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das   zweite  Glied  dasjenige  in  Hinsicht  A  und  das  dritte  dasjenige  in 
Hinsicht  B. 

Nan  seien  de, dA,dB  die  sehr  kleinen  Fehler  der  GrOssen  c,  A, B, 

da 

so    wird  da  der  gesuchte  Fehler   der  Seite  a  und  das  Verhältnis 

a 

dieses  Fehlers  zur  Seite  sein. 

28S.  Höhere  Mfferentiale  elier  VnnktUn  mit  Mehrere!  nBabhangig 
▼erMderlichen  firdsseo.     Die  gegebene  Funktion  sei 

u  =  f(x,y), 

so  ist  ihr  erstes  Differential  nach  Tormel  (1)  des  §  282 

(1)  du  =  --T— dx+  ^— dy. 

dx  dy 

In  diesem  Aasdracke    sind   die   Differential  Verhältnisse 


dx'    dy 

Fanktionen  von  x  und  y.  Da  aber  x  und  y  von  einander  unabhängig 
sind,  so  nimmt  man  ihre  ersten  Differentiale  dx  und  dy  als  konstant 
an  und  man  erhält 


(1r)= 


dx/        dx'  dxdy 

./dn\        d'n    ,      ,     dH    . 

^Ii7;=d7d^**^+-d?-*^y- 

d^u  d^u 

Da   nun  -; — ;—  =  -z — z—^  so  wird  das  Differential  von  du  in  Formel  (1) 
dxdy       dydx 


d^n  ,  o  ,  ^  d^u  ,  ,  ,  d^u 
-j— »-dx^  +  2,  -  dxdy  +  — T— ; 
dx^  dxdy  dy 


(2)         <i'«  =  ^n:2-<ix2  +  2;j^:^dxdy  +  -^j-2-dy2. 


Wird    diese    Gleichung    nochmals    differentiiert,    so    erhält    man 
zunächst 

I2„s  ^3^  d»U 


Vdxdyy 


^^  +  irzTzr^y^ 


yy        dx^dy  dxdy 

d  l  -7— s-  )  =  -: — ^— s-  d  X  H ^r-i —  d  V. 

\  dy*  y        dxdy'  d  y' 

Deshalb  wird  das  dritte  Differential  von  u  sein 

d»u  =  4^dx»  +  3;^dx^dy  +  3/^dxdy'  +  4l^dy«. 
dx'  dx*dy  ^         dxdy'         ''         dy'     "' 

Auf  ähnliche  Weise  kann  die  Differentiation  fortgesetzt  und  ebenso 
die  Wiederholung  der  Differentiation  einer  Funktion  mit  mehr  als  zwei 
unabhängig  Variabein  ausgeführt  werden. 
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284.  Wiederholte  DllTereitiatlM  eiier  oieitwlekeltei  fvoktUa  Mit 
eiier  unabhängig  Teränderllehen.  Es  sei  die  Fanktion  a  =  f  (x,y)  =  0 
zü  differentiiereD. 

Man  betrachte  x  als  die  nnabhäogig  Variable,  so  wird  im  Folgen- 
den ihr  Differential  dx  als  konstant  angesehen.  Nach  §  28  gibt  die 
erste  Differentiation 

/-x  du    ,    du     dy 

dx        dy     dx 

dy 
Hierdurch  ist  der  Wert  des  Verhältnisses  -r^  =  tang  a  (§  6)  gegeben. 

dx 


Um  auch   das  zweite  Differential  Verhältnis  ^-^    zu    bestimmen,    ver- 


d^y 

d  X' 

fährt  man  mit  Gleichung  (1)  gerade  so,  wie  in  §  28  mit  der  gegebenen 
Funktion  verfahren  wurde,  um  das  erste  Differentialverhältnis  abzu- 
leiten, d.  h.  man  differentiiert  (1)  in  Hinsicht  x,  dann  in  Hinsicht  y 
und  setzt  die  Summe  aus  den  erhaltenen  Differentialverhältnissen  =  0. 
Nun  sind  die  partiellen  Differential  Verhältnisse  von  (1) 

•     ti-    •  u*  d^u     ,     d^u      dy 

in  Hmsicht  x:      ,    ^   +3 — -\ r"^, 

dx^        dydx    dx 

d^u      dy         d^u     /dy\^       du      d^y 


.     „.     .  ,^  d^u      dy    ,     d^u     /dyV  , 

in  Hinsicht  y:  :r"T~  *  "T^  +  "1"^ '  l  T^  )  +  a  a    2 

dxdy    dx         dy^     Vdx/         dy  d  x^ 

somit  das  vollständige  Resultat  der  Differentiation  aus  (1) 


^^      dx«  "^     dydx    dx  "^  dy«  Adxy 


+  -. -r-^  =  0. 


dydx    dx        dy«    \dx/         dy      dx« 

d  V  d  Y 

Setzt  man  hierin  den  Wert  von  -3-^  aus  (1),  so  kann    ,   i.   als    gefun- 

dx  d  x^ 

den  betrachtet  werden.  Man  erkennt  aus  der  Art,  wie  die  Gleichungen 
(1)  und  (2)  entstanden  sind,  dass  in  gegebenen  FSllen  keine  andern 
Regeln  zur  Anwendung  kommen,  als  wie  sie  im  ersten  Abschnitt  über 
die  Differentiation  von  Summen,  Produkten,  Quotienten,  etc.  bei  ent- 
wickelten Funktionen  aufgestellt  wurden.  Es  ist  daher  auch  äberflnssig, 
hier  noch  weitere  Differentiationen  auszuführen. 

285.  tlfferenttatUB  einer  ■nentwickelten  PnaktUn  Mit  Mehreren 
■nabhäagig  Yeränderllchen.  Es  sei  u  =  f  (x,  y,  z)  =  0  zu  differentiieren. 
Man  betrachte  x,  y  als  unabhängig  veränderlich ,  so  wird  z  von  x,  y 
abhängen.  Setzt  man  in  Formel  (2)  des  §  282  die  Grösse  f  (x,  y,  z)  =  0, 
so  erhält  man  als  erstes  Differential 

/*\  du    ,      ,    du    .      ,    du    ,         ^ 

(1)  -r— dx-t--r--dy  +  -r— dz  =  0. 

dx  dy  dz 

An         An 

Bei  Wiederholung  der  Differentiation  beachte  man,  dass  — — ,  —: — , 

dx      dy 

A  n 

Funktionen  sind  vonx,  y,z,  dass  die  Differentiale  dx,dy  konstant 


dz 
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genommen   werden   and   dass  das  letzte  Glied  — — dz  ein  Produkt  ist 

ans  den  veränderlichen  Faktoren  — ; —  und  dz.     Folglich  erhält  man 

dz 


d^u  3   ,  d^u  ,   ,  d^u  , 
dx  +  3 — :i— dy  +  ,  ,  dz, 


dx*      dxdy     dxdz 
d^u  ^   ,  d^a  ,   ,  d^u  ^ 


dydx     dy*      dydz 

d  -T-dz  =  (  3 — — dx+.  ■  dy  +  -r-^^z    dz  +  3— d'^z. 
Vdz   /   Vdxdz     dydz  ^        dz*  J  dz 

Mithin  das  Differential  der  Formel  (1) 

(2)     4!4dx^  +  2;i^dxdy  +  2-^dxdz  +  -j4-dy» 
dx^^  dxdy         "^  dxdz  d  y* 

+  23 — 3-dydz  +  -r-2-dz*  +  -5 — d*z  =  0. 
dydz"'  dz*  dz 

Ans  (1)  kann  dz,  ans  (2)  d*z  dargestellt  werden.  Auch  hier 
kann  nach  den  Regeln ,  welche  im  ersten  Abschnitt  über  die  Differen- 
tiation der  Funktionen  mit  einer  unabhängig  Yariabeln  aufgestellt  wur- 
den, verfahren  werden,  wenn  man  nur  beachtet,  dass  die  ersten  Diffe- 
rentiale der  unabhängig  Veränderlichen  konstant,  das  der  abhängig 
Variabein  veränderlich  angenommen  wird. 

Beispiel.     Es  sei  zu  differentiieren 

(a  -  x)*  +  (b  -  y)*  +  (c  -  z)*  -  R*  =  0. 

Man  erhält  zunächst 

(1)  (a  -  x)dx  +  (b  -  y)dy  +  (c  -  z)dz  =  0. 
Ist  z  die  abhängig  Veränderliche,  so  ergibt  sich  hieraus 

(2)  -  d  X*  -  d  y*  -  d  z*  +  (c  -  z)  d*  z  =  0. 

Ans  (1)  folgt 

(a  — x)dx  +  (b  — y)dy 

(12  = , 

C  —  Z 

Fuhrt  man  diesen  Wert  in  (2)  ein  und  ordnet  nach  den  Potenzen  von 
dx,dy,  so  erhält  man 

d.,-  (c  -  z)»  +  (a  -  X)'  2(a-x)(b-y) 

^  (c-z)»  ^^   ^  (c-z)«         ^^^^ 

(c  -  z)' +  (b  -  y)» 
+ (^IT^p dy« 

oder  auch 

^,^^R»-(b-y)'^^,^2(a-x)(b-y) 


7 r^ dx*H 7 Tg — ^— dxdy 

(c  —  z)'^  (c  —  z)'  ^ 


R'-(a-x)' 
^       (c  -  z)»       ^  • 
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IV.    Anfl&siiiig  numeriseher  fileichimgeii. 

286.  (HeichaDg  ait  einer  Vnbekainten.  Es  sei  f  (x)  =  0  die  aaf- 
zulösende  Gleichung. 

I.  Methode  von  Newton.  Lässt  man  x  zanehmen  um  h,  so 
erhält  man  nach  der  Taylor' sehen  Reihe 

f  (x  +  h)  =  f  (x)  +f  (x)  h  +  f '  (x)  ^  +  .  . 

ond  folglich,  wenn  x  mit  a  vertauscht  wird 

(1)  f  (a  +  h)  =  f  (a)  +  f  (a)h  +  f"(a)-^  +  . . 

Gesetzt  es  sei  a  sehr  nahe  eine  Wurzel  der  Gleichung  und  h  ihr 
sehr  kleiner  Fehler,  so  dass  h  einen  sehr  kleinen,  echten  Bruch 
bezeichnet,  so  wird  a  +  h  eine  exakte  Wurzel  der  Gleichung,  also 
f  (a  +  h)  =  0  sein. 

Vernachlässigt  man  nun  in  (1)  die  Glieder  mit  der  zweiten  und 
den  höheren  Potenzen  von  h,  so  erhält  man  annähernd 

f(a)  +  f'(a)h  =  0, 
woraus  folgt 

(^^  '^        TÖÖ"- 

Um  also  den  Fehler  h  der  Wurzel  annähernd  zu  finden,  bilde 
man  den  ersten  Differentialquotienten  der  gegebenen  Funktion,  setze 
sodann  in  die  Funktion  und  ihren  Differentialquotienten  statt  x  den 
angenäherten  Wurzelwert,  dividiere  die  erstere  Grösse  durch  die  letz- 
tere und  nehme  das  Resultat  mit  entgegengesetztem  Vorzeichen.  Als- 
dann ist  a  +  h  =  b  ein  Wert,  welcher  der  wahren  Wurzel  näher  liegt 
als  a.  Verfährt  man  mit  b  wie  mit  a,  so  erhält  man  eine  weitere 
Annäherung  an  die  wahre  Wurzel. 

Ist  h  nicht  klein  genug,  um  in  der  Gleichung  (1)  die  Glieder  mit 
h^h^..  vernachlässigen  zu  können,  so  muss  der  Wert  von  a  durch 
neue  Versuche  genauer  ermittelt  werden. 

Beispiel.     Es  sei 

f(x)  =  x»-8x  +  8  =  0, 
so  wird  sein 

f(x)  =  3x2-8. 

Für  den  angenäherten  Wnrzelwert  a  =  1  hat  man 

f  (a)  =  l»-8-l  +  8=  1, 
f(a)  =  3-l»-8=  -5. 

Fehler  der  Wurzel   h  = —  =  0,2. 

ö 

Verbesserte  Wurzel  b  =  1  +  0,2  =  1,2. 
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Verfährt  man  mit  diesem  Werte  b  ==  1,2,  wie  soeben  mit  a  ==  1,  so  ist 

f  (b)  =  1,2*  -  8 . 1,2  +  8  =  0,128, 
f(b)  =  3- 1,22-8=  -3,68. 

Fehler  der  Wurzel  h  = oL   ==  ^fi^^- 

—  o,oo 

Verbesserte  Wurzel     =  1,2  +  0,035  =  1,235. 

Durch  Fortsetzung  des  Verfahrens  kann  noch  eine  grössere  Annäherung 
erzielt  werden. 

IL  Regula  falsi.  Wenn  man  in  der  Gleichung  f(x)  =  0  die 
Unbekannte  x  um  die  sehr  kleinen  Grössen  h  und  k  zunehmen  lässt, 
so  hat  man  nach  der  Taylor' sehen  Reihe  annähernd 

f(x  +  h)-f(x)  =  f(x)h, 
f(x  +  k)-f(x)  =  f'(x)k, 

indem  man  die  Glieder  mit  der  zweiten  und  den  höheren  Potenzen  von 
h  und  k  vernachlässigt;  folglich  durch  Division  dieser  Gleichungen 

f(x  +  h)-f(x)    ^  h 
f(x  +  k)-f(x)         k' 

Wird  hierin  x  -f  h  =  a  und  x  -f  k  =  b  gesetzt  und  angenommen, 
dass  X  die  wahre  Wurzel  der  Gleichung  bezeichne,  so  wird  f(x)  =  0, 
f(x  +  h)  =  f(a),  f(x  +  k)  =  f(b)  und  die  vorstehende  Formel  gibt  die 
Proportion 

f  (a)  _  a  —  X 

T(b)"""b^x' 

Folglich  verhalten  sich  die  Funktionswerte  wie  die  Fehler  der  Wurzel. 
Diese  Proportion,  Regula  falsi  genannt,  ist  um  so  richtiger,  je  kleiner 
die  Fehler  h  =  a  —  x  und  k  =  b  —  x  sind.    Aus  obiger  Proportion  folgt 

(a-b)f(a) 


x  =  a  — 


f(a)-f(b) 


ein  Ausdruck,   durch  welchen  die  Wurzel  x  sehr  annähernd  berechnet 
werden  kann. 

Beispiel.     Die  aufzulösende  Gleichung  sei 

(1  +  x)»  =  100. 

Man  nehme  zuerst  auf  beiden  Seiten   die  gemeinen  Logarithmen, 
so  wird  die  aufzulösende  Gleichung  sein 

f(x)  =  xlog(l  +  x)-2  =  0. 

Setzt  man  hierin  a  =  3  und  b  =  3,3  für  x,  so  folgt 

f  (a)  =  3  log  4  -  2        =  -  0,193820, 
f (b)  =  3,3  log  4,3  -  2  =       0,090446, 
a  -  b  =  -  0,3;     f  (a)  -  f  (b)  =  -  0,284266, 
«T       ,  «   .    0,3-0,193820       ^^^, 

^'^"^^  ^  =  ^  +       0,284266      =  ''^^'- 


Beseichnet  mao  diesen  gen&herten  Wert  von  x  mit  c,  so  iat 

f  (c)  =  3,204  log  4,204  —  2  =  -  0,0017847. 

Verfthrt  man  mit  a  =  3  nnd  c  =  3,204  wie  oben  mit  a  and  b,  so 
erb&lt  man 

a  -  0  =  —  0,204;     f (a)  —  f(c)  =  -  0,1920353, 

Anf  diesem  Wege  kann  die  Wurzel  bis  za  einem  beliebigen  Grade 
der  Annftberang  bestimmt  werden. 

111.    Geometrische  DaratelloDg  der  beiden  ADflCsangs- 

metboden.     Es  seien  Ox,Oy  (Fig.  102)  zwei  rechtwinkelige  Eoordi- 

natenachsen.     Man   trage  eine  Reihe   von  Werten 

Flg.  lOi.  yjjn  jj  jjjg  ^bgcissen  nnd  die  entsprechenden  Werte 

TOQ  f(x)  als   Ordinaten   auf,  so  erhält  man  eine 

KnrTc  b'  ca'.     Diese  Kurve  schneide  die  Abscissen- 

achse  Ox  in  c,  so  wird  Oc  =  x  eine  wahre  Wurzel 

der  Gleichung  f(x)  =  0  sein.     Nun  seien  Da  =  a, 

Ob  =  b  zwei  angenSherte  Wurzeln  der  Gleichnng 

f  (x)  =  0.    Man  setze   in  f  (x)  die  Werte  a  und  b 

statt  X,  so  wird  f (i)  zu  f  (a)  -  aa'  und  zu  f(b)  =  bb'. 

Da  ac=a  — X  and  bc=x  — b  sehr  klein   voraasgesetzt  werden,   so 

können    die  Karvenstncke  a'c   und   b'c  als  gerade  Linien  angesehen 

werden. 

Alsdann  ist 

aa  f(a) 

tang  a  c  8  = = . 

°  ae        a  —  X 

Allein  die  Tangente  durch  a'  an  die  Kurve  ist  gleich  dem  ersten  Diffe- 
rentialquotienten (g  6)  der  Funktion,  also  =f'(a);  folglich  wird  sein, 
wenn  man  noch  den  Fehler  x  —  a  der  Wurzel  =  h  setzt 

Sind  die  Rurvenstncke  a'c  und  b'c  in  einer  geraden  Linie,  was  sehr 
nahe  der  Fall  sein  wird,  so  hat  man  die  Proportion 


oder 


fW 


bb'        bc  -f(b)        x-b' 

Diese  letztere  Proportion  stimmt  mit  der  oben  aufgestellten  über- 
ein, wenn  auf  beiden  Seiten  mit  ~  1  multipliziert  wird.  Bei  Ableitung 
dieser  Proportion  wurde  vorausgesetzt  a  >  x,  b  <  x.  Es  ergibt  sich 
dieselbe  Proportion,  wenn  a  und  b  zugleich  grßsser  oder  zugleich  kleiner 
als  X  sind. 
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387.  UeickaBgea  Mit  twei  DibekaHlea.  Die  anfzalösenden  Glei- 
ch aDgen  seien 

(1)  f(x,y)  =  0,     F(x,y)=0. 

Aendern  sich  die  Grössen  x,  y  nm  h  und  k,  so  erhält  man  nach 
der  Taylor 'sehen  Reihe 

(2)  f(x  +  b.y  +  k)=  f(x.y)  +  -^i^h  +  il^k  +  .. 

(3)  F(x  +  h,y  +  k)  =  F(x,y)  +  ^I^h  +  ^Ii^k  +  .. 

Nan  seien  a,  b  zwei  sehr  angenäherte  Warzelwerte  und  h,k  ihre 
Fehler,  so  dass  a  +  h,  b  -f  k  wahre  Wurzeln  der  Gleichungen  bezeichnen. 

Setzt  man  nun  in  den  Gleichungen  a  für  x,  b  für  y,  bricht  die 
Reihen  wegen  der  Kleinheit  von  h  und  k  bei  den  ersten  Potenzen 
dieser  Grössen  ab  und  berücksichtigt,  dass  die  linken  Seiten  dieser 
Gleichungen  (2),  (3)  =  0  werden,  so  hat  man 

(4)  0=f(a,b)  +  ^^h  +  il^k. 

(5)  o  =  F(a,b)  +  A^h+^^k. 

dx  dx 

Diese  Gleichungen  enthalten  nur  noch  die  Unbekannten  h  und  k 
in  der  ersten  Potenz,  indem  alle  andern  Ausdrücke  aus  den  Funktionen 
und  ihren  partiellen  Ableitungen  erhalten  werden,  wenn  man  die  be- 
kannten Werte  a,  b  für  x,  y  einführt.  Mithin  ist  die  Aufgabe  auf  die 
Auflösung  zweier  Gleichungen  vom  ersten  Grad  zurückgeführt 

Sind  diese  Werte  von  h  und  k  ermittelt,  so  setze  man  a'  =  a  -f  h, 
b'  =  b  +  k  als  angenäherte  Wurzelwerte  und  bestimme  ihre  Fehler  h' 
und  k'  auf  dieselbe  Weise,  wie  h  und  k  bestimmt  werden,  so  erhält 
man  eine  weitere  Annäherung. 

Beispiel.  f(x,y)  =  x«  -  2xy2  +  5  =  0, 

F(x,y)  =  y^  +  3xy  +  io  =  0. 

iii^  =  3x^--2y^     A^=-4xy. 
dx  •'  dy 

ll^  =  3y;  lIiMl  =  2y  +  3x. 

dx  •"  dy  ^ 

Für  X  =  2,3  und  y  =  —  2  wird 

f(x,y)=- 1,233;       F(x,y)  =  0,2. 

Da  die  Funktionen  für  diese  Werte  der  Unbekannten  klein  aus- 
fallen, so  nehme  man  a  =  2,3  und  b  =  —  2,  führe  sie  in  die  ersten 
Differentialquotienten  ein  und  schreibe  die  Gleichungen  (4)  und  (5)  an, 
so  kommt 

0  =  -  1,233  +  7,87  h  +  18,4  k, 
0  =      0,2      -6h      +2,9  k, 
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woraus  mao  für  die  beiden  Fehler  der  Wuneln  findet 

k  =  0,044,        h  =  0,054. 

Deshalb  sind  die  angenäherten  Wurzeln 

a  +  h  =  2,3  +  0,054  =  2,354;     b  +  k  =  —  2  +  0,044  =  —  1,956. 

Hlerfnr  werden  die  gegebenen  Fanktionen 

f  (x,  y)  =  0,039;     F  (x,  y)  =  0,013, 

also  sehr   nahe  =  0;   mithin   sind  x  =  2,354  nnd  y  =  —  1,956   sehr 
angenäherte  Wnrzelwerte. 

288.  Algebraisehe  Ueichmgea  mU  gleichen  Wineln.  Es  seien 
a,  b,  c, .  •  Wurzeln  einer  Gieichang,  so  lässt  sich  dieselbe  in  ein  Pro- 
dukt (x  —  a)  (x  —  b)  (x  —  c) . .  zerlegen.  Sind  drei  dieser  Wurzeln 
einander  gleich,  z.  B.  gleich  a,  so  wird  jenes  Produkt  den  Faktor 
(x  —  a)'  enthalten.  Nun  enthalte  eine  Gleichung  n  gleiche  Wurzeln  a, 
so  wird  sie  in  ein  Produkt  zerlegt  werden  können  von  der  Form 

(1)  F(x)  =  (x-a)"f(x)  =  0. 

Durch  Differentiation  dieser  Gleichung  folgt 

Wenn  nun  n  =  2,  so  hat  die  Gleichung  (1)  zweimal,  und  der 
erste  Differentialquotient  (2)  einmal  den  Faktor  x  —  a.  Wenn  daher 
die  Gleichung  und  ihr  erster  Differentialqnotient  einen  gemeinschaft- 
lichen Faktor  von  der  Form  x  —  a  enthalteD,  so  hat  die  Gleichung 
zwei  gleiche  Wurzeln. 

Durch  Differentiation  von  (2)  folgt 

(3)      -^y^  =  n(n  -  l)(x  -  a)»-^f(x)  +  2n(x  ~  a)»-*-^^^^ 
d  x'^  d  X 

+ ('  -  •)■  ^^- 

Wenn  n  =  3,  so  enthält  die  Gleichung  (1)  den  Faktor  x  — a 
dreimal,  der  erste  Differentialquotient  (2)  zweimal  und  der  zweite 
Differentialquotient  (3)  einmal.  Wenn  somit  der  erste  und  zweite 
Differentialquotient  einen  gemeinschaftlichen  Faktor  von  der  Form 
X  —  a  haben,  so  hat  die  ursprüngliche  Gleichung  drei  gleiche  Wurzeln. 

Auf  diesem  Wege  ergibt  sich  folgender  allgemeine  Satz:  Wenn 
der  (n  —  1)*"  Differentialquotient  einer  Gleichung  mit  dem  vorhergehen- 
den einen  gemeinschaftlichen  Faktor  hat  von  der  Form  x  —  a,  so  hat 
die  gegebene  Gleichung  n  gleiche  Wurzeln  a. 

Beispiel  1.    Aus     F(x)  =  x»  -  3x  +  2  =  0 

d  F  (x)       «   o      o 
folgt  ^  =  3  X*  —  3. 
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Nun  haben  die  Polynome  x*  —  3  x  —  2  und  3  x*  —  3  den  gemein- 
schaftlichen Paktor  X  -f-  1 ;  folglich  hat  die  Gleichung  F  (x)  =  0  die 
beiden  gleichen  Wurzeln  —  1.  Die  zweite  Ableitung  von  F(x)  ist 
=  6  X.  Diese  hat  mit  der  ersten  3  x^  —  3  keinen  gemeinschaftlichen 
Faktor.     Somit  hat  auch  die  Gleichung  nicht  drei  gleiche  Wurzeln. 

Dividiert  man  die  gegebene  Gleichung  durch  (x  -f- 1)^,  so  findet 
man  als  Quotienten  x  —  2;  folglich  ist 

F(x)  =  X»  -  3x  -  2  =  (x  +  l)*(x  -  2)  =  0. 

Beispiel  2.  Die  zweigliederige  Gleichung  x°  ±  a  =  0  hat  zur 
ersten  Ableitung  n  x°  ~  ^  Da  diese  Ableitung  und  die  Gleichung  keinen 
gemeinschaftlichen  Faktor  haben,  so  sind  die  Wurzeln  dieser  Gleichang 
alle  ungleich. 


y.  Bestimmung  der  Werte  der  Funktionen,  welche  die  nnbe- 

0 


stimmte  Form  ^  annehmen. 


im  Bruche ^^  die  Variable  x  =  1  setzt,  so  geht  der  Bruch  über 


289.   iestiMMiig  der  Werte  %  !■  spetieiien   Vallea.     Wenn   man 
1— X 

l-x* 

in  die  unbestimmte  Form  ^.     Dividiert  man  aber  Zähler   und  Nenner 
des  gegebenen  Bruches  durch  1  —  x,  so  folgt 

1— X    ^      1 

1  -  X«   ""  1  +  X 

Setzt  man  hierin  x  ==  1,  so  findet  man  als  gesuchten  Wert  ^  =  ^. 

sin  X 
Wird   in  dem   Bruche die    Veränderliche  x  =  0   gesetzt,   so 

X 

erscheint  dieser  Bruch  ebenfalls  unter  der  Form  %,   Allein  nach  §  276  ist 

X*        ,  V» 

sin  X  =  X  —  -r—TT  + 


2-3  2-3-4Ö 

folglich 


sin  X      ^        x^      .  X* 


=  l-^r^  + 


X  2-3    '     2*3-4-5 

Für  X  =  0  gibt  diese  Gleichung     7^  ~  =  77  =  1  ^'s  gesuchten  Wert. 

2M.  AllgeMeiiet  Yerfahrei  iir  lestiaMiig  der  Werte  f.     Man 

stelle  den  Zähler  des  Bruches  durch  f(x),  den  Nenner  durch  ?(x)  dar, 
lasse  X  in  X -j- h  übergehen  und  entwickele  nach  dem  Taylor 'sehen 
Satze,  so  erhält  man 

f(x+h)  '  nyo  +  fix)h  +  {"{x)^+.. 


*^^  +  *'^       9(x)  +  9>'(x)h  +  y"(x)-y-  +  .. 
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NuD  gehe  Zähler  und  Nenner  des  Braches  — V-^-  für  x  =  a  in  -;r- 

y  (x)  0 

über,  so  verschwinden  in  diesem  Falle  die  ersten  Glieder  im  Zähler 
und  Nenner  rechts.  Setzt  man  also  x  =  a  und  dividiert  sodann  rechts 
im  Zähler  and  Nenner  durch  h,  so  folgt 

(^^        f(a  +  h)_    *'W  +  f"WT-^^"(*)Ä  +  - 


*^''  +  '^     y'(a)  +  r(.)|  +  r'(a)^  +  .. 


Wird  hierin  h  =  0  angenommen,  so  kommt 

f(a)         f'(a)         0 


V  (a)        r  (a)         0  • 

Somit  wird  der  Wert  des  Braches,  welcher  für  x  =  a  anter  der  anbe- 
stimmten  Form  ^  erscheint,  erhalten,  wenn  man  die  erste  Ableitung 
des  Zählers  durch  die  erste  Ableitung  des  Nenners  dividiert  and  im 
Resultate  x  =  a  setzt. 

Sollten  auch  die  Grössen  f'  (a)  und  ^'  (a)  für  x  =  a  gleichzeitig 
verschwinden,  so  gibt  die  Formel  (1),  nachdem  noch  Zähler  und  Nenner 

mit  -r-  dividiert  sind 

^^^  f(a  +  h)_    f"(a)+f"'W|  +  .. 


*^*  +  '^        y"(a)  +  y'"(a)l-  +  .. 


3 


Setzt  man  hierin  h  =  0,  so  folgt 

f(a)         f'(a)        0 


9>(a)        y"(a)        0- 

In  diesem  Falle  wird  also  die  zweite  Ableitung  des  Zählers  durch 
die  zweite  Ableitung  des  Nenners   dividiert  und  sodann  x  =  a  gesetzt, 

um  den  Wert  — -tt"  =  ~^  z«  erhalten. 

y(a)         0 

Man  sieht  hieraas,  dass  man  haben  würde 

f(a)   ^    f^^(a)  ^  0 
y(a)        9'"(a)         0' 

wenn  im   Ausdrucke  (2)  f"(a)   und   V(a)   gleichzeitig  zu  Null   wür- 
den, u.  s.  w. 

Beispiel  1.     Der  Bruch  -^j ö-  wird  für  x  =  a  zu -r-.     Man 

^  X*  — a*  .  0 

schreibe 

f(x)  x-a  .^    f(x)  1 

—  so  ist        ^  ^  — 


y  (x)        X»  -  a»  '     "  '  •  y'  (x)         3  x= 
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Für  X  =  a  wird  daher  der  Wert  von  ^  gleich 

f(a)  ^    f'(a)  ^      1      ^0 
(f  (a)        y  (a)         3  a^         0  ' 

Beispiel  2.     Es  soll  der  Wert  des  Braches  ,,  für  x  =  1 

Fl  -X 

bestimmt  werden.     Nan  ist 

JL^  

f(x)  _  lognatx  f(x)^  x  ^        2  Kl  —  x 

y(x) -^lAi^r^'    »^(x)^  1  X       • 

2  Kl  —  X 

Für  X  =  1    wird  -r-  =  _.  ,,>  =  0  der  gesachte  Wert  sein. 

0        9  (1) 

X   ~~"  sin  X 
Beispiel   3.      Es    sei    der   Wert    des  Braches   = für 

^  x^ 

X  =  0  zn  prüfen.     Man  hat 

f  (x)   __   X*  —  sin*x  f  (x)    _  2  X  —  2  sin  x  cos  x 

y(x)   ~  x^^         '  y'(x)  3x^  ' 

V  (x)  _  1  —  cos*x  +  sin^x  f  (x)  __  4  cos  x  sin  x 

9^  "^  3l  '        <f'"  (x)  ""  3         • 

Setzt  man  hierin  x  =  0,  so  gehen  die  drei  ersten  Brüche  in  die  an- 
bestimmte Form  f  über  and  der  letzte  wird  =  0;  folglich  ist  anch 
der  gegebene  Brach  =0  für  x  =  0. 

2N.   Zahler  «nd  Nenaer   enthalten   einen   VakUr   ?«n   der   Htm 

ra 

(x  —  a)".     Ein  Brach  von  der  Form 

m 

f(x)  ^  (x-a)°y(x) 

F(x)  i  ' 

(x-a)''VW 

dessen  Zähler  and  Nenner  den  Faktor  (x  —  a)  mit  irgend  einem  Ex- 
ponenten enthält,  wird  immer  za  ^  für  x  =  a.  Wenn  die  Exponenten 
des  Faktors  x  —  a  gebrochen  sind,  wie  dies  im  vorstehenden  Ansdracke 
der  Fall  ist,  so  sind  die  Regeln  des  §  290  znr  Bestimmang  der 
Werte  ^  nnzareichend.  Denn  so  oft  anch  die  Differentiation  im  Zähler 
and  Nenner  wiederholt  wird,  immer  enthält  jedes  Glied  des  Zählers 
and  Nenners   der  entstandenen  Brüche   den   Faktor  x  —  a,  im  Zähler 

versehen  mit  den  Exponenten 1, 2, . .  and  im  Nenner  mit 

n  n 

den  Exponenten  — 1,  -^- 2, . . .    Sämmtliche  Glieder  werden  also 

=  0  für  X  =  a;  also  nehmen  die  Quotienten  aller  aufeinander  folgenden 
Ableitungen  die  Form  f  an. 
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In  diesem  Falle  entwickelt  man  Zähler  und  Nenner  des  gegebenen 
Bruches  direkt,  indem  man  a  -{~  h  für  x  einführt  and  sodann  h  =  0 
setzt.     In  jedem  besondern  Falle  ist  also  der  Wert  des  Braches 

f(a  +  b) 

F(a  +  h) 

za  bestimmen  für  h  =  0. 

Beispiel.  Das  eben  Gesagte  findet  seine  Anwendung  auf  den  Brach 

1 
f(x)  ^  (x^-4ax  +  3aV 

FW  1 

'^  (x»-~a»)^ 

0  f '  (x)      f ' (x) 

Derselbe  wird  zu  —  für  x  =  a;  aber  ebenso  iräTT-y»  v^^rjr\>    ®^' 

Man  setze  a  -f  h  für  x,    so   erhält  man,    wenn   die   Grössen    in    den 
Klammern  reduziert  werden: 

f(a  +  h)^  (h^-2ah)»  ^1  (h-~2a)^ 

F(a  +  h)  1         A  r 

(3a«h  +  3ah«  +  h*)«       h«  (3a»  +  3ah  +  h*)^ 

Für  h  =  0  wird  dieser  Bruch  =  —  oo ;  folglich  wird  auch  der 
gegebene  ==  —  oc-  für  x  =  a. 

00  f  fx) 

m,  BestiMHaig  der  Werte  — ,    Der  Bruch  7^7-^  werde  für  x  =  a 

QO  F(x) 

QO 

ZU  — .     Um  dessen  Wert  zu  bestimmen,  schreibe  man 

1 


f(x)  ^    F(x) 
F(x)  1     ' 

f(x) 

so  wird  der  Annahme  zufolge  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  über* 
gehen  in  die  Form  ^  für  x  =  a.  Der  Wert  dieser  Form  kann  aber 
nach  dem  Vorhergehenden  bestimmt  werden. 

Durch  passende  Umformungen  lassen  sich  die  Werte  der  unbe- 
stimmten Formen  0-  cc,  oc  •  oo,  etc.  immer  auf  die  Form  ^  bringen 
und  somit  bestimmen. 

Beispiel.     Die  Formel : gibt   oo  —  oo    für  x  =  0. 

X         smx 

Nun  bringe  man  beide  Brüche  auf  gleiche  Nenner,  so  erhält  man  dafür 

sin  X  —  X 
xsinx  ' 

welcher  Bruch  zu  ^  wird  für  x  =  0.  Nach  dem  obigen  Verfahren 
findet  man  hierfür  durch  zweimalige  Differentiation  im  Zähler  and 
Nenner  den  Wert  ^  =  ö- 


305     — 


Vi.   Zerlegimg  gebrochener  rationaler  Funktionen  in 

Partialbrilctae. 

SM.  Brklämgei.  Die  gebrocheneD,  rationalen  Funktionen  sind 
enthalten  in  der  allgemeinen  Form 

px°-^  +  qx°-^  +  ..  +  sx  +  t 
x°  +  Px°-^  +  Qx»-2  +  ..+  Sx  +  r 

worin  der  Exponent  n  eine  ganze  positive  Zahl  und  die  Grössen  p, 
q, . .  P,  Q, . .  konstante  Koeffizienten  bezeichnen.  Der  höchste  Exponent 
ist  im  Zähler  wenigstens  um  eine  Einheit  kleiner  als  im  Nenner  voraus- 
zusetzen. Denn  wenn  der  Z&hler  in  Hinsicht  x  von  gleichem  oder 
höherm  Rang  ist  als  der  Nenner,  so  lässt  sich  immer  die  Division  des 
Zählers  durch  den  Nenner  so  weit  fortfuhren,  bis  man  auf  einen  Rest 
kommt,  dessen  Rang  um  die  Einheit  niedriger  ist  als  der  des  Divisors. 

Man  setze  den  Nenner  der  gegebenen  Funktion  =  0,  und  bestimme 
die  n  Wurzeln  dieser  Gleichung,  was  immer  möglich  ist,  wenn  die 
Vorzahlen  P,  Q, . .  numerische  Werte  sind.     Die  reellen  Wurzeln  seien 

a,  b,  c, . .  die  imaginären  Wurzeln  haben  die   Form  a  ±  /J  V  —  1  und 

kommen  in  der  Art  paarweise  vor,  dass  a  -{-  ß  V"*—  1  nnd  a  —  ß  V"—  1 
gleichzeitig  auftreten. 

Es  ist  bekannt,  dass  der  Nenner  als  ein  Produkt  angesehen  werden 
kann    aus   den  reellen,   binomischen  Faktoren  x  —  a,  x  —  b,  x  —  c, . . 

und  ans  den  imaginären  Faktoren  x  —  (a  i  jJ  V^—  l), . . 

SM.  Krster  Pall  der  Zerlegiig.  Der  Nenner  könne  zerlegt  werden 
in  ein  Produkt  ungleicher  reeller  Faktoren.  In  diesem  Falle  kann 
folgende  Gleichung  vorausgesetzt  werden 

px°-^  +  qx°-»  +  ..  +  t_     ABC 
^  ^       x"  +  Px»-i  +  ..  +  T         x-a"^x-b"^x-c"^'" 

worin  die  Grössen  A,  B,  G, ..  unbestimmte,  von  x  unabhängige  Zahlen 
sein  sollen. 

Denn  wenn  mit  dem  Nenner  multipliziert  wird,  so  erhält  man  auf 
beiden  Seiten  Polynome  vom  (n  —  1)^"  Grad.  In  denselben  müssen, 
nach  dem  Satze  der  unbestimmten  Koeffizienten  (§  60),  die 
Vorzahlen  gleich  hoher  Potenzen  von  x  einander  gleich  sein.  Dadurch 
erhält  man  n  Bedingungsgleichungen,  aus  welchen  die  n  unbestimmten, 
konstanten  Grössen  A,  B,  C, ..  bestimmt  werden  können. 

In  der  vorstehenden  Formel  werden  die  Bruche  mit  den  einfachen 
Nennern  x  —  a,  x  — b,..  Partialbrnche  genannt. 

D   •     *  1  2x  +  8  A       ,       B 

Beisptel.  —2 —  =  — r— -H -. 

^  X*  —  4        x+2x— 2 

Mit  X«  -  4  multipliziert  2  x  +  3  =  A  (x  -  2)  +  B  (x  +  2), 

2  X  +  3  =  (A  +  B)  X  -  2  (A  -  B). 

A  Uten  heimer,  ElemeiiUrbneb.  20 
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Die  Vorzählen  gleich  hoher  Potenzen  von  x  geben  die  Relationen 

A  +  B  =  2,       -  2  (A  -  B)  =  3, 
woraus  folgt 


*=i. 

»=1. 

2x  +  3              1 

,          7 

somit 

x2-4    ~4(x  +  2)   '   4(x-2y 

293.  Zweiter  Fall  der  Zerleging.  Der  Nenner  könne  zerlegt  werden 
in  reelle  Faktoren  vom  ersten  Grad,  wovon  jedoch  einzelne  einander 
gleich  seien. 

Nach  dem  ersten  Falle  kann  geschrieben  werden 

(2)  px»  +  qx«  +  rx  +  8         ^     A      ^      B      ^      C      ^      D 


(x  — a)(x  —  b)(x  — c)(x  —  d)      x— a      x—b      x-— c      x— d* 

Wenn  nnn  etwa  a  =  b  =  c  wird,  so  geht  hieraus  hervor 

px^  +  . ».  +  s  _     A^      ,       D 
(x  -  a)»(x  -  d)  "  7^^  "^  i"^^' 

wenn  n&mlich  A,  für  A  -|-  B  -f  C  gesetzt  wird.  Multipliziert  man  diese 
Gleichung  mit  dem  gemeinschaftlichen  Nenner,  so  erhält  man  auf  beiden 
Seiten  Polynome  vom  3^**  Grad,  welche  4  Bedingungsgleichungen  unter 
den  Eonstanten  p,  q, . .  A^,  D  liefern.  Unter  diesen  Konstanten  sind 
aber  nur  zwei  Grössen,  n&mlich  A,  und  D,  unbekannt.  Folglich  erh&lt 
man  für  A,  und  D  im  allgemeinen  Werte,  welche  sich  widersprechen. 
Also  ist  die  obige  Voraussetzung  (2)  unzulässig. 

Damit  die  hypothetische  Gleichung,  welche  die  Zerlegung  in  Par- 
tialbrüche enthält,  richtig  sei,  müssen  in  ihr  so  viele  unbestimmte 
konstante  Grössen  vorkommen^  als  Bedingungsgleichungen  entstehen. 
Dieser  Forderung  wird  entsprochen  durch  die  Formel 

px*  +  qx^  +  rx  +  8  ^  Ax^  +  Bx  +  C  D 

(x-a)»(x-d)  (x-a)3        "^  x  -  d* 

Auf  gleiche  Weise  lässt  sich  die  Gleichung  rechtfertigen 

,^.        px'^  +  qx^  +  .^  +  t    _  Ax^  +  Bx  +  C  ,  Dx  +  E  F 

^"^^    (x-a)»(x-b)«(x-c)  (x-a)»        "^  (x- b)«  "^  x  -  c' 

Denn  hier  entstehen,  wenn  mit  dem  gemeinschaftlichen  Nenner 
multipliziert  wird,  zu  beiden  Seiten  Polynome  vom  5^"  Grad,  welche 
zwischen  den  Koeffizienten  6  Bedingungsgleichungen  liefern,  aus  denen 
die  6  Unbekannten  A,  B, . .  F  bestimmt  werden  können. 

Gesetzt  es  sei  die  Zerlegung  nach  (3)  ausgeführt,  so  dass  die 
Grössen  A,  B,  C  als  bekannt  anzusehen  sind,  so  kann  der  erste  Bruch 
rechts  in  (3)  durch  folgende  Formel  weiter  zerlegt  werden 

Ax2  +  Bx  +  C  A'         ,        B'         ,      C      * 

W         TZ r\ä =  73 T^  ~r  71 7\2  + 


(x  —  a)*  (x  —  a)*       (x  —  a)^       x  —  a 
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Denn  darch  EotferniiDg  des  gemeinschaftlichen  Nenners  entstehen 
za  beiden  Seiten  Polynome  vom  2^^  Grad.  Dieselben  liefern  drei  Be- 
dingungsgleichungen,  gerade  so  viele,  als  znr  Bestimmung  der  unbe- 
kannten A',  B',  C  nötig  sind. 

Nach  dieser  Zerlegnngsweise  (4)  kann  man  nan  statt  des  Braches 
(3)  schreiben 

(x-a)»(x-b)2(x-c) 


(x  —  a)*      (x  — -  a)^      X  —  a       (x  —  b)^      x  —  b      x  —  c ' 

Man  sieht  hieraus  leicht,  wie  die  Zerlegung  vorzunehmen  wäre, 
wenn  der  Nenner  der  gegebenen  Funktion  die  Faktoren  (x  —  a)° 
(x  — b)"  enthielte. 

2M.  Mtter  Fall  der  Zerlegiig.  Der  Nenner  des  zu  zerlegenden 
Bruches  enthalte  imaginäre  Faktoren. 

Die    konjugierten    imaginären    Faktoren  x  +  a  +  ßY  —  1    und 

x  +  a  —  ßY^—l  geben,  mit  einander  multipliziert,  einen  quadratischen 
Faktor  von  der  Form 

{x  +  ay  +  ß^  =  x^  +  2ax  +  a^  +  ß\ 

Nun  lässt  sich  die  Richtigkeit  der  Zerlegung  durch  die  Formel 

px  +  q        ^     A+BK^  A-BK^^ 

worin  A, B  zu  bestimmende  Eonstanten  sind,  leicht  nachweisen;    denn 
man  multipliziere  mit  dem  gemeinschaftlichen  Nenner,  so  kommt,   da 

sich  alle  Glieder  mit  j^—  1  aufheben 

px  +  q  =  2Ax  +  2Aa  +  2B/J, 

a  =  1p,     b=<»-p« 


2  *^'  2ß 

Diese  Zerlegung  wird   aber  gewöhnlich    nicht  ausgeführt,  um   in 
den  Partialbrdchen  den  imaginären  Faktor  V^—  1  zu  vermeiden.     Der 

Bruch    9  ,  ^    — ,      o   , — ^ö  wird  also  bereits  als  in  seiner  einfachsten 

x^  +  2ax+  a*  +  p^ 

Gestalt  angesehen. 

Ist  der  quadratische  Faktor  im  Nenner  mehrmals  vorhanden,  z.  B. 
dreimal,  so  ist  das  Schema  der  Zerlegung 

px»  +  qx*  +  ..  +  t      ^ Ax  +  B 

(x«  +  2  a  X  +  a»  +  ß^)^        (x^  +  2  a  x  +  a«  +  ß^ 

A^x  +  B^ ,  A"x  +  B" 

»      /«a  J_  O  ^  ^  _L  ^2  _i_  ti2\2      I 


{x^  +  2ax  +  a^  +  ß^)^    '     x^  +  2  ax  +  a^  +  ß^  ' 

Denn  hier  geben  Zähler  und  Nenner  Polynome  vom  5^°  Grad  mit 
6  Bedingungsgleichungen,  aus  welchen  die  6  Konstanten  A,B,  A', .. 
bestimmt  werden  können. 

20* 


—     308     — 

297.  AUganeiner  Fall.    Die  gebrochene  Fanktion  habe  eineD  Nenner 

von  der  Form  (x^  +  2  a  x  +  «^  +  ß^)n  (x-  a)  ~  (x  -  b)^ . . .    Nach  den 
entwickelten  Gründen  gibt  die  Zerlegung  folgende  Partialbrüche 

Ax  +  B  A,x+  B, , 


(x2  +  2  «  X  +  a2  +  ß^y  ^  (x*-*  +  2  a  X  +  ««  +  /J«)» 

■  An  -  1  X  +  Bn  -  1  .  C  . C^^ ,  ■     Cm-1 

"^x2+2ax+a»  +  /J^  "^  (x  -  a)™  "^  (x  -  a)"*-^  "^  ' '  "^  x-a 

^  (x-b)P^  (x-b)P-^^*'^x-b' 

6  x  +  2  x^ 

Beispiel.    Es  sei  der  Bruch  zu  zerlegen    .  »  ,  ■ r-^w — r"^^"' 

*^  **       (x^  +  4  X  +  8)  (x  +  2) 

Da  hier  der  quadratische  Faktor  die  imaginären  Faktoren 

x2  +  4x  +  4  +  4  =  (x  +  2  +  2  K^(x  +  2-2  K^) 
gibt,  so  wird  das  Schema  der  Zerlegung  sein 

6x+2x2  A  +  Bx        ,       C 

+ 


(x2  +  4x  +  8)(x  +  2)        x«  +  4x  +  8    'x+2' 
6x  +  2x2  =  (2A  +  8C)  +  (A+2B  +  4C)x  +  (B  +  C)x2. 

Die  Vorzahlen  gleicher  Potenzen  von  x  geben  die  Bedingungsgleichungen 

2A  +  8C  =  0,..A  =  4, 
A  +  2B+  4C  =  6,..B  =  3, 

B  +  C=2,..C=  -1;  folglich 

6x  +  2x^ 4  +  3x 1^ 

(x^  +  4x  +  8)(x  +  2)'  ""  V^  +  4x  +  8       x  +  2" 

298.  Aiweadung  der  lifTereDtialrechioiig  auf  die  Zerleguig  !■  Par- 
tialbrache. Die  Bestimmung  der  unbekannten  Eonstanten  in  den  Zäh- 
lern der  Partialbrüche  ist  nach  dem  Satze  der  unbestimmten  Koeffi- 
zienten oft  sehr  weitläufig.  Schneller  führt  die  Anwendung  der  Diffe- 
rentialrechnung zum  Ziele. 

firster  Fall.  Der  Zähler  der  gebrochenen  Funktion  sei  f(x), 
der  Nenner  F(x),  so  hat  man 

iW   ^     A  B  C 

F(x)       x-a^x- b^x-c^'"* 

Man  multipliziere  mit  x  —  a,  so  folgt 

F  (x)  X  —  b  X  —  c 

Setzt  man  hierin  x  =  a,  so  wird  F  (x)  =  0,  da  a  eine  Wurzel   dieser 
Gleichung  ist.     Folglich  geht  die  vorstehende  Formel  über  in 

f(a).*  =  A. 
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NoD   wende  man  die  in  §  290  angegebenen  Regeln   znr  Bestimmung 

X  —  a       0 

von   „r  >   =  —  an.     Die   erste  Ableitnng   des  Z&hlers  ist  =  1 ,  des 

Nenners  =  F'  (x) ;  folglich  für  x  =  a 

0  1 


0        P  (a)  • 
Folglich  A  =  4tt;     ebenso  B=^;     C  =  #^ 


F'  (a) '  F'  (b) '  F'  (c) 


u.  s.  w. 


Beispiel.     Es  sei  zu  zerlegen    ^3^  ^  ^2  4,  ^^  ^  ^  g  » 

Die  Worzeln  der  Gleichung  x»  +  6x2+llx  +  6  =  0  sind  —  1, 
—  2,  —  3.     Ferner  ist 

f  (x)  =  X«  +  4,  F'(x)  =  3x2  +  12x  +  11, 

für  X  =  -  1,       f  (-  1)  =    5,  F'  (-  1)  =  2, 

x=~2,       f(-2)=    8,  F'(-2)=-l, 

x=~3,       f(-3)=13,  F'(-3)  =  2,    * 

x2  +  4  5  8  13 

4" 


x*+6x2+llx  +  6         2(x  +  l)       x  +  2^   2(x+3)' 

Zweiter  Fall.     Man  habe  die  Zähler  der  Partialbrüche  in   fol- 
gender Formel  zu  bestimmen: 

fix)      _       k  B  C  D 

(x  -  a)*       (x  -  a)*  ^  (x  -  a")»  ^  (x  -  a)«  ^  x  -  a" 

Maltipliziert   man   mit   dem    Neaner    and    differentiiert    die    ent- 
standene Gleicbang,  so  erhält  man  snccessiye: 

f(x)     =A  +  B(x-a)  +  C(x-a)*  +  D(x-a)», 
P(x)    =B  +  2C(x-a)  +  3D(x-a)», 
f"(x)  =2C  +  6D(x-a), 
r'(x)  =  6D. 

Setzt  man  in  diese  Gleichungen  x  =  a,  so  erbfilt  man 

A  =  f(a),      B  =  f'(a),      C  =  yf"(a),       D  =  -^  {'"{&). 

Man   sieht,   wie  zu  verfahren  ist,   wenn  der  Nenner  der  Funktion 
(x  — a)"  wäre. 

x^  +  2 
Beispiel.     Es  sei  zu  zerlegen   ,    __   .^ .     Man  erhält 
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f  (x)     =  X»  +  2,  folglich  A  =  f  (3)         =11, 
f'(x)    =2x,  B  =  f(3)        =6, 

{"  (x)  =  2,  C  =  i  f "  (3)  =    1, 

f"(x)  =  0,  D=  =0, 

x''  +  2   _  _  11  _    ,         6  ^ 

(x-3)*       (x-S)*"^  (x-3)»"^"(x-3)>* 

Ferner  sei  der  Nenner  der  gegebenen  Fonktion  (x  —  a)^  (x  —  b). 
Man  wird  voranssetzen 

f(x)  _       A.       +__?__,.      C 


(x  —  a)*  (x  —  b)        (x  —  a)*      x  —  a      x  —  b' 

Man  schaffe  den  Nenner  weg  nnd  bilde  die  Ableitungen  der  entstan- 
denen Funktion,  so  erh&lt  man 

f  (x)    =  A(x  -  b)  +  B(x  -  a)(x  -  b)  +  C(x  -  a)», 

f'(x)  =A-f  B(x-a)  +  B(x-b)  +  2C(x-a), 

f  (x)  =  2B  +  2C. 

Setzt  man  hierin  x  =  a,  so  folgt 
f(a)  =  A(a-b),      f  (a)  =  A  +  B(a -b),       f"(a)  =  2B  +  2C, 

aas  welchen  Gleichnngen  A,  B,  C  sich  leicht  ergeben. 

Bndlich  sei  der  Nenner  der  gebrochenen  Funktion  (x  —  a)"  <p  (x), 
so  dass  man  folgendes  Schema  der  Zerlegung  hat 

fW ABC 

(x  -  a)»y  (x)        (x  -  a)»  "^  (x  -  a)"-'  "^  (x  -  a)— 8  ''"  '• 

,      H  V>(x) 

"^x-a"^  y(x)' 

worin  V  (x)  ^i^  ganzes  rationales  Polynom  ist  von  niederem  Grade  als 
9(x).     Durch  Beseitigung  des  Nenners  erh&lt  man 

f  (x)  =  A  g)(x)  +  B(x  -  a)9'(x)  +  C(x  -  a)«  y  (x)  +  . . . 

+  H(x  -  a)—»  V(x)  +  VW-(x  -  a)°. 

Wird  diese  Gleichung,  wie  in  den  beiden  vorhergehenden  Zer- 
legungen, wiederholt  differentiiert  und  sodann  x  =  a  gesetzt,  so  er- 
h&lt man 

f(a)     =A-g>(a), 

Pin)    =A-y'(a)-f  B-y(a), 

f"(a)  =  A  •  y"(a)  +  B •  2  g>'(a)  +  C- 2  9(a), 

f "  (a)  =  A  •  9"'  (a)  +  B .  3  y"  (a)  -I-  0  •  6  SP'  (a)  +  D .  6  9  (a), 

Ans  diesen  Gleichungen  lassen  sich  nun  die  onbestimmten  Kon- 
stanten A,  B,  C, . .  bestimmen. 
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Dritter  Fall.     Der  Nenner   enthalte    zunächst    nar    einen    qua- 
dratischen Faktor,  so  dass  man  hat 

f(x)  _        Ax  +  B        ^y^i^i 


wo  y^(j)  ein  ganzes  rationales  Polynom  ist  von  niederem  Grade  als 
9>(x).     Durch  Entfernung  des  Nenners  folgt 

f  (x)  =  (Ax  +  B)  V(x)  +  V'(x).(x»  +  2ax  +  «^  +  ß^). 

Setzt    man    hierin    x^  +  2  ax  +  a*  +  /J*  =  0,    also  x  =  —  a 

i  ßY^  —  i,  so  verschwindet  der  letzte  Teil  rechts  und  es  sind  in  der 
Gleichung  nur   noch  die  Unbekannten  A,  B,   nebst  konstanten  Grössen 

mit  oder  ohne  j^— 1   enthalten.     Die  Gleichung  lässt  sich  also   auf 

die  Form  bringen  P  +  Q^^— 1=0.  Diese  Gleichung  kann  aber  nur 
bestehen,  wenn  P  =  0  und  Q  ==  0.  Aus  diesen  beiden  Bedingungs- 
gleichungen ergeben  sich  alsdann  A  und  B. 

Wenn  der  Nenner  den  quadratischen  Faktor  mehrmals  enthält,  so 
kann  man  setzen 

f(x)  Ax  +  B 


a^n 


(x*  +  2  «  X  +  a^  +  ß^Y  9  (x)       (x^  +  2  a  X  +  «^  +  ß'^) 

,   Cx  +  D V^(x) 

"^   (x2  +  2ax  +  a2+/J2)»-i    "^""^y(x)' 

wo  V^(x)  dieselbe  Bedeutung  hat  wie  oben.  Man  entferne  die  Nenner, 
so  folgt 

(a)    f(x)  =  (Ax  +  B)y(x)  +  (Cx  +  D)(x2+2ax  +  a2  +  /?2)y(x)  +  .. 

+  (x«  +  2  a  X  +  «2  4.  ß^yxpix). 

Für  x^  +  2  a  X  -f  «^  +  /J^  =  0  verschwinden  alle  Glieder  rechts 
bis   auf  das    erste,    es  bleibt  noch    eine  Gleichung,   welche  die  Form 

P  +  QV^— 1=0  annimmt.  Aus  den  Bedingungsgleichungen  P  =  0 
und  Q  =  0  ergeben  sich  sodann  die  darin  enthaltenen  Unbekannten 
A  und  B. 

Um   C    und    D    zu    bestimmen,    bilde    man    die    erste   Ableitung 
von  (a).     Man  hat 

f(x)  =  Ay(x)  +  (Ax  +  B)9)'(x)  +  [Cy(x)  +  Cxy'(x)  +  Dy'(x)] 

x(x2+2ax  +  a2  +  /J2)  +  (Cx+D)(2x  +  2£r)9(x)  +  .... 

Setzt  man  hierin  x^  +  2  a  x  +  «^  +  /?*  =  0,  so  folgt 

f(x)  =  Ay(x)  +  (Ax  +  B)r(x)  +  (Cx  +  D)(2x  +  2a)y(x), 

in  welche  Gleichung  x  =  —  a  ^  ß  y —  1   zu  setzen  ist.     Auch   diese 

Gleichung  nimmt  die  Form  P  +  Q  V"—  1  =  0  an,  so  dass  aus  P  =  0 
und  Q  =  0  sich  G  und  D  ermitteln  lassen.  Natürlich  müssen  die 
Werte  von  A  und  B  ans  den  vorigen  benutzt  werden. 

Man   sieht,   wie  zu  verfahren   ist,    wenn  zwei  weitere  Konstanten 
bestimmt  werden  sollen. 


VII.   Haxima  and  Minima  der  Pnnktloneii. 

ZH.  PnLtiMei  Mit  «lier  Tariakeli.  Es  norde  in  §  29  erkl&rt, 
was  DDter  dem  Masimam  nnd  Hinimum  einer  Panktion  so  verstehen 
ist  nod  gezeigt,  dass  solche  Werte,  die  man  aach  Öfters  ansgeseicb- 
nete  neont,  als  Ordiaaten  einer  Earve  y  =  f(x)  gedacht,  Dar  mflglich 
sind,  wenn  man  eine  Tangente  so  an  die  Rnrve  legen  kann,  dsss  sie 
|>arallel  mit  der  AbBcissenachse,  d.  b.  dass  das  DifTerentialverh&ltnia 
dy 
-r-^  =  0  wird.     Allein  es  konnte  daselbst  noch  kein  anT  die  Differen- 

tialrechnang   gegrflndetes  analytisches  Merkmal   angegeben  werden,   nm 
diese  Werte  als  grOsste  nnd  kleinste  in  erkennen. 

Es  becetchne  s  die  einem  Maximam  oder  Mioimam  entsprechende 
Abscisse  0  A  (Fig.  103).     Man   lasse  x  am  h  ="  A  C  =  A  C  m-  oder 

dy 
abnehmen,  so  ist  nach  dem  Taylor'schen  Satze,  wenn  bereits  -p-  =  0 

gesetzt  wird 


(2)     tCi-h)-tM  = 


d»' 


Man  nehme  ona  h  ao  klein  an,  daas  in  dieaen  Reihen  die  Glieder 
mit  der  dritten  und  den  hdberen  Potenzen  von  h  gegen  die  Glieder 
mit  h'  TBrachwinden  (§  270,  IV).    unter  dieser  Voranssetznng  tat  alao 


(3)  f(x  +  h)-fW 


d'y     h* 


(4)  f(,_h)_f(j)=0.h".. 

Sind  die  beiden  NachbarwerU  C  D  =  f  (i  +  h)  und  C  D'  =  f  (x  —  h) 

zugleich  kleiner  alsAB  =  f(x),  so  ist  f(x)  ein  Haximnm;  sind  sie  zd- 

gleich  grosser  als  f(x),    so  ist  f(i)  ein  Minimam.     Für  ein  Haximnm 

müssen    also    die    rechten    Seiten    in   (3)    nnd    {i) 

Flg.  103.  negativ  sein,  was  nnr  mOglich  ist,  wenn  der  Fak- 

d'y 

tor  "j—V  negativ   ist,   da  der   andere   Faktor  h' 

immer  positiv  bleibt.     Fnr  ein  Minimam  mSssen 
jene  rechten  Seiten  positiv  sein,  was  nar  mCgIich 

d*y 
ist,  wenn  -j— j   positiv  ist. 

Mao   bilde  ans   der  Gleichung  y  =  f(K)  oder  auch  aas  der  Glei- 
chung 9  (s,  y)  =  0  den  ersten  nnd  zweiten  Differenüalqnotienten,  setze 

den  ersten  -r^  =  0,  bestimme  die  Wurzeln  dieser  Gleichung  -j—  =  0 
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and   fähre  sie  in  die  Grösse        3    ein.     Diejenigen  Wurzeln,   welche 

d*y  d'y 

T- 2   ii^&tiv    machen,   liefern   ein  Maximnm;  diejenigen,   welche    .    ^ 

positiv  machen,  ein  Minimum. 

dy 
Bewirken  die  Wurzeln,  welche  aus  -p-  =  0  entspringen,  dass  auch 

d^y 

— ^  =  0  wird,  so  gehen  die  Formeln  (1)  und  (2)  ober  in 

(5)  f(x  +  b)-f(x)=^/3.^-  +  — ^^^3^  +  .. 

(6)  f(x  — h)  — f(x)=  — -3-x'7r-^  +  3-4--  ^    o    ^ .. 

^-^         ^  ^        ^  ^  dx*2-3dx*     2-3-4 

Man  denke  sich  hierin  h  wieder  so  klein,  dass  die  Glieder  mit 
h*,  h*, . .  gegen  die  Glieder  mit  h'  verschwindend  klein  werden.  Diese 
Glieder  mit  h*,  welche  den  Wert  der  Differenzen  f(x  +  h)  — f(x)  und 
f(x-'h)  — f(x)  in  (5)  und  (6)  bestimmen,  haben  entgegengesetzte 
Zeichen.  Diese  Differenzen  können  alsdann  nur  gleiche  Zeichen  an- 
nehmen, wenn  die   ersten  Glieder   rechts  zu  Null  werden.     Allein  der 

d^y 
Faktor  h*  ist  nicht  =  Oj   folglich  muss  -r—f  =  0  sein. 

Alsdann  können  in   den  Reihen  (5)  und  (6)   die  Glieder  mit  h^, 

wegen  der  Kleinheit  von  h,  grösser  vorausgesetzt  werden,  als  die  Summe 

aller  folgenden  Glieder.     Die   Glieder   mit  h^   haben   gleiche  Zeichen. 

Es  wird   also  y  ein  Maximum,  wenn  diese  Glieder  negativ,   also  wenn 

d*y 

,   \-  negativ  ist;  es  wird  y  ein  Minimum,  wenn  diese  Glieder  positiv, 

d*y 
also  wenn    ,    .    positiv  ist. 
dx*    "^ 

d  y      d^  y  d*y 

Sollten  die  Werte   von  x,   welche  ^^^,    ,   i.    und  -3— ==-  zu  Null 

dx      dx'*  dx' 

d*y 
machen,  bewirken,   dass  auch  -r  i  =="0  wird,  so   wäre   dasselbe  Yer- 

d  X* 

fahren  auf  die  folgenden  Differentialverhftltnisse  zu  übertragen. 


I.  Aifgahe.     Zu  ermitteln  die  ausgezeichneten  Werte   der  alge- 
braischen Funktion 

y  =  x^  +  a  X  -f  b. 
Man  erhält  durch  Differentiation 

dx  dx^ 

Setzt  man  den  ersten  Differentialquotienten  2  x  -|-  a  =  0,  so  wird  x  =  —  — . 

a^ 

Fnr  diesen  Wert  von  x  wird  die  Funktion  y  =  b ein  Minimum, 

4 
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weil  der  zweite  DifferentialqQOtient  =  -f  2  9  &lso  positiv  ist.  Jede 
FanktioD  von  der  Form  x^  -f  a  x  +  b  hat  also  eioeo  aasgezeichneteo 
Wert  DDd  zwar  ein  Minimam. 

391.  Aufgabe.    Za  bestimmen,  fdr  welche  Werte  von  x  das  Polynom 

y  =  3x*  +  4x»- 36x^  +  24 

zu  einem  ausgezeichneten  Werte  wird. 
Man  hat 

^^    =12x»+12x2-72x;   4":^  =  36  x«  +  24  x  -  72. 


dx  dx' 

dy 
Setzt    man  -  —  =  0,  so  folgt 
dx 

X*  +  x^  —  6  X  =  0. 

Die  Wurzeln  dieser  Gleichung  sind 

X  =  0,     X  =  2,     X  =  —  3. 

d^y 

dx 
nom  für  x  =  0  ein  Maximum  und  zwar  =  24. 

d^^y 

dx 

tion  hierfür  zu  einem  Minimum.     Dieses  Minimum  ist  =  —  40. 

d^y 

dx 
mit  die  Funktion  zu  einem  Minimum,  dessen  Wert  =  —  165. 


Für  X  =  0  wird  -^^-^  =  —  72,  also  negativ.     Somit  ist  das  Poly- 


Für  X  =  2   ist    _,   \  =  120,  also  positiv.     Somit  wird  die  Funk- 


Für  X  =  —  3  endlich  wird    ^  J^  =180,   also  wieder  positiv,  so- 


3#2.  Aufgabe.     Man   soll  bestimmen,   für  welche  Werte  von  x  in 
der  unentwickelten  Funktion 

(1)  y2  +  2xy  + 4x^-12  =  0 

die  Grösse  y  ein  Maximum  oder  Minimum  werde. 

Indem   man  x  als    unabhängig  Variable    betrachtet   und  zweimal 
differentiiert,  so  kommt 

(2)  (2y  +  2x)dy  +  (2y  +  8x)dx  =  0; 

(3)  (dy  +  dx)dy  +  (y  +  x)d2y  +  (dy  +  4dx)dx  =  0. 
Man  dividiere  (2)  mit  dx  und  (3)  mit  dx^  so  ist 

(y  +  x)|j  +  (y  +  4x)  =  0; 

dy 
Setzt  man  in  diesen  Gleichungen  --7^  =  0,  so  folgt 

dx 

(4)  y  +  4x  =  0; 
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(5)  4^= --4- 

d  x'*  X  +  y 

Mit  Hilfe  vod  (4)  Qnd  (1)  erhält  man  als  korrespondierende  Werte  der 
Variabeln 

x=  +  l,     y=-4;     folglich     ^=+± 
__  _  d^y  _        4 

X--1,    y-+4;        „       ■d^"~""T' 

Folglich  wird  fär  x  =  -f  1  die  Grösse  y  zo  einem  Minimum  and  ffir 
x  =  —  1  zu  einem  Maximum. 

M3.  Aufgabe.     Für  welche  Werte  von  x  wird  in  der  Formel 

y  =  (a  -  x)*  +  b 

die  Grösse  y  ein  Maximum  oder  Minimum? 
Es  ist 

-^=-4fa-x)«.       ^^ 
dx  *^*      ""^  '        dr 

-^  =  0  folgt  X  =  a.     Hierfür  wird  -r-T 
dx  dx' 

aus  dem  zweiten  Differentialquotienten  nicht  entschieden  werden,  ob 
X  =  a  einen  ausgezeichneten  Wert  liefert.  Allein  durch  weitere  Diffe- 
rentiation erhält  man 

<l'y  _       ow.       „^  d*y 


4  (a  -  x)*;       -^  =  12  (a  -  x)^ 
Aus  -^  =  0  folgt  X  =  a.     Hierfür  wird  ^^^  =  0.     Also   kann 


=  -24(a-x),       —^=+24. 


dx^  ^         ''        dx 

Für  X  =  a  wird  nun  auch  der  dritte  Differentialquotient  =  0  und 
da  der  vierte  positiv  ist,  so  wird  y  ein  Minimum  für  x  =  a. 

3t4.  Aufgabe.     Es  sollen  die   ausgezeichneten  Werte  der  Funktion 

y  =  sin^x  cos  x 

unter  der  Voraussetzung  bestimmt  werden,  dass  sich  der  Bogen  x  von 
X  =  0  bis  X  =  2  TT  ändern  könne. 

Durch  Differentiation  kommt 

=  —  sin'x  +  2  sin  x  cos^x, 


dx 
d^y 
dx« 


=  —  7  cos  X  sin^x  +  2  cos'x. 


dy 
Aus  -H^  =  0  folgt,  indem  man  cos*x  =  1  —  sin^x  setzt 
dx 

sin  X  (—  3  sin^x  +  2)  =  0. 
Die  Wurzeln  dieser  Gleichung  sind 

sin  X  =  0;     sin  x  =  + 1/  — ;     sin  x  =  —  1/  — . 
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Vermöge   der   Relation    cos^x  =  1  —  sin'x   entspricht   der   ersten 
Wurzel    cos  X  =  i  1 ,   der  zweiten  cos  x  =  ±  1/  —  und  der  dritten 

ebenfalls   cos  x  =  ±  1/  — .      Um    die  Resultate   besser   fibersehen   zu 

können,  konstruiere  man  die  gegebene  Gleichung.    Man  erhält  eine  Kurve 
p.     1Q4  von   der  Form  A  B  C  G  (Fig.  104). 

Es  entstehen   sieben   ausgezeichnete 
Werte,  nämlich 

Minima  in  A,  G,  B,G; 

Maxima  in  B,  D,  F. 

Man   hat  folgende  Systeme   zusammengehörender  Werte   für  diese 
Pankte: 


A,Gsinx=s=0,  co8x  =  l,  x  =  0,         27r,  j^=+2. 


D..8inx  =  0,  cosx=— 1,        x  =^  n^  izi"""^* 


d^y 
dx' 

d^y 
dx' 


_        .  |/2  i/l  45<^44^        d»y  .i/l 

B..8,nx=^-,     co8x=J/3,      x  =  ^g^7r,^=-4j/3. 

^  |/2  i/l  125^16^       dV       .l/r 

C.smx^J/-,     co8x=-|/-,x  =  -^^^^7r,— ,=  4^-. 

_  |/2  i/i  234H4^       d«y       .  i /l 

E..sinx=~|/3,cosx=~^3-,x  =  ^g^7r,— ,  =  4^-. 

„       .  i/2  i/l  305«16'      d»y  ^i/l 

F..sinx=~|/3,cosx==J/-,       x  = -^^^.r,  ^,=  ~4|/ -. 

Si5.  Aifgabe.  Man  soll  den  Kugelabschnitt  von  gegebenem  Vo- 
lumen bestimmen,  dessen  Mantelfläche  ein  Minimum  ist. 

Das  Volumen  des  Kugelabschnittes  sei  =  V ,  seine  Mantelfläche 
=  F,  seine  Höhe  =  h  und  der  Radius  der  zugehörigen  Kugel  =  r, 
so  ist 

(1)  F  =  2r7rh; 

(2)  V  =  7rh^(r-yh). 

Um  F  nur  als  Funktion  einer  der  Variabein  h,  r  darzustellen, 
eliminiere  man  eine  dieser  letztern  Grössen  aus  (1)  und  (2).  Man 
erhält  zunächst  aus  (2) 

und  sodann  durch  Einfuhren  dieses  Wertes  von  r  in  (1) 
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F  =  ^h»+2Vh-». 


Dnrch  Differentiation  ergibt  sieb,  indem  man  V  als  konstant  betrachtet 


dh  3  '      dh*         3 

Setzt  man  den  ersten  Differentialqaotienten  =  0,  so  folgt 

2n 

Vermittelst  dieses  Wertes  von  h  wird 

d«F        47r    .    Sn 


dh' 


+ 


Da  dieser  Wert  des   zweiten  Differentialqaotienten   positiv  ist,  so 
wird  F  ein  Minimum  für 


Fährt  man  diesen  Wert  von  h  in  (2),  so  folgt  r  =  h.  Der  Engel- 
abschnitt,  dessen  Mantelfläche  ein  Minimum  ist  bei  gegebenem  EOrper- 
inhalt,  hat  somit  die  Form  einer  Halbkugel. 

3#6.  drossle  Bichtigkeit  des  Wassers.  Hallström  hat  die  Aus- 
dehnung des  Wassers  bei  Temperaturen  innerhalb  0,8  und  32,5  Grad 
Celsius  dnrch  64  Versuche  bestimmt  und  unter  Anwendung  der  Me- 
thode der  kleinsten  Quadrate  folgende  Formel  gefunden 

s  =  1  +  0,000052939 1  —  0,0000065322 1«  +  0,00000001445 1«, 

worin  s  das   spezifische  Gewicht  und  t  die  Temperatur  des   Wassers 
bezeichnet.     Es  folgt 

4t-  =  0,000052939  -  0,0000130644 1  +  0,00000004335 1«, 
d  t 

^rk  =  -  0,0000130644  +  0,00000008670 1. 
dt* 

ds 
Ans  —T-r  =  0  ergibt  sich 

t  =  4,108«C. 

d^s 
Für  diesen  Wert  von  t  wird     .  ^    negativ,  also  s  ein  Maximum. 

Mithin  ist  die  Dichtigkeit  des  Wassers,  nach  diesen  Versuchen,  am 
grössten  bei  4,108®  C. 

397.  laxiBaUelstang  eiies  nBterschläehtigeii  Wasserrades.  Eine 
Wassermasse  M  fliesse  mit  einer  Geschwindigkeit  V  gegen  die  Schau- 
feln eines  unterschlächtigen  Wasserrades  (Fig.  105).  Die  mittlere  Um- 
fangsgeschwindigkeit der  Radschaufeln  sei  =  v.  Bei  welchem  Ver- 
hältnis zwischen  V  nnd  v  wird  die  Arbeit  des  Wassers  ein  Maximum? 
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Die  Arbeit,  welche  das  Wasser  per  Sekande  verrichtet,  wird  erhalten, 
wenn  man  den  Dmck,  welchen  das  Wasser  in  der  Richtung  seiner  Be- 
wegung gegen  die  Schaufeln  ansaht,  multipliziert  mit  der  Geschwindig- 
keit V,  mit  welcher  der  Druck  der  Bewegung  des 
Fig.  IOd.  Rades  folgt.     Nun  ist  aber  der  Druck  des  fliessenden 

Wassers  proportional  der  Masse  M  und  der  relativen 
Geschwindigkeit  V  —  v,  also  =  a  M  (V  —  v),  wobei  a 
eine  konstante  Grösse  bezeichnet.  Folglich  ist  die 
gesuchte  Arbeit,  die  mit  A  bezeichnet  werden  mag 

A  =  aM(V  — v)v. 

Hieraus  folgt,  indem  man  v  und  A  als  variabel  betrachtet 

d  A  d^  A 

""^   =aM(V-2v);      ^=-2aM. 


d  V  d  v' 

dA  1  d^A 

Aus  ~ —  =  0  folgt  V  —  2  V  =  0,   also  v  =  — -  V,  und  da  -^-ö   nega- 
d  V  2  d  v^ 

tiv  ist,  so  leistet  das  Rad  am  meisten,  wenn  seine  Umfangsgeschwindig- 
keit die  Hälfte  ist  von  der  Geschwindigkeit  des  die  Schaufeln  stossenden 
Wassers. 

M8.    Bei    Keppler^teke    SaCi    ?•«    lailHiii    und   linlMi«.     Die 

Gleichung  y  =  f  (x)  oder  y(x,y)  =  0  liefere  für  einen  gewissen  Wert 
von  X  einen  grOssten  Wert  für  y.  Man  stelle  diese  Gleichung  geome- 
trisch dar,  zeichne  die  grösste  Ordinate  ein  und  ziehe  noch  in  sehr 
kleinen,  gleichen  Abständen  benachbarte  Ordinaten,  so  weichen  diese 
Nachbarordinaten  nur  sehr  wenig  von  der  grössten  ab.  Mit  andern 
Worten:  es  ändert  sich  die  Funktion  y  sehr  langsam  in  der 
Nähe  ihres  Maximums.  Das  Gleiche  gilt  ebenso  von  den  Werten 
in  der  Nähe  des  Minimums. 

Wenn  (§  307)  die  Geschwindigkeit  v  des  Wasserrades  von  dem 
vorteilhaftesten  Werte  v  =  ^^  V  allmählich  abweicht,  so  nimmt  die  Ar- 
beit des  Rades  anfangs  nur  langsam  ab.  Es  ist  dies  eine  vorteilhafte 
Eigenschaft  des  Wasserrades,  weil  die  Geschwindigkeit  des  Rades  inner- 
halb gewisser  Grenzen  variieren  kann,  ohne  dass  merklich  an  Leistung 
eingebusst  wird. 

3#9.  laxiHa  and  llniHa  der  PonktUaen  hU  iwei  nnaliliaogig 
Yarlabela.  Es  sei  z  =  f  (x,  y)  eine  Funktion  mit  den  beiden  unabhängig 
Veränderlichen  x,  y.  Ferner  seien  h  und  k  sehr  kleine  Grössen.  Man 
lasse  die  Yariabeln  x,  y  durch  sehr  viele  Werte  stetig  aus  x  —  h  in 
X  +  h  und  ans  y  —  k  in  y  +  k  übergehen  und  stelle  jeden  dieser  Werte 
von  X  mit  jedem  Wert  von  y  zusammen,  so  wird  jedem  Paar  dieser 
Werte  ein  besonderer  Wert  von  z  entsprechen.  Wenn  nun  für  ein 
Paar  dieser  Werte  von  x,  y  die  Grösse  z  grösser  oder  kleiner  wird 
als  für  alle  andern  Paare,  so  wird  z  im  einen  Fall  ein  Maximum,  im 
andern  ein  Minimum  genannt. 

Nun  seien  x,  y  solche  Werte,  welche  z  zu  einem  Maximum  oder 
Minimum  machen,  so  muss  die  Differenz 

(1)  f(x  +  h,y  +  k)-f(x,y) 
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im  Falle  eines  Maximums  immer  negativ,  im  Falle  eines  Minimnms 
immer  positiv  sein,  ob  man  sich  die  kleinen  Werte  von  h  nnd  k  positiv 
oder  negativ  denkt. 

Nach  dem  Taylor^  sehen  Satze  ist  nun,  wenn  k  =  n  h  gesetzt  wird 

(2)     f(x  +  h,y  +  k)-f(x,y)  =  h(||  +  n|^) 

,    h^  /^d^z  d^z  .d^zN 

2    \dx^  d  xdy  d  y^  y 

+ 

Denkt  man  sich  hierin  h  nnd  k  so  klein,  dass  das  erste  Glied 
rechts  die  Samme  aller  folgenden  Glieder  fiberwiegt,  so  wird  das  Zei- 
chen der  Differenz  (1)  vom  Zeichen  der  Grösse 


/«N  ,  /^dz    .       <lz\ 


abhängen.  Allein  das  Zeichen  dieser  Grösse  ändert  sich  mit  dem  Zei- 
chen von  h,  das  sowohl  positiv  als  negativ  sein  kann.  Die  Differenz  (1) 
kann  also  nicht  fär  alle  Werte  von  k  nnd  h  entweder  nnr  positiv  oder 
nur  negativ  sein,  ohne  dass  die  Grösse  (3)  in  der  Reihe  (2)  ver- 
schwindet. Setzt  man  aber  die  Grösse  (3)  gleich  Null,  so  ist  zu  be- 
achten, dass  dies  nnr  möglich  ist,  wenn 

/ M\  dz    ,       dz       ^ 

da  h  nicht  =  0  gedacht  wird.  Und  da  in  (4)  die  Grösse  n  als  Ver- 
hältnis zwischen  h  und  k  willkürlich  ist,  so  wird  die  Bedingung  (4) 
nnr  erfüllt,  wenn  man  zugleich  setzt 

(5)  -7—  =  0,       -r—  =  0. 

dx  dy 

Man  denke  sich  nun  in  der  Reihe  (2)  das  Glied  mit  h  weg  und 
sodann  h  und  k  so  klein,  dass  das  Glied  mit  h^  die  Summe  aller  fol- 
genden Glieder  übertrifft.  Ist  dieses  Glied  für  die  Werte  von  x,  y, 
welche  aus  (5)  hervorgehen,  positiv,  wie  auch  k  und  h  beschaffen  sein 
mögen,  so  wird  z  ein  Minimum;  ist  es  negativ,  so  wird  z  ein  Maxi- 
mum.    Allein  das  Zeichen  jenes  Gliedes  hängt  nur  ab  von  der  Grösse 

/n\  d^z     ,   ^      d^z     ,      „  d*z 


dx*    '   ""dxdy  '   "    dy2' 

da   der  Faktor  h*  immer   positiv   ist.     Der  Einfachheit   wegen  schrei- 
ben wir  für  diese  Grösse 

A  +  2nB  +  n*C, 

wobei   die  Bedeutung  der  Grössen  A,  B,  C  durch  Vergleichung  mit  (6) 
sich  leicht  ergibt.     Dafür  kann  man  setzen 


c[|  +  2n|-  +  o«]. 
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B»        B* 

Man    addiere   in    der  Klammer  -^  ~  7^9  ^^  kommt 

«[i-i^+a +•)■]■ 

/  B  \* 

Id  diesem  Aasd rocke  (7)  ist  (  -p-  +  d  ]    immer    positiv.     Wenn    man 


daher  setzt 


^-^>0,    oder    AC>B«, 


so  ist  die  Grösse  in  der  viereckigen  Klammer  in  (7)  immer  positiv 
and  es  bangt  alsdann  das  Zeichen  von  (7)  nnr  vom  Zeichen  der 
Grösse  C  ab.  Ist  in  diesem  Falle  G  positiv,  so  wird  z  ein  Minimnm ; 
ist  G  negativ,  so  wird  z  ein  Maximum.      Damit   aber  die   Bedingung 

A  G  >^  B'  erffilit  werden  kann,  mass  das  Zeichen  von  A  G  immer  posi- 
tiv sein;  also  müssen  A  ond  G  gleiche  Zeichen  haben.  Hieraas  er- 
geben sich  folgende  Regeln: 

Man  setze  die   beiden  ersten   Differentialverhältnisse  -; —  and  -; — 

dx  dy 

gleich  Null  ond  bestimme  daraas  sämmtliche  zosammengehOrige  Werte 

von  X  and  y. 

Man  führe  diese  Werte  von  x  ond  y  in  die  zweiten  Differential- 

d^z    d'z      d^z 
Verhältnisse  ^— =-,  -r—^y  - — r"  ein.     Wenn  hierbei 
dx^    dy'   dxdy 

d^z  d^z 

a)  die  beiden  Grössen    .    ^   and     .    o   gleiche  Zeichen  haben  ond 
^  dx*  dy* 

d'z 

b)  wenn  ihr  Prodokt  grösser  oder  gleich  ist  dem  Qaadrat  von 


dxdy' 

so  entsteht  ein  aasgezeichneter  Wert  für  z  ond   zwar  ein   Maximum, 

d'z  d'z 

wenn  das  Speichen  von     .    ,   oder    .    ,    negativ;   ein   Minimom,   wenn 

dx*  dy' 

dieses  Zeichen  positiv  ist. 

Wenn  diejenigen  Werte  von  x,y,  welche  die  ersten  Differential- 
verhältnisse za  Nall  machen,  aoch  die  zweiten  zam  Verschwinden 
bringen;  so  ist  aas  dem  Bisherigen  klar,  dass  alsdann  nnr  dann  ein 
Maximum  oder  Minimum  entstehen  kann,  wenn  für  jene  Werte  von 
X,  y  auch  die  dritten  Differentialverhältnisse  zu  Nall  werden  und  die 
vierten  zusammen  entweder  negativ  oder  positiv  bleiben,  welche  Werte 
auch  h  und  k  haben  mögen. 

SM.  Aufgabe.  Eine  gerade  Linie  von  der  Länge  a  in  drei  Teile 
zu  teilen,  dass  das  Produkt  der  Teile  ein  Maximum  werde. 

Die  Teile  seien  x,  y,  a  —  x  -—  y  und  ihr  Produkt  z,  so  wird  sein 

z  =  xy(a  — X  — y). 
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Folglich  die  ersteo  DiffereDtialverh&ltoisse 

=  ay  — 2xy  — y*;       -j— =  ax  —  2xy -— x^ 


dx       ^'  '       '  '        dy 

nod  die  zweiten  DifiFerentialverhältniase 

d^z  d*z  d*z 

-T— jr=— 2y;    -I— 2-=--2x;    j— r- =  a  —  2x  —  2y. 
dx*  dy^  dxdy  '' 

Setzt  man  die  ersten  DifiFerentialverhäitnisse  ssQ,  so  folgt 

a  —  2x  —  y  =  0;     a  —  2y  —  x  =  0. 

Durch  Aafl5song  dieser  Gleichangen  erhftit  man 

x  =  y  =  |a. 

Fährt  man  diese  Werte  von  x,  y  in  die  zweiten  DifPerentialverhftltnisse 
ein,  so  wird 

d^z  _        2a       d^z  ^        2a        d*z  a 

dx«  ~         3   '     dy«  ""         3   '    dxdy""        3' 

d'z  d«z 

Da  die  Werte  von    ,    »    und    .    ^    gleiche  Zeichen  haben  und  zu- 

dx'  dy* 

d«z 
dem  ihr  Produkt  grösser  ist  als  das  Quadrat  des  Wertes  von  - — r— , 

dxdy 

so  wird  z  zu  einem   ausgezeichneten  Werte  für  x  =»  y  =  ^  a  und  zwar 

d«z 
zu  einem  Maximum ,   weil  das  Zeichen  von    .    ^  negativ  ist.    Das  Pro- 
dukt der  Teile  wird   also  ein  Maximum,   wenn  diese   Teile  einander 
gleich  sind. 

811.  Aufgabe.  Man  soll  die  Form  desjenigen  rechtwinkeligen 
Prismas  bestimmen,  dessen  Oberfläche  bei  gegebenem  Körperinhalt  ein 
Minimum  ist 

Es  seien  x,y, z  die  Kanten  des  Körpers,  V  sein  Volumen  und  F 
seine  halbe  Oberflftche,  so  ist 

(1)  V  =  xyz, 

(2)  F  =  xy  +  xz  +  yz. 

Fuhrt  man  den  Wert  von  z  aus  (1)  in  (2),  so  folgt 

F  =  xy  +  Vy-i+ Vx-i. 

Die  ersten  Differentialverh&ltnisse  dieser  Gleichung  sind 

dF  _o        dF  _5j 

-- —  =  y  — Vx-'^;      — —  =  x  — Vy-^    . 

dx      -^  <iy 

und  die  zweiten 

d«F       ^-,  _3       d«F       ^^  _3      d«F        ^ 
— -_  =  2Vx-*;       .    o   =2Vy-^;    ——-=1. 
dx*  dy«  ^  dxdy 

▲  atenhelnidr,  Eltm«DUrbach.  21 
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Setzt  man  die  ersten  DiffereDtialverh&ltDisse  =  0,  so  folgt 

Hierfür  erhält  man  als  Wert  der  zweiten  Differentialverhältnisse 

d^F        ^         d^F        ^         d*P 


=  2;      -^-ö-  =  2;      y— r"  =  L 


dx^  '        dy2  '      dxdy 

Da  die  Werte  der  beiden  ersten  dieser  Verbältnisse  positiv  sind 
and   da   ihr  Produkt  zudem  grösser  ist  als  das  Quadrat  des   Wertes 

d*F  iV- 

von  -7 — —.  so   wird  F  ein   Minimam  für  x  =  y  =  K  V.       Allein    mit 
dxdy  ^ 

Rücksicht  aaf  (1)  wird  aach  z  =  x  =  y.  Mithin  hat  anter  allen  recht- 
winkeligen Prismen  von  gegebenem  Körperinhalt  der  Würfel  die  kleinste 
Oberfläche. 

312.  Aufgabe.  Es  sind  zwei  gerade  Linien  im  Raum  gegeben. 
Man  soll  ihren  kürzesten  Abstand  bestimmen. 

Man  beziehe  diese  Geraden  auf  drei  rechtwinkelige  Achsen  Ax, 
Ay,  Az,  nehme  die  eine  Gerade  in  der  Achse  Ax  an,  so  wird  die 
andere  in  dem  Räume  vorausgesetzt  werden  können,  welcher  von  den 
drei  Koordinaten-Ebenen  xy,xz  und  yz  gebildet  wird.  Die  Projektionen 
dieser  zweiten  Geraden  auf  den  Ebenen  xy  und  xz  sind  gerade  Linien; 
die  Gleichungen  dieser  Projektionen  seien 

(1)  y  =  ax  +  a;       z  =  bx  +  /J, 

wobei  die  Konstanten  a,a  und  b,ß  als  gegeben  zu  betrachten  sind. 

Der  kürzeste  Abstand  beider  Geraden  sei  =  p;  sein  Endpunkt 
in  der  Achse  Ax  habe  zur  Abscisse  x^,  der  andere  Endpunkt  za 
Koordinaten  x,  y,  z,  so  wird  p  zur  Diagonale  eines  rechtwinkeligen 
Prismas,  dessen  Kanten  parallel  zu  den  drei  Achsen  liegen  und  die 
Werte  x  —  x',  y  und  z  haben.     Deshalb  wird  sein 

(2)  P*  =  (x  -  xO*  +  y^  +  z«. 

Führt  man  hierin  die  Werte  von  y  und  z  aus  (1),  so  folgt 

(3)  p'  =  (x  -  xO*  +  (ax  +  a)2  +  (bx  +  /?)«. 

Wird  hierin  p^  ein  Minimum,  so  wird  es  auch  p.  Man  bezeichne 
deshalb  p^  mit  u,  so  erhält  man  als  erste  Differential  Verhältnisse,  in* 
dem  man  x  und  x'  als  die  beiden  unabhängig  Veränderlichen  betrachtet 

^°   =2(x-xO  +  2a(ax-f  a)  +  2b(bx-f /J), 


dx 


^",  =  -2(x-xO 


dx 
nnd  als  zweite  Differentialverhältnisse 

i^  =  2  +  2a'  +  2b«;     -^^  =  2-,     ;r^  =  -  2. 
dx*  dx''*  dxdx' 
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j  n 

Aas  -p7  =  0  folgt  X  =  x\  d.  h.  der  Abstand  p  ist  senkrecht  aaf 

A  X,  also  aaf  der  ersten  Geraden.  Da  nan  aber  die  Geraden  vertaascht 
werden  können,  so  folgt,  dass  dieser  Abstand  aaf  beiden  Geraden  senk- 
recht steht. 

Setzt   man  -; —  =  0  and  fahrt  x'  =  x  ein,  so  erhält  man 
dx 

aa  +  bß 


X  = 


a^  +  b«    • 

Fährt  man  diesen  Wert  von  x  in  (3)  and  setzt  x  =  x',  so  folgt 

a/J  — ba 


P  = 


Va«  +  b^  * 


Dieser  Wert   von  p  ist  ein  Minimam;   denn  die  Werte   der  zwei- 

d*a  d^a 

ten  Differenüalverh&ltnisse    .    ^    and         ,^    haben  das  gleiche  positive 

Zeichen    and    ihr  Prodakt   ist    grösser    als    das  Qaadrat   des    Wertes 


von 


dxdx'' 


3U.  Aufgabe.  Man  soll  von  einem  Pankt  ausserhalb  einer  Ebene 
ein  Lot  aaf  diese  Ebene  fällen. 

Die  Koordinaten  des  gegebenen  Punktes  ausserhalb  der  Ebene 
seien  x^y^z'  und  die  laufenden  Koordinaten  der  Ebene  x,  y,  z.  Die 
Gleichung  der  Ebene  sei 

(1)  z  =  ax  +  by  +  c. 

Man  verbinde  den  gegebenen  Punkt  mit  dem  Punkte  x,y,  z  der 
Ebene  durch  eine  Gerade.  Die  Länge  dieser  Geraden  sei  p.  Legt 
man  durch  die  Endpunkte  von  p  Ebenen,  welche  parallel  sind  zu  den 
Koordinatenebenen  xy,  xz  und  yz,  so  schliessen  sie  ein  rechtwinkeliges 
Prisma  ein,  dessen  Kanten  x  —  x',  y  —  y'  und  z  —  z'  sind.  Die  Länge 
der  Diagonale  p  dieses  Prismas  ist  daher 

(2)  p  =  V  (x  -  X')»  +  (y  ~  yO*  +  (z  -  ^0'. 

Fährt  man  den  Wert  von  z  aus  (1)  hier  ein,  so  erhält  man 

(3)  p  =  V{x  ~  xO^  +  (y  -  yO'  +  (ax  +  b y  +  c  -  z')*. 

Damit  nun  p  senkrecht  auf  der  Ebene  steht,  muss  der  Wert  von 
p  ein  Minimum  werden.  Die  ersten  partiellen  Differential  Verhältnisse 
von  (3)  sind 

dp  __  X  —  x^  +  a (ax  +  b  y  +  c  —  zQ    • 
"dT"  p 

dp  __  y  --  y^  +  b (ax  +  b y  +  c  —  zQ 
dy  ■"  p 

Setzt  man  diese  Differentialverhältnisse  =  0  und  führt  wieder  den  Wert 
von  z  aus  (1)  ein,  so  kommt 

21» 


—     324     — 

(4)  x-x'  +  a(z-zO  =  0; 

(5)  y_y'  +  b(2-zO  =  0. 

Vermöge  dieser  Bedingungsgleichangen  (4)  and  (5)  werden  die  zweiten 
Differentialverhältnisse 

d^P  ^_l+y__,        1Lp  =  J±^\        d'p    ^  ab 
dx^  p       '        dy^  p       'dxdy         p' 

Die  beiden  ersten  dieser  Verhfiltuisse  sind  positiv,  ihr  Produkt 
ist  grosser  als  das  Qaadrat  des  dritten  Verhältnisses;  also  wird  p  ein 
Miniman),  wenn  die  Gleichungen  (4)  und  (5)  stattfinden. 

Die  Formel  (4)  kann  als  die  Gleichung  der  Projektion  des  Lotes  p 
auf  der  Ebene  xz  und  die  Formel  (5)  als  die  der  Projektion  von  p 
anf  der  Ebene  y  z  angesehen  werden.  Man  nennt  daher  diese  Formeln 
kurzweg  die  Gleichungen  der  Geraden  p. 

Dm  die  L&nge  des  Minimalwertes  von  p  zu  finden,  könnte  man 
aas  (1),  (4)  und  (5)  die  Grössen  x,  y,z  berechnen  und  in  (3)  einfahren. 
Allein  man  kommt  schneller  zum  Ziel,  wenn  man  setzt 

(6)  z'  =  ax'  +  by'  +  c-c', 

worin  c'  eine  neue  Konstante   bezeichnet.     Man   ziehe  (6)  von  (1)  ab, 
so  kommt 

(7)  z  ~  z'  =  a(x  -  xO  +  b(y  -  yO  +  C. 

Setzt  man  hierin  die  Werte  von  x  —  x',  y  —  y'  ans  (4)  und  (5),  so  wird 

Vermittelst  dieses  Wertes  von  z  —  z'  folgt  aas  (4)  ond  (5) 

-ac' 


X  — X   = 


Y-r 


l+a*  +  b»' 
-bc' 


l  +  a»+b 


i_L  K2' 


Fährt  man  diese  Werte  von  x  —  x',  y  —  y'  aod  z  —  z'  in  (2),  so 
erhält  man  den  gesachten  Abstand,  indem  man  den  Wert  von  c'  ans 
(6)  ersetzt 

^  z^  — ax^  — by^  — c 

^~     ±Kl+a^  +  b«   ' 

Da  es  sich  bei  Bestimmung  von  p  nur  am  die  L&nge  des  Lotes 
handelt,  so  ist  in  diesem  letzten  Ausdruck  immer  das  positive  Zeichen 
von  p  beizubehalten. 

Nimmt  man  hierin  p  =  0  an,  so  muss  auch  der  Zähler  des  Braches 
verschwinden,  so  dass 

z'  =  ax'  +  by'  +  c. 

Vergleicht  man  diese  Gleichung  mit  (1),  so  stellt  sich  in  der  That 
heraas,  dass  der  Punkt  x^y',  z'  in  der  gegebenen  Ebene  liegt 


Vlll.    Eter&hrung  snd  Krimmsiig  ebener  Kirven. 

314.  fin4  4er  Icrikrmf  iv«ler  Kirrn.  Die  GleichaogeD  scwci«r 
Knrven  seien 

Hau  setze  voraas,  dass  die  Knrveo  eioea  Pnokt  A  (Fig.  106)  mit 
deo  Koordinftten  x,y  gemeiiuchaftlich  habea.  Nimmt  x  um  eioe  sehr 
Itleine  Grösse  h  zn,  so  werden  die  eDtsprecheodeD  Ordinatea  Ba,  Bb 
Dach  dem  Taylor'scben  Satze  seia 

(2)  f{x  +  h)  =  f(i)  +  hf  W  +  ^f"{x)  +  ^P"(x)+  .. 

(3)  V  (x  +  h)  =  y  (x)  +  h  y  (i)  +  -^  y"(j)  +  ^y-  (,)  +  .. 

Wegeo  des  gemeiDacbaftiicbeD  Pooktes  A  mnss  nun  hierin  {(%) 
=  9'(x)  seio.  Solieo  die  RnrveD  io  A  eine  gemeinschaftliche  Tangente 
Ac  haben,  so  rnnss  auch  f  (x)  =  ¥'(x)  sein.  In  diesem  Falle  beröhren 
sieb  die  Kurven.  Za  einer  Beröhrang  gehört  also  mindestens,  dass  in 
den  Reihen  (2)  und  (3)  je  die  ersten  und  ebenso  die  zweiten  Glieder 
einander  gleich  sind. 

Je  klnoer  der   Unterschied   ab  der  beiden  Fig.  106. 

Ordioaten  f  (x  +  fa)  nnd  7  (x  +  h)  fnr  sehr  kleioe 
Werte  von  h  wird,  nm  so  inniger  berühren  sich 
die  beiden  Enrven.  Dieser  Unterschied  wird  aber 
nm  so  kleiner,  je  mehr  Glieder  der  beiden  Reihen 
einander  gleidi  werden.  In  diesem  Sinne  gibt  es 
BerSbrnngen  von  verschiedener  Ordoung. 

Eine  Berühmng  der  ersten  Ordnung  tritt  ein,  wenn  aaeser  f(x) 
=  <f  (x)  die  ersten  Ableitnngen  f  (x)  und  9"  (x)  gleich  sind;  eine  soldie 
der  tweiten  Ordnnng ,  wenn  noch  die  tweit«n  AbleitaDgeo  f"  (x)  und 
9*"  (x)  gleich  werden ;  eine  der  dritten  Ordnung,  wenn  zudem  noch  die 
dritten  Ableitnngen  gleich  sind  n.  s.  w. 

Es  sei  nnn  die  erste  Kurve  gegeben  and  ebenso  der  Pnnkt  x, ;,  in 
welchem  die  zweite  Karve  die  erste  berühren  soll,  so  mnss  die  zweite 
Kurve,  nm  eine  Berübraog  mit  der  ersten  Kurve  einzugeben,  in  ihrer 
Form  und  Lage  gewissen  Bedingungen  entsprechen.  Das  ist  nur  mög- 
lich i  wenn  die  Gleichung  y  =  9'(x)  der  zweiten  Kurve  konstante 
Grössen  enth&lt,  welche  den  gestellten  Bedingungen  gemfiss  gew&blt 
werden  können. 

Es  ist  z.  B.  y^  =  a  -|-  bx  die  Gleichung  einer  Parabel.  I^at  man 
die  Konstanten  &  und  b  derselben  sich  Bndern,  so  Ändert  sieb  Form 
and  Lage  der  Parabel,  obne  dass  sie  aufhört  eine  Parabel  zu  sein. 

Zu  einer  Berflhrting  müssen  nun  die  beiden  Gleichungen 

(4)  t(i)  =  !P(x)i       r  (>)-»>•(.) 
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erfällt  seiD.  Mittels  dieser  GleichnDgen  könneD  zwei  KoDstaDte  der 
GleichoDg  y  =  9^  (x)  bestimmt  werden.  Für  diese  entsteht  daher  eine 
Berährang  der  ersten  Ordnung.  Enthält  die  Gleichnng  y  =  9>(x)  noch 
eine  dritte  Eonstante,  so  kann  diese  willknrlich  bleiben,  ohne  dass  die 
Berährang  der  ersten  Ordnung  aafhört. 

Soll  die  Beröhrnng  von  der  zweiten  Ordnung  sein,  so  lassen  sich 
aus  den  drei  Gleichungen 

(6)  f(x)  =  y(x);       f(x)  =  y'(x);       f"(x)  =  y"(i), 

welche  erforderlich  sind ,  drei  Konstante  der  Gleichung  y  =  9^  (x)  be- 
stimmen. Hat  diese  Gleichung  nur  zwei  Ronstante,  so  kann  der  letz- 
ten der  Gleichungen  (5)  nicht  genügt  werden;  hat  sie  vier  Konstante, 
so  bleibt  eine  derselben  willkürlich  u.  s.  w. 

Die  Gleichung  eines  Kreises  ist 

(x  -  «)»  +  (y  -  /»)»  =  e», 

worin  p  den  Halbmesser  des  Kreises,  a,  ß  die  Koordinaten  seines  Mittel- 
punktes und  x,y  die  laufenden  Koordinaten  des  Kreises  bezeichnen. 

Diese  Gleichung  enthält  drei  Konstante  a,  ^,  ^.  Diese  können  so 
bestimmt  werden,  dass  sie  den  Gleichungen  (5)  Genüge  leisten.  Also 
kann  ein  Kreis  mit  einer  beliebigen  Kurve  eine  Berührung  der  zweiten 
Ordnung  annehmen. 

815.  Kriittmigshaihneiser  elier  ebeiCB  Karve.  Der  Kreis,  der 
mit  einer  Kurve  eine  Berührung  der  zweiten  Ordnung  hat,  heisst 
Krämmungskreif  der  Kurve  für  das  betreffende  Kurvenelement  und 
dessen  Halbmesser  Krümmungshalbmesser  der  Kurve. 

Die  Gleichung  der  Kurve  sei  y  =  f  (x),  diejenige  des  Krummungs- 
kreises 

(1)  (x  -  a)»  +  (y  -  /»)«  =  e^ 

SO  müssen  die  Konstanten  a,  ßy  p  dieses  Kreises  so  bestimmt  werden, 
dass  sie  den  Gleichungen  (5)  des  vorangegangenen  Paragraphen  genägen. 
Dies  kann  wie  folgt  geschehen! 

Durch  Differentiation  von  (1)  erhält  man,  wenn  x  als  anabhängig 
Variable,  also  dx  als  konstant  angesehen  wird 

(2).  (x-a)dx  +  (y-/J)dy    =0, 

(3)  dx*  +  dy2  +  (y-/?)d«y=0 

and  hieraus 

(4)  y-ß= ^ , 


dx' 


,^.  ^\AxJ    dy 

(5)  X  — a  = TS -j— » 

d'y        dx 

di« 


DDd  folglich  unter  ADwendang  von  (1),  (4)  nod  (5) 

(6)  ?  =  ± ^ 

dx» 

Die  GleichaageD  (4),  (6)  aad  (6)  sind  ans  der  KreisgteichaDg  allein 
hervorg^angeD.  Damit  durch  (4)  and  (5)  die  Koordinaten  a,  ß  des 
Kreismittelpanktes  and  durch  (6)  der  ErSmmnngshalbmesBer  des  Kreises, 
welcher  die  gegebene  Karve  im  Packte  x, y  berührt,  bestimmt  werden 
können,  hat  man  die  aas    der  Gleichung  der  Karve  her vorgeh enden 

Werte   von  y,  -p-,  -r— y  in  diese  Gleichungen  einzofQhreo.    Den  Kräm- 

maagshalhmesser  ^  nimmt  man  schliesslich  immer  positiv. 

Bs  bezeichne  ds  das  Bogenelement  zwischen  den  Knrvenpankten 
X, y  nnd  s  +  dx, y  -f  dy,  so  ist  ds'  =  dx*  +  dy*.  Hierför  erh&lt  man 
aas  den  drei  letzten  Gleichungen 

_Ä=_l5i  -     =i£lil.  ^   I        ds' 

''      '^  d'y  '     "      "        d^y   dx'      ^       ''^   dxd>y  ' 

31C.  Andere  Ableiling  des  HriMaangshilkHCiscri.  KtitlRgcu- 
wlnkel  dci  Karre.  Es  seien  A,  B,  C  (Fig.  107)  drei  aafeinander  fol- 
gende, nnendlich  nahe  an  einander  gelegene  Punkte  einer  Korve  y  —  f  (x). 
Man  denke  sich  durch  je  zwei  dieser  Punkte  eine  Gerade  AB,  BC 
gelegt  and  auf  diese  Geraden  durch  ihre  Mitten  m,  n  Lote  mM,  nM 
errichtet,  welche  sich  in  M  schneiden;  so  ist  H  der  Mittelpunkt  des 
Kreises,  welcher  durch  die  drei  Karvenpankte  geht. 

Es  sollen  nan  der  Krümmungshalbmesser 
AM  =  BM  =  5.    und     die    Koordinaten    ON  Fig.  107. 

=  a,  HN  =  ß  des  Mittelpunktes  dieses  Kreises 
bestimmt  werden. 

Die  Tangente  dnrcb  den  Punkt  A,  dessen 
Koordinaten  x,  y  sind,  bilde  mit  der  Abscissen- 
achse  den  Winkel  y.  Geht  x  in  s  +  d  x, 
y  in  y  ±  dy  über,  so  ändert  sich  ;■  um  d;", 
d.  h.  die  Tangente  durch  den  Punkt  B,  dessen 
Koordinaten  x  +  dx, y±dy  sind,  bildet  mit 

der  ersten  Tangente  den  Winkel  dy.  Geht  man  vom  Kurvenelement 
in  A  aber  nach  dem  Eurveneleraent  in  B,  so  macht  hierbei  die  Richtung 
der  Karve  eine  Ablenkung  —  d/.  Man  nennt  diese  Ablenkung  den 
Kontingenzwinkel  der  Kurve. 

Die  Krnmmungshalbmesser  A  H  und  EM  stehen  auf  jenen  Tangenten 
senkrecht,  sie  schliessen  also  auch  den  Winkel  d  y  ein.  Nun  hat  man 
sich  aber  ;'  als  Bogen  zu  denken,  der  mit  dem  Halbmesser  =  1  be- 
schrieben wird;  folglich  ist  der  Bogen  AB  =  ^Ay,  er  ist  aber  auch 
=  ds;  daher 

(1)  ed)'  =  ds,     e  =  -j-^- 
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Id  dieser  Gleichung  ist  dud  noch  der  Wert  too  d  ^  aas  der  Re- 
HsD  erbfilt  darcb  DifTereotistioD 


"*'-«,', 


ir i'j 


1  +  ■«')■ " 


d*y  dx*  d 


'         dz     dx'  +  dy»  ds» 

Fährt  mao  diesen  Wert  von  d^  io  (1)  un,  so  erh&lt  maa 

da' 

^~   did»y  ' 

nelche  Formel  toit  der  im  Vorhergehende d  abgeleiteten  Dbereinstimmt. 

313.  Eralaten  der  Kirr».  Man  denke  sich  fnr  alle  Pankte 
B,B',  .  .  (Fig.  108)  einer  Knrve  y  =  f(x)  die  Mittelpunlita  M,  M'  .  . 
der  entsprechenden  RrQm  rann  galt  reise  anTgetragen,  so  werden  die  letztern 
Pankte  eine  Karve  bilden,  welche  die  Bvolnte  der  Knrve  heisst.  Die 
gegebene  Knrve  wird  in  Beziebnng  m  ihrer  GTolute  gewAbnlldi  BtoI- 
vente  genannt. 

Die  Gleicbnng  der  Bvointe  iRsst  sieh  aas  der  Gleichnag  der  Rvol- 
veate  mit  Hilfe  der  Gleichungen  (§  316) 

(1)         «-S jj- -f,     ß~y  + j5--- 


wie  folgt  bestimmea.     Man  leite  aas  der  Gleichang  y  =  f  (x)  die  Ver- 

hlkltnisse  -;—,  -,-  ■-„■   ab,  drücke  sie  in   einer   Variabein   x  oder  y  aas 

dx     dx*  ^ 

nnd  fahre  sie  in  den  vorBtehecden  Gleicbnngen  (1)  ein;  sodann  eliminiere 
man  noch  diese  Variable  x  oder  y  zwiacheo  den  beiden  Gleicbnogea, 
so  wird  eiae  Gleichung  entstehen,  welche  die  GrCssen  a,ß  nnd  gewisse 
Konstante  enthält.     Diese  Gleichang  ist  die  der  Evointe. 

Usst  man  in  den  Gleichnngen  (1),  (2)  ond  (3)  des  §  315 
FiK.  108.  (2)  («-«)'  + (7-«*         =P*. 

(3)  (x-«)dx  +  (y-«dy  =  0, 

(4)  dx»  +  dy»  +  {y-«dV  =  0 
die  Grosse  x  sich  ändern,  so  Bndem  sieh  aoch 
y,  a,  ß  nnd  (>.  Han  betrachte  deshalb  a,  ß 
ond  p  als  Fnnktionen  von  x  nnd  bestimme  den 
Znaaromenhang  von  dx,  dy  nnd  do,  d|S,  sowie 
den  Zasammenhang  von  ia,iiß  und  dp. 
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Man  differeDtiiere  (2)  nnd  (3),  so  kommt 
(6)        (x  -  a)(dx  -  d«)  +  (y  -  /?)(dy  -r  d/5J)  =  pd p, 
(6)        (dx  -  d«)dx  +  (dy  -dß)dy  +  iy-ß)d^y  =  0. 
Zieht  man  (4)  voo  (6)  ab,  so  folgt 

—  dxda  — dyd/5l  =  0, 

^'^  da   "        dy' 

d.  h.  die  Tangente  im  Punkte  M  an  die  Evolute  steht  senkrecht  auf 
der  Tangente  im  Punkte  B  der  Evolvente  (§  50).  Allein  der  Krüm- 
mungshalbmesser BM  ist  auch  senkrecht  auf  der  Tangente  durch  B. 
Folglich  ist  der  Krümmungshalbmesser  der  Evolvente  eine  Tangente  an 
die  Evolute. 

Zieht  man  (3)  von  (5)  ab,  so  folgt 

(8)  (x  -  «)da  +  (y  -  /J)d/J  =  -  pdp. 
Fährt  man  dx  aus  (7)  in  (3),  so  kommt 

(9)  (x  -  a)d  ß  -  (y  -  /5r)da  =  0. 

Eliminiert  man  x  —  cc,y  —  ß  aus  (2),  (8)  und  (9),  so  findet  man  den 
zweiten  gesuchten  Zusammenhang 

(10)  d  p«  =  d  ««  +  d  /J2. 

Der  Sinn  dieser  Relation  (10)  ist  folgender:  Geht  p  in  ^  -{-  6q 
über,  so  ruckt  der  Punkt  a, ß  nach  a-]-  da^ß  -\-  dß.     Zwischen  diesen 

Knrvenpunkten  liegt  das  unendlich  kleine  Bogenelement  Y^da^  -{-  dß^. 
Folglich  ist  dieses  Bogenelement  gleich  der  Aenderung  d  p  des  Krüm- 
mungshalbmessers. 

Man  bringe  daher  an  die  Stelle  des  Krümmungshalbmessers  BM 
einen  biegsamen,  jedoch  gespannten  Faden,  halte  ihn  in  M  fest  und 
wickele  ihn  auf  der  Evolute  auf,  so  beschreibt  sein  Endpunkt  B  die 
Evolvente. 

S18.  KriManagshalhMesser  lad  Bvtlute  der  Parabel.  Für  diese 
Kurve  ist 


y2  =  2px; 


_ll.=:JL.        d^y  ^        p^ 
dx         y  '        dx*  y' 


Mit  Hilfe  dieser  Werte  wird  der  Krümmungshalbmesser 


3 

2-iy 


'+41 


oder  indem  man  reduziert  und  das  positive  Zeichen  nimmt 

3  3 


?  = 


p'  VT 
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För  deo  Scheitel  ist  x  =  0,  also  p  =.  p,  also  der  Erümmaogshalb- 

messer  gleich  dem  halben  Parameter.  Wenn  x  wächst,  so  nimmt  auch 

g  ZQ.      Für  ein   anendlich  grosses  x  ist  p  =  oo ,  d.  h.  es   wird   der 
Parabelast  im  Unendlichen  geradlinig. 

Nach  §  45  ist  der  Ausdruck  für  die  Normale  n  einer  Kurve 


Mithin  wird  hier 


"='K'+(^)' 


o*  ==  y*  +  P^  ond  p  = 


p" 


d.  h.  es  ist  der  Erämmungshalbmesser  der  Parabel  der  dritten  Potenz 
ihrer  Normalen  proportional. 

d  y     d*  y 
Setzt  man  obige  Werte  von  y,  -r-=^,    ,    ^    in  die  Gleichungen  (4) 

\M  A  VI  JL 

und  (5)  des  §  315,  so  wird 


'=-f=-KT- 


Eliminiert   man  x  oder  y  aus   diesen  Gleichungen,  so   erhält   man  als 
Gleichung  der  Evolute 

Für  a  =  p  wird  ß  =  0.  Lässt  man  a  von  a  =  p  an  wachsen, 
so  geht  die  Evolute  in  zwei  symmetrisch  zur  Achse  gelegenen  Aesten 
aus  einander,  welche  der  Achse  ihre  konvexe  Seite  zukehren.  Aus 
der  Relation 

d  /?   _        <^  X  _        y 
da  d  y  p 

dß 
folgt,  dass  für  y  =  0  auch  "p    =  0  wird,  d.  h.   dass  die  Achse  der 

Parabel    die    Aeste   der    Evolute    im    Punkte    ß  =  0,  a  =  p    tangiert. 

Für  y  =  i  00   wird   auch  -r-^  =  i  <» »    d.  h.   die   äussersten   Enden 

da 

der  Kurvenäste  der  Evolute  stehen  senkrecht  auf  der  Parabelachse. 

319.  KriinniDgihalbBesser  und  Ev^lite  der  Ellipse.  Durch  Diffe- 
rentiation der  EllipseogleichuDg  a*y^  +  b^x^  =  a*b'  erhält  man 

a2ydy  +  b2xdx  =  0,       a^y*  +  a^yd^y  +  bMx'»  =  0, 

_dy^^__b^        d«y  ^       b'(a^y^  +  b^x^)  ^ b^ 

dx  a*y'       dx^  a*y*  a*y** 
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m 

Polglich  durch  Substitatioo  in  den  Ausdruck  für  den  KrnmmuDgs- 
halbmesser 

P-  a*b* 

Für  den  Endpunkt  der  grossen  Achse  ist  x  =  a,  y  =  0,  also 
^  =  b':a;  für  den  Endpunkt  der  kleinen  Achse  x  =  0,  y  =  b,  folg- 
lich p  =  a^ :  b. 

dy 
Führt  man  obige  Werte  von  y  und  -^r-  in  deo  Ausdruck  für  die 

°  -^  dx 

Normale  n  (§  45)  ein,  so  kommt 

dy2\       a*y*  +  b*x2 


-=K^^^>'^ 


Mithin    geht    der    vorstehende    Ausdruck    des    Krümmungshalbmessers 
über  in 


Da  nun  aber  b^ :  a  der   halbe  Parameter  der  Ellipse  ist,  so  setze  man 
b^ :  a  =  p  und  man  erhält 

n« 

0  = 


welcher  Ausdruck  mit  dem  für  die  Parabel  übereinstimmt.  Ebenso 
kann  gezeigt  werden,  dass  der  Krümmungshalbmesser  der  Hyperbel  der 
dritten  Potenz  ihrer  Normalen  proportional  ist 

d  y      d^  y 
Setzt  man   die  Werte  von  -r^,    ^    ,    in  die  Formeln  (4)  und  (5) 

dx      d  x^ 

des  §  315,  so  erhSlt  man 

«  =  — ^^X3;      ^  =  _^^y3. 

Hieraus 


1.  ^ 


Setzt  man  diese   Werte   von  x^  y^  in  die  Gleichung  der  Ellipse,  so 
erhält  man  als  Gleichung  der  Evolute 


«       /•     k  Ä     \  3 


Ca^-bO    "^U^-bV    ""^' 


Diese  Kurve  besteht  aus  vier  kongrnenten  Aesten,  die  in  dep 
Spitzen  A,  B,  C,  D  zusammenlaufen  (Fig.  109).  Zwei  dieser  Spitzen  lie- 
gen in  der  grossen  und  zwei  in  der  Richtung  der  kleinen  Achse.  Es 
sei  MF  der  Krümmungshalbmesser  der  Ellipse  in  F,  so  ist  MF  eine 
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FiR   109  Tangente    an    die   Evolate    in    M.       Räckt   der 

Punkt  F  nach  dem  Scheitel  8,  so  bewegt  sich 
M  nach  A;  rückt  P  nach  dem  Eadpaakte  H 
der  kleioen  Achse,  so  bewegt  sich  H  nach  D. 
Par  (J  =  0  wird 

a 
Polglich    AS-a-  °'' ~ '^*  =^ 

a'  —  b' 

wie  oben.     Pur  die  Spitze  D  ist  a  =  0,  also  jl  = .    Setit  loaD 

einen    grosseren    Wert   von    ß    als   diesen    in    die    EvoIntengleicbaDg, 

so  wird  a  imagiuür.     Ebenso   wird  ß  imagiatr,   wenn  a  > 

angenommen  wird.  Mithin  schliessen  die  Rarvenäste  in  den  Spitsen 
A,  B,  C,  D  ab  und  es  sind  daselbst  die  Achsen  der  Ellipse  TangenUa 
an  die  Evolute. 

SM.   HriBBiigshalbBMser  mti  Brclitc  4w  CjkUlif.     Die  Glei- 
chungen der  Cykloide  sind  (§  93),  Fig.  HO 

AE  =  x  =  a(9'  — siny);     CE  =  y  =  a(l  —  cosy), 
dx  =  aCl  —  cos9i)d9;     dy  =  8sin9id¥. 
Werden  die  letstern  Gleichnngen  wieder  differentiiert,   so  ist   zu 
beachten,  dass  dx  konstant  zn  nehmen  ist.     Mao  erhalt  daher 
0  =  a  (l  —  cos  y)  d*  y  +  a  sin  yd  ?>*, 
d*y  =  acosydy*  +  a8inyd*y. 
Eliminiert  man  d^  ^  aus  diesen  beiden  Gleichnngen,  so  folgt 
d^v  1 

"   5^  "'^'^  '        dx'  a(l-co8y)'- 


.+r4iY=.- 


'  \A\J       1  —  cos y* 
Fig.  110.  Setzt  man  diese  Werte  in  die  For- 

mel fSr  den  KrBmiiraDgshalbroesser,  so 
ist  ohne  Rücksicht  auf  das  Vorzekheo 

e  =  2aV2(l-coBy) 
oder  anch 

p  =  2  K2ay. 
Für  den  ADfsngspuokt  A  ist  y  =  0, 
also   p  =  0;    für    den   Scheitel   N   der 
Cykloide  wird  y  =  2  a ,   also  ^  =  H  N 
=  4a,  d.  h.  gleich  dem  doppelten  Darchmesser  des  RoUkreises. 


Setet  man  die  Werte  von  —-,    3-^  in  die  Pormetti  (4)  aod  (5) 

dx      dx"  "■  '  "■  ' 

des  §  315,  80  erhfilt  man  als  Koordiaateo  för  den   Mittelpunkt  der 
RrniDiDDng 

o  =  s  +  2a8inTi  ß  =  —y. 
Nnn  aeien  A  D  ood  0  D  die  Roordioaten  des  Hittelpanktes  des 
Rollkreises  fSr  den  Winkel  C0D  =  9>;  ferner  AH  =  a  and  PH^jÜ 
die  Koordinaten  des  Bndpnnktes  des  KrSmmuDgsliatbmessers  GP,  so 
ist  BD  =  asin9;  folglich  wegen  der  Formel  a  =  z  +  2aBiB^  aach 
D  H  =  a  sin  9>  und  da  y  =  —  ^,  d.  h.  C  B  =  F  H,  so  geht  der  Krfiui- 
mongsha Ibmesser  durch  den  Punkt  D,  no  der  Rollkreis  die  Grandlinie 
beröhrt  and  ist  gleich  dem  Doppelten  der  Normalen  CD.  Wegen  der 
beständigen  Kongruenz  der  Dreiecke  CBD  und  FHD  beschreiben  die 
Endpunkte  C  nnd  F  des  Krümmungshalbmessers  kongroente  Cykloiden. 
Evolate  und   Evolvente  sind  somit  kongruent, 

S21.    Deher    elaige    EI|enlPMllchkellei    ebearr    Kinea.      Bs    sei 

y  =  f{i)  die  Gleichung  einer  Kurve  B  B'  (Fig.  111).     Entsprechen    den 

Punkten  B, B', B"   die  Abscissen  x,x-|-dx  and  x  +  ^dx,   so   werden 

ihre  Ordinatea    sein  y,y  +  dy  and  y  +  2dy  +  d^y.     Wenn    nnn   die 

Grossen  B"C'=^dy  +  d'y  und  B'C  =  dy  einander  'gleich  sind,   also 

wenn  d'y  =  0  ist,    so    liegen   drei  aufeinander 

folgende  Karvenpunkte   in  einer  geraden   Linie  ^^S-  m- 

und    es    wird    der   Krümmnugshalbmesser    der 

Earve  an  dieser  Stelle  anendlicb  gross.    In  der 

That  wird  nach  Formel  (6)  des  §  316,  p  =  00 

fflr  d*  y  =  0. 

Liegt  die  Kurve  auf  der  Seite  der  posi- 
tiven y  und  ist  B"C'>B'C,  also  d*y  posi- 
tiv, so  kehrt  die  Knrve  ihre  konvexe  Seite  der 
Abacissenachse  zn.  Ist  aber  bei  dieser  Lage 
der   Kurve  d^y  negativ,    so    kehrt   die  Kurve 

ihre  konkave  Seite  gegen  die  Abscissenacbse.  Behndet  steh  die  Kurve 
auf  Seite  der  negativen  y,  so  fiodet  die  umgekehrte  Regel  statt.  Dar- 
aus folgt  allgemein :  Die  Kurve  wendet  ihre  konvexe  oder  konkave 
Seite  gegen  die  Abscissenacbse,  wenn  y  nnd  d*  y  gleiche  oder  enlgegen- 
gesetste  Zeichen  haben, 
d'y 

Geht        j  aus  dem  Positiven   durch  die  Null   ins  Negative  über, 

so   findet  ein   Oeberguig  ans  der  RonvexiUt   in  die  Kookavit&t  oder 
umgekehrt  statt   nnd   iwar  durch   eine  Knrvenstelle,    für   welche  der 

d^T 
Rrfimmnagshalbmesser  unendlich  gross  ist.  Geht  t-,  aus  dem  Posi- 
tiven durch  das  Unendliche  ins  Negative  über,  so  tritt  auch  hier  ein 
Debergang  ani  der  Koovexitftt  in  die  Konkavität  ein  nnd  zwar  durch 
eine  Stelle,  fflr  welche  der  RrQmmnngshalbmesser  =  0  ist.  Solche 
Debergangtponkt«  nennt  man  Wende-  oder  Flexionspunkte  (§  29  n.  43). 

d'y  d'y 

man   setze   -r-i-  =  0  nnd    .   1  =  00   und  bestimme  daraus   die  ent- 

dx'  d  x" 
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sprechenden  Werte  von  x.  Ein  solcher  Wert  sei  =  a.  Wenn  nnn  für 
a-j-h  and  a  —  h,  wobei  h  als  sehr  klein  vorausgesetzt  wird,  die 
Grösse  d^  y  ihr  Zeichen  ändert,  so  entspricht  der  Abscisse  a  ein  Wende- 
punkt der  Kurve. 

Schneiden  sich  mehrere  Knrvenäste  in  einem  Punkte  in  verschie- 

dy 
denen  Richtungen,  so  nimmt  -r-"^  ebenso  viele  verschiedene  Werte  an. 

d  x 

Dabei  entscheiden  die  Zeichen  zusammengehöriger  Werte  von  y  und  d^y, 

ob  die   Kurvenäste,  welche  von   diesem  Durchschnittspunkt  ausgehen, 

ihre  konkave  oder  konvexe  Seite  der  Abscissenachse  zukehren. 

Beispiel  1.     Es  sei  die  Gleichung  einer  Kurve 

y8  =  X*     oder     y  =  x', 
so  erhält  man 

d y  _  5     3        d^y  _  10       1 


X 


^ör  -j^2  ^  ^    ^^^^  X  =  0;    somit  wird   für   beide  Knrvenäste, 


Setzt  man  0  dz  h   für  x   in  den   Ausdruck  für  -  j^ ,   so  ändert  diese 


dx         3"    '      dx«  d     \/x' 

Für  d*y  =  0  wird  x=±qo.  Diese  Abscisse  entspricht  zwei 
Punkten ,  für  welche  der  Krümmungshalbmesser  ^  =  QO  wird ,  ohne 
dass  ein  Wendepunkt  entsteht,  weil  oo  :i:  h,  an  die  Stelle  von  x  ge- 
setzt, das  Zeichen  von  d^y  nicht  ändert. 

d«y  _ 
dx' 
die   sich    im    Anfangspunkt   treffen,    der    Krümmungshalbmesser  =  0. 

d^y 

d  X' 

Grösse  ihr  Zeichen;   also  hat  die  Kurve   im  Anfangspunkt  eine  Wen- 

dy 
düng.     Da  für  x  =  0  auch  —-==0,    so   ist  die   Abscissenachse    eine 

a  X 

Tangente  an  die  Kurve. 

Beispiel  2.  Jede  Kurve,  deren  Ordinate  ein  Polynom  ist  von 
der  Form 

y  =  x*  +  ax*  +  bx  +  c 

hat  einen  Wendepunkt  und  somit  ein  Kurvenelement  mit  einem  unend- 
lich grossen  Krümmungshalbmesser.     Denn  es  ist 


4^==3x2  +  2ax  +  b; 
dx 

d^y 

T-^  =  6  X  -f  2  a. 

dx^ 

Setzt  man   d^y  — 0,    so   wird 

X  =           .     Für         o  +  ^    ^^^ 
o                       o 

h  ändert  d^  y  sein  Zeichen. 

Also  ist  X  = —  die  Abscisse 

eines  Wendepunktes. 

d^y 

Setzt  man  -j-«- =  rh  <»>   so  wird  x=  ±  oo;  allein   d^y  ändert 

dx*  ^ 

sein     Zeichen     nicht     für  ±  oc  ±  h.       Also     zeigt     die     Gleichung 


\ 
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— y  =  ±  00  ao,  dass  die  beiden  KarvenÜste   im  UneQdlicheD  gerad- 
linig sind. 

Beispiel  3.     Die  Karve,  deren  Gleichnng 

(1)  y  =  x±xVx 

ist,  hat  zwei  KurTeoSste  AB  und  AD  (Fig.  112),  welche  im  Anfangs- 
pnnkte  A    unter   gleicher   Neigung    znr  AbscisHenachse  beginnen    und 
nach  der  positiven  Richtung  der  Abscissenachae  an§ 
einander  gehen.  Fig.  113. 

Denn  för  s  =  0  wird  anch  ;  =  0;  die  Enrve 
geht  also  dnrch  den  Anfangspunkt.  Für  negative 
Werte  von  x  wird  y  imagiuBr;  also  hat  die  Kurve 
keinen  Pnnkt  anf  Seite  der  negativen  Abscissenachse. 
Ferner  ist 

(2)  ''^  -l+^-V^-      Ül'-_  +  -'- 
^"     dx        '±  2  '^"'      dx'        *4Kx 

dy 
För  X  =  0  bat  -r^  nur   einen  Wert,   n&mlich   —  1.     Also   gehen 

beide  Korvenäste  anter  einem  Winkel  7on  45*  znr  Abscisseoachse  vom 

d'y 
Anfangspunkt  aus.     Für  den  gleichen   Wert  von  x  wird    ■     j-=  ±  oo, 

also   ist  der  Krammnogshalbinesser  der  Kurve   im  Anfangspunkt  =  0. 
Setzt  man  O  +  h  in  die  AasdrQcke  (2),  wobei  h  eine  sehr  kleine 

dy 
Grosse  bezeichnet,    so  nimmt  -r  -    zwei    verschiedene    Werte    an;    also 

gehen   die   Kurvenftste   zunfichst   am   Anfangspunkt  aus  einander.     Der 

Kurvenast  AB    kehrt  seine  konvexe  Seite  der  Absei ssenachse  zu,    weil 

för  jeden  Wert  von  x   die  Grössen  y  und  d^y   gleiche  Zeichen    haben. 

Für  x=  1  wird  y   in  der  Formel   für  den  untern  Kurvenast  AD 

zu  Null.     In   diesem  Punkte  C  geht   die  Kurve   durch  die  Abscissen- 

achse.     Für  den  Teil  AC  haben  y  und  d*y  entgegengesetzte,   für  CD 

gleiche   Zeichen.     Also    kehrt    A  C   der    Abscissenachse   die    konkave, 

CD  die  konvexe  Seite  zn. 


IX.   Ebene  Knrren  In  Beiag  anf  Pelarkoordlnaten. 

SB2.  SIelcbiig  einer  Hatve  !■  PclarkeardiiatCR.  Die  Lage  eines 
Knrvenpooktes  B  (Fig.  113)  kann  bestimmt  werden  durch  dessen  Ab- 
stand A  B  =  r  von  einem  festen  Punkt  A  und  dem  Winkel  B  A  x  =  9, 
den  dieser  Abstand  mit  einer  festen  Geraden  A  x  bildet.  Hierbei  nennt 
man  r  den  Radiusvektor  oder  Leitstrahl  des  Karvenpunktes,  A  den 
Pol,  Ax  die  Polarachse  und  ^  den  Polarwinkel.  Die  GrSssen  r  und  ^ 
bilden  die  Polarkoordinaten.     Die   eine  dieser  GrOssen   ist  eine  Funk- 


tion  der  andern,  weshalb  im  allgemeiueD  die  Gleicbnng  der  Kurve 
sein  wird 

r  =  f(y)     oder     F{r,9>)  =  0. 
^'8-  113.  (gj  ^jg    Gieichang  einer  Kurve    in    rechtwinke- 

ligen Koordinaten  gegeben,  so  kann  die  Polarglei- 
chang  dieser  Knrve  abgeleitet  werden,  wenn  man 
den  Zasammenbang  der  rechtwinkeligen  Qod  der 
Polarkaordioateo  kennt. 

Die  Gleichnog  der  Ellipse  fflr  rechtwiakelige 
Koordinaten  ist 
(1)  .■y'  +  b'i«  =  .'b«, 

worin  a,  b  die  halben  Achsen  bezeichnen  nnd  die  Abscissen  x  vom 
Mittelpunkt  0  ans  gerlhlt  werden.  Nan  nehme  man  den  Brennpunkt  A 
zum  Pol,  bezeichne  den  Leitstrahl  A  B  mit  r,  den  Winkel  B  Ax  mit  ?> 
nnd  AO  mit  c,  so  ist 

OC  =  x  =  rco8V  — c;       BC  =  y  =  r8in9'. 

Setzt  mau  diese  Werte  tod  x  und  y  in  (1),  so  kommt 

a'r'sio'y  -f  b'(rcosy  —  c)'  =  a*b*. 

Wird  die  zweiteilige  Grosse  entwickelt  nnd  sin^f  durch  1— cos'^ 
ersettt,  so  kommt 

a*r'  =  b*(a*  —  c*)  +  Sb^crcos^  +  (a*  —  b')r'co8*9'- 

Da  aber  a*  —  c*  =  b',  so  folgt 

a«r»  =  b*  +  2  b"  c  r  cos  V  +  c*r*  cosV- 

Die  rechte  Seite  ist  das  vollst&ndige  Quadrat  einer  zweiteiligen  GrOsae; 
deshalb  wird 

a  r  =  ±  {b*  +  c  r  cos  ?*) 
nnd  hieraus 


(2) 


a  ^  CC08  V' 


Da  der  Nenner  rechts  immer  positiv  sein  wird,  weil  G<a  nod  da  r 
immer  positiv  sein  soll,  so  folgt  aus  (2)  als  Gleicfaang  der  Ellipse 

a  -f  c  cos  qfi 

Nimmt  man  in  (2)  die  Grösse  b*  mit  entgegengesetztem  Zeichen,  so 
erb&lt  man  die  Polargleichnng  der  Hyperbel.  Par  die  beiden  getrennten 
Hyperbeln  sind  dieae  Gleichungen 

W  r, '-^—,     ,„=■        -"•       . 

a  — ccosy  »  +  cco89> 

Auch  hier  Bind  nnr  positive  Werte  der  Leitstrahlen  zulässig. 


FSr  die  Ellipse    and    diejeDige   Hyperbel,    welche   den    Pol    «n- 
schliesst,  hat  man  als  gemeinsame  Polargleichang 

(5)  r- ^ . 

»  —  c  COS  y 

Setzt  nUD 


so  wird  die  Gleicbnng 

<»)  '  =  T^f^- 

Bei  der  Parabel  ist  bekamitlich  das  Verhftltnis  —  —  1.     Also  stellt 
a 
(6)   eioe   Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel   dar,  je   nachdem   e  kleiner, 
gleich  oder  grOsser  als  die  Einheit  ist. 

Aaf  gleiche  Weise  kann  die  Polarg leichnog  der  geraden  Linie 
aas  der  Gleichung  y  =  ax-|-b,  die  der  Parabel  aas  der  Gleichang 
y^  =  2  p  X,  etc.  abgeleitet  werden. 

StS.    riieheieleneit  ii   Palarkterdliatea.     Es  sei  A   (Fig.  114) 
der   Pol,   As   die   Polarachse,    AB  =  r   der    Leitstrahl   ond    Winkel 
BAx  =  9>.     Man  lasse  9<  in  9'  +  d9'  =  CAi  übergehen,  so  entsteht 
ein   FI&cheDelemeot  GAB,   das   wir   mit  dP  bezeichnen    wollen.     Da- 
darch  wird  der  Leitstrabi  A  C  =  r  :h  d  r,  je  nachdem 
der  Leitstrahl  wächst  oder  abnimmt.    Gesetzt  es  sei,         p}„  m^ 
übereinstimmend  mit  der  Figur,  A  0  =  r  —  d  r.    Man 
beschreibe  von  A  aas  mit  den  Radien  r  ond  r  —  d  r 
die  Kreisbogen  BD  =  rd9'  and  EC  =  (r  —  dr)d<iP, 
so  sind  die  PISchen  der  Ereisansschnitte 
ABD->|r»dy,      ÄCE  =  ^Cr-dr)»d9'. 

Diese  beiden  sind  anendlicb  kleine  GrOsseo  der 
ersten  Ordonng,    die  sich    am    ein    aneodlich   Kleines 
der   zweiten   ond   dritten    Ordnung    von  einander   unterscheiden.      Also 
kann  anch  die  zwischen  diesen  GrOssen  liegende  Fläche  ABC  mit  A  B  D 
verwechselt  werden,  d.  h.  es  ist  das  Differential  der  Fläche 

d  F  =  ^  r"  d  V- 

SU.  legcicleMekt  !■  P*lark»*r4UateR.  Es  gelte  die  Bezeichnung 
des  vorhergehenden  Paragraphen.  Mau  beieichne  das  unendlich  kleine 
Bogenelement  B  C  mit  d  s ,  betrachte  dasselbe  als  eine  Gerade  nod 
nehme  an,  es  sei  der  unendlich  kleine  Bogen  BD  =  rd9'  senkrecht 
aaf  seinem  Radius  AD,  so  ist  BDC  ein  rechtwinkeliges  Dreieck,  das 
zur  Bestimmung  von  d  s  folgende  Relation  liefert 
d  B»  =  d  r>  +  r>  d  9". 

325.   Siblaagente   ind  SibiarHale  !■  PvUtkaerdlutea.     Man  er> 

richte  die  Gerade  NAT  (Fig.  IIK)  senkrecht  zum  Leitstrahl  AB  und 


ziehe  die  Tangente  B  T  ood  die  Normale  B  N  für  den  RarTeopDokt  B, 
so  wird  A  T  die  Subtaogente  aad  A  N  die  Sabaorroale  der  Rarve  ge- 
nannt. Somit  bezeichnet  man  hier  mit  diesen  Anadrücken  ganz  andere 
Lioien  als  für  ein  rechtwinkeliges  Roordioatensystem  (§  45). 

Han  lasse  <f  in  9* -(- d  9)  übergehen,  so  due 
Fig.  115.  Winkel  C  A  B  =  d  9"  wird  and  beschreibe  mit  dem 

Halbmesser  r  von  A  ans  den  anendlicb  kleineo 
Bogen  B  D  =  r  d  9>,  so  kann  angenommen  werden, 
es  sei  B  D  geradlinig  nnd  senkrecht  zd  A  D.  Da- 
durch wird  Winkel  DBC  =  BTA  =  ABN;  also 
sind  die  Dreiecke  DBC,ABT  and  ABM  Uinlich 
and  man  hat 


DO:DB  =  AB:AT, 

dr:rdy- 

:ATi 

DB;DC=AB:AN, 

r(HP:dr- 

r:ANi 

S»blg.AT  =  r'4^; 

Sobn.AN- 

dr 

SM.    KraBMiBgahalbBCiMr  der  Kirte«    1«  PtlkrkMr4li«tu.     Es 

sei  (Fig.  116)  Ax  die  Polarachse,  A  der  Pol,  AB  =  r  nnd  Winkel 
BAx  =  y.  Man  lasse  f  in  <f  +  d9i  =  CAs  übergeben,  so  daas 
Winkel  BAC  =  d9'  wird.  Mao  errichte  in  den  PunkUn  B  und  C 
die  Tangenten  BD  nnd  GE  nnd  die  Normalen  BM  and  CM,  so  wird 
BM  =  CH  =  p  der  Rrämmnngshalbmesser  der  Rnrve  fär  das  Bogen- 
elemeut  BC  sein. 

Es   sei    Winkel    B  D  x  =  a ,    so   ist    a    eine 
Fig.  116.  Punktion  von  9>.     Wenn   9<  in  V'  +  <IV   übergeht, 

so  wird  a  la  a-^  Aa,  d.h.  es  ist  Winkel  C  E  x  = 
a  +  da,  also  anch  Winkel  DGE=>da  =  BMC. 
Da  das  Bogeoelement  B  G  =  ^  d  a,  aber  auch  =  d  s 
ist,  so  hat  man  p  d  a  =  d  s,  worans  folgt 

ds         Kdr»  +  r*dy» 
p  =  .__  =  d„ ■ 


(1) 


Hierin  ist  noch  a  durch  r  nnd  ^  anszadräcken. 
Es  ist  Winkel  A  B  D  =  a  —  «<.  Mao  siebe  die 
Tangente  BT  and  die  gabtangente  AT  (senkrecht 
znm  Leititrahl  A  B),  so  folgt 


Man   differentiiere  diese  Gleichnog  nnd  nehme  9'  als  die  anabh&Dgig 
Variable  kn,  so  wird  d<iP  konstant  sein.     Man  erhält  daher  nach  §  24 


d!P- 


and  indem  man  d  9>  auf  die  andere  Seite  bringt 

,         rMy'  +  adr'-rd'r^^ 

d  «  = r-5— ; — „  .  ^. d  *, 

dr*  +  r*dy* 

Führt  man  diesen  Wert  von  d  cc  in  (1)  ein,   so   kommt  i}ie   gesachte 
Formel 


[r'dy'-fdr']' 
dy[r»dSP''  +  2dr'-rd''r]  ' 


["<m 


327.  Aiweidaig  anf  den  Kreli.  Da  der  Radios  r  konstant  ist, 
so  wird  dr  =  0;  daher  wird  das  Flächenelement  =^r*dV.  also  der 
Kreisaosschnitt  and  die  Kreisfl&che 

1    r»      1        1    r*" 

Das  Bogenelement  ist  ds^rd?';    folglich    der   Ereishogen    and    der 
Ereisamfang 

rd9'  =  r9',  r         dV  =  2r7i. 


Snbtg.  ^  CO,       Snbn.  =  0,       Erämmongsh.  ^  =^  r. 

328,  Aiwe«4aig  aaf  «lle  irchlMedlsche  Spirale.  Bei  dieser  Earve 
ist  der  Radiusvektor  dem  Polarwinkel  proportional.  Die  Gleichung  der 
Karve  wird  daher  sein 

(1)  r-.y, 

worin  a  denjenigen  konstanteo  Radiusvektor   bezeichnet,    welcher    dem 
Bogen  y  =  1  entspricht. 

Es  sei  Ax  (Fig.  117)  die  Polarachae,  A  der  Pol.     Man  beschreibe 
mit  dem  Radius  AB  =  a  einen  Ereis,  mache  aaT  demselben  den  Bo- 
gen BC=1,  setze  den  Winkel  EAB  =  V,   so 
wird  der  Kreisbogen  E  C  B  =  a  ff.    Dieser  Bogen  *^'B-  i"- 

muBB  nnn  nach  (1)  gleich  AD  =  r  sein.  Es 
seien  AT  and  AN  die  Subtangente  und  Subnor- 
male der  Earve.  Durch  Differentiation  von  (1) 
folgt  dr^ad?*;  folglich  erh&lt  man 

Subtangente  A  T  = =  a  y*, 

Suhnormale  A  N  =  a. 
Mithin  liegt  der  Punkt  N  der  Normalen  für  jede  Lage  des  Panktea  D 
im  Kreise  B  C  E.     FQr  9>  =  1    wird    auch  die   Snbtangente   ^  a  und 


es   machen    aladano   SubtaDgente   UDd   SabDornale    eioeD  Darchmeaser 
des  Kreises  aus,  der  senkrecht  zu  A  C  sUht. 
Das  Elemeot  der  Fläche  ist 

dF  =  Vr'd9'  =  ia''y'd  V- 
Polglich  die  Pl&che  zwischen  den  Grenzen  ^  =  0  nnd  ifi^V 

2      3  6      '^       6     a 

Das  Bt^nelement  der  Spirale  ist 

d  s  =  V  a" d  V*  +  a' y' d  y *  =  ad  y  V  1  +  y '. 

Hithin   der   Bogen    zwischen    den  Grenzen   f  =  0  nnd  9  =  ft   »ach 
§  83,  Formel  (9) 

8  =  ylv  VTTv^  +  log(y  +  Vi  +  V")]. 

Dm  den  Krfimmnngahalbmesser  q  der  Spirale  zo  finden,  beachte 
man,  dass  in  der  Formel  d  r  =  a  d  9'  die  GrOsae  d  <p  konstant,  also 
d>  r  =3  0  ist.     Mithin  wird 

^_  (a'y'  +  aV    _     (1  +  »T 


Der  kleinste  Wert   von  p  enUtebt    fär  y  =  0;    er  ist  p  =  ^ft.     Hit 
wachsendem   Werte   von   if   wird  {>   grOsser.     Für  9'  =  oc   wird   auch 

Bei  der  gewöhnlichen  archimedischen  Spirale    wird  a  = -^| — ; 
also  ist  die  Gleicbang  derselben 


SU.  Anweadni  Bif  die  hj^CTbaliscke  Spirale.    Wenn  man  in  der 
Gleichung  x  y  =  a  die  rechtwinkeligen  Koordinaten  x, ;  mit  den  Polar- 
koordinaten *p  nnd  r  vertauscht,  so  erhUt  man  die  Gleichung 
(1)  r9>  =  a. 


der  hyperbolischen  Spirale. 


Es  sei  Ax  (Fig.  118)  die  Polarachse, 
A  der  Pol.  Hau  konstruiere  mit  dem 
Halbmesser  A  B  =  A  C  =  1  einen  Kreis, 
trage  darauf  einen  Bogen  f^  =  B  G  =  1  ab, 
so  mnss  der  durch  C  gehende  lUdins- 
velctor  A  D  =  a  sein.  Hau  halbiere  den 
Bogen  B  C  in  B  nnd  ziehe  den  Radius- 
vektor A E F,  so  mnss  AP  =  2a  =  2AD 
sein,  etc.  Der  Ast  fiber  P  hinaos  n&hert 
sich  mehr  nnd  mehr  einer  Geraden,  welche 
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zu  Ax  parallel  liegt  aod  bis  ins  UDendlicbe  geht.  In  der  Richtang 
von  F  nach  D  nähert  sich  die  Karve  in  unendlich  vielen  Windungen 
dem  Pol  and  erreicht  ihn  fär  9  =  oo. 

Die  Differentiation  von  (1)  gibt  rdy  +  ydr  =  0;  folglich  ist 

d  r  __         r    _        r* 
d  y  y  a   ' 

Mithin  wird  das  Element  der  Fläche 

dF  =  ir'd»=  -iadr 

and  somit  die  Dreiecksfläche  A  D  F  zwischen  den  Leitstrahlen  A  F  =  2  a 
und  A  D  =:  a  gleich 

(3)  -ia(a-2a)  =  ia« 

und  die  Fläche,  welche  zwischen  dem  Leitstrahl  A  D  =  a  und  den 
anendlich  vielen  Windungen  der  Spirale  liegt,  die  von  D  ans  bis  zum 
Pol  A  reichen  oder  mit  andern  Worten:  die  Fläche  für  die  Grenzen 
9=1  bis  y  =  00 

—  ia(0-a)  =  |a*. 

Die  vorige  Fläche  (3)  und  diese  sind  somit  gleich  gross  und  zu- 
sammen gleich  dem  Quadrat  der  Linie  AD. 

Ferner  hat  man 

Subtangente  A  T  =  r*  --^-  =  —  a. 

d  r 

Mithin  ist  die  Subtangente  konstant.  Für  den  Kurvenast,  der  sich  im 
Unendlichen  parallel  zu  Ax  fortzieht,  wird  die  Subtangente  AG  senk- 
recht zu  Ax.  Folglich  wird  die  Tangente  GH,  welche  die  Kurve  im 
Unendlichen  berührt,  parallel  zu  Ax,  somit  eine  Asymptote  sein. 

Um  den  Krümmungshalbmesser  zu  erhalten,  hat  man  das  erste 
Differential  r  d  9^ -f  7  d  r  von  (1)  nochmals  zu  differentiieren.  Man  er- 
hält, wenn  d  9  &ls  konstant  angenommen  wird 

2drdy  +  yd2r  =  0. 
Mithin  ergibt  sich  nach  §  326 


8 


\     "^   aO  /         r2  \T 


a^  a* 


Zweiter  Teil  der  Integralrechnung. 


I.  Differentialformeln  mit  einer  Variabeln. 

3S9.  latUnalei  gebraekene  algebraische  üffereatial-faraielB.  Die- 
selben können  immer  vermittelst  der  Zerlegung  in  Partialbröche  (§  293) 
anf  eine  der  einfachen  Formen  gebracht  werden 

Adx        Adx  Ax  +  B  Ax  +  B 

a  +  x'   (a  +  x)»'  (a  +  x)2+b2^'''     [(a  +  x)«  +  b«]«^       ' 

Das  Integral  von  der  ersten  dieser  Formen  ist  bereits  in  §  76 
angegeben. 

Um  die  übrigen  Formeln  zu  integrieren ,  setze  man  a  +  x  =  y, 
also  auch  d  x  =  d  y,  so  erhält  man  für  die  zweite  Formel 

Adx  Ady         .       „  , 

7 — \ — T;r== — ;r-  =Ay-°dy. 

Folglich  ipdem  man  integriert 

Adx         Ay-"+^ 


/ 


+  C 


(a  +  x)°       —  n  +  1 
and  wieder  x  statt  y  einfährt: 

m  C    ^^^    -        ^ L__4.r 

^^^  J  (a+x)°  n-l'(a  +  x)"-*"^^' 

Für  die  dritte  der  obigen  Differential  formein  erhält  man 

.  Ax  +  B  _  Aydy         B  —  aA 

^^^  (a  +  x)2  +  b2  y^  +  b«  "^  y^  +  b«  ^^' 

Nun  ist  aber  nach  §  76 
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QDd  nach  §  78,  Formel  (6) 

B  — Aa                 x+a,r« 
= Are  tang  — h  C. 

D  D 

Setzt  man  diese  Werte  ans  (3)  nnd  (4)  in  (2),  so  folgt 


(6)        / 


^"""•"^       dx  =  4-log[(x  +  a)»  +  ba] 


(a  +  x)«  +  b«  2 

,B  — Aa.      ^        x  +  a,^ 
H r Are  tang  — r f-  C. 

Endlich  erhftlt  man  fQr  die  vierte  der  obigen  Formeln 

.        (Ax  +  B)dx  Aydy  B-Aa 

^"^      [(a  +  x)«  +  b«]°   ~  (y»  +  b«)"  "^  (y»  +  b«)»  **  ^• 

Dm  den  ersten  Teil  rechts  zu  integrieren ,   setze  man  y'  +  b^  =  z', 
also  auch  y  d  y  =  z  d  z,  so  wird 


(7)    / 


_Aydy_      ^Azdz^ 

Aydy      _  Az-»°+»  ^        A 1 

(y«  +  b«)»         _  2  n  +  2      2  (1  -  n)"  (y"  +  b*)»~' 


Nan  bleibt  noch  nach  Formel  (6)  die  Differentialformel 

dy 


(8) 


(y«  +  b«)- 


ZQ  integrieren.     Man   multipliziere   und    dividiere  (8)  mit  y^  -f-  b^   so 
kommt 

dy  p         y*dy  p         b^dy 


^^^    J  (y*  +  b«)"   ""J  (y«  +  b^)»+*  "^J   (y*  +  b2)»+** 
Integriert  man  nnn  den  ersten  Teil  rechts  nach  der  Formel  (1)  des  §  82 

(10)  I  ndv  =  uv—  I  vdu, 

indem  man  annimmt 

ydy 


n  =  y,       d  V  = 


(ya  +  b2)n  +  l' 

80  erhält  man  zan&chst  aas  der  letzten  Formel  vermittelst  (7) 

1 


2n(y»  +  b«r" 
Folglich  anter  Anwendung  von  (10) 

f      y'dy       ^        — y         ,  J_  r      dy 

J   (y»  +  b»)«+*        2n(y«  +  b»)-  "^  2nJ   (y»  +  b*)' 
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„  I  y'dy 

Fährt  man  diesen  Wert  von   '  •"      "^ 


gleichartigen  Glieder  zusammen,  so  erhält  man 

b*dy  y  2n  —  ip        dy 


al^    f bMy 3^ 2n-l    p_ 


2\n 


/ 


(y2  +  bY"^^       2n(y«+b«)»  '        2n      J    (y*  +  b«) 

Vermöge   dieser    Formel   ist    das   Integral    |    /  a  i   ka^n-n      *^^^ 

dy 
a  I   K2\n     znröckgefährt.     Darch    wiederholte  Anwendung    dieser 


Formel   gelangt   man   zuletzt   zum    Integral   1     ^  _/   ^  ,    dessen   Wert 

bekannt  ist.  Folglich  kann  auch  vermittelst  (7)  und  (11)  das  Diffe- 
rential (6)  integriert  werden.  Das  in  Formel  (11)  dargestellte  Ver- 
fahren nennt  man  die  Methode  der  Rekursion. 

331.  IrratUnalf,  algebraische  DifferentlalfornelB.  Enthält  die 
Differentialformel  algebraische  Polynome,  in  welchen  die  Variable  mit 
gebrochenen  Exponenten  vorkommt,  so  kann  die  Formel  durch  pas- 
sende Substitutionen  rational  gemacht  werden.  Es  sei  z.  B.  zu  inte- 
grieren 

,           a  +  Kx  , 
d  y  = = —  d  X. 

Man  setze  x  =  z*,  also  V^x  =  z',     yx  =  z^^  dx  =  6z'dz,  so  ist 

dy  =-r-^ — 5^-6z*dz. 
^        b  — z* 

Diese  Formel  ist  rational  und  kann  nach  dem  vorhergehenden  Para- 
graphen integriert  werden. 

Die  binomische  Differentialformel 

p_ 
(1)  x«^-Ma  +  bx°)Mx 

kann  in  gewissen  Fällen  durch  eine  der  beiden  Substitutionen 

a  +  b  x°  =  z*i     oder    a  +  b  x"  =  z*»  x" 

rational  gemacht  werden. 

Für  die  erste  Substitution  erhält  man 

nbx"""*dx  =  qz<>-"Mz; 
Somit 

PÜl  —  l 


X' 


(a  +  bx»)Mx  =  -J^r?^-^^   "^   z<»+P-»dz. 
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Diese  Formel  wird  rationa],  wenn eine  ganze  Zahl  ist. 

Wendet  man  die  zweite  Substitution  an,  so  wird  man  finden,  dass 

die  Formel  (1)  rational  wird,  wenn  —  H eine  ganze  Zahl  ist. 

q         n 

332«  IHffereiitiairo»eli  m\%  der  (Irosse  Ka  +  Bx  +  Cx^     Diese 
GrOsse  kann  auch  geschrieben  werden 


»^i/f+i 


x  +  x% 


weshalb  man,   der  Allgemeinheit  unbeschadet,  die  Quadratwurzel  aus 

obigem   quadratischen  Ausdruck  in   der   Form  Ka  +  bx  +  x^   voraus- 
setzen kann. 

Es  ist  bereits  im  §  78  eine  Dilferentialformel,  welche  diese  Wurzel- 
grösse  enthält,  integriert  worden.  Auf  demselben  Wege,  auf  welchem  diese 

entstanden  ist,   erhält  man   auch  das  Integral  von  dxVa  +  bx  —  x^ 

Setzt  man  in  Formel  (8)  von  §  82 

b  +  y  =  x,      dy  =  dx,      h^  +  2hy +  y^  =  7l\ 
so  kommt 

JdyVa^-b2-2by-y^  =  ^^Va2-b2-2by-y* 

,    a'  .    b  +  y 

+  -r-  Are  sm -. 

2  a 

Setzt  man  hierin  a*  —  b*  =  A,  —  2  b  =  B,  so  wird 

(1)    JdyVA  +  By-^y^=  ^y  ^  ^  ]/ A  +  By  ^  y^ 

+  ^A±B!^^^^.^        2y^B 
8  V4A  +  B2 

Um  die  Integrale  der  Formeln 

dx 


Va  +  bx+x2 


,     dxKa  +  bx  +  x2 


zu  erhalten,   setze  man   in  Formel  (3)  des  §  80  und  Formel  (9)  des 
§  82,  wie  oben,  die  Grössen  b -h  y  =  x»  dy  =  dx,  so  erhält  man 


Ji 


dy 


=  log(b  +  y  +  Ka»  +  b«  +  2by  +  y»)  +  C, 


V  a«  +  b>  +  2by  +  y* 
JdyFa*  +  b*  +  2by  +  y*  =  ^-y^Va«  +  b»  +  2by  +  y»  +  C 


a» 


+  ^  log(b  +  y  +  l/a«  +  b«  +  2by  +  a«). 
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Setzt  maD  hierin  a*  +  b^  =  A,  2  b  =  B,  so  wird 

(3)JdyKA  +  By-n^=  "  +  ^^  FÄ +  By +  y' +  C 

+  *^^log(|  +  y  +  VA  +  By  +  y») 

Es  sei  das  Integral  der  Formel    . .  zu    finden,    in 

K  a  +  bx  +  cx* 

welcher  c  positiv  oder  negativ   sein  kann.     Darob  Differentiation  folgt 

d(x»Va+bx  +  cx2)  =  mx»-MxKa+bx  +  cx8 

x°(b4-2cx)dx 


+ 


2ya+bx  +  cx2' 


Man  bringe  die  Glieder   rechts  unter  den  gleichen  Nenner  und  ordne, 
so  kommt 

Ka  +  bx  +  cx^        bKa  +  bx  +  cx' 

(m  +  l)cx°+Mx 

Ka  +  bx  +  ex* 

Dividiert  man   mit  (m-4-l)c,   versetzt  die  Glieder  und  integriert,  so 
erhält  man 


(4) 


- 


x"*+*dx  x-^Ka  +  bx  +  cx* 


Ka  +  bx  +  cx*  (m+l)c 

(2m  +  l)b  r  x°dx 


■J- 


2(m+l)cJ  ya  +  bx+cx* 
ma       r        x'^-Mx 


i 


(m  +  l)cj  Ka+bx  +  cx* 
Für  m  =  0  geht  diese  Formel  über  in 

xdx        l^a  +  bx  +  cx*    b  T     dx 


+  c. 


r     xdx     ^  Ka  +  bx  +  cx*  -—[- 
J  Ka  +  bx  +  cx*         c        2c  j 


2c J  Ka  +  bx  +  cx«' 

Das  letzte  Glied  kann  nach  dem  Vorhergehenden  integriert  werden 
und  zwar  nach  (2),  wenn  c  positiv  oder  nach  (7)  des  §  78,  wenn  c 
negativ  ist.  Auf  eben  diese  Formeln  wird  man  gefuhrt,  wenn  man  m 
=  1, 2, 3, . .  in  (4)  einführt.   Formel  (4)  ist  daher  eine  Rekursionsformel. 

Für  a=l,  b  =  0,  c=  —  1  erhält  man  aus  (4) 


(5) 


r  x-'+'dx         _     x"    y     _   g         m      r  »"-'dx 
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um  den  Ausdruck  x^^^dxV^a  +  bx  +  cx^  za  integrieren,  multi- 
pliziere und  dividiere  man  mit  V a  +  bx  +  ex*,  so  erhält  man  als 
Differential 

x°-^dx(a  +  bx  +  cx*) 

Va  +  bx  +  cx* 

welches  nach  (4)  integriert  werden  kann. 

dx 

SSS.  Traasceideite  ilfereitiale.     Um  die  Differentiale  — : und 

smx 

zu  integrieren,  schreibe  man 


cosx 

dx  Psinxdx  ^   d(cosx) 


p  dx     _  psinxdx  _        p   d(c 
J  sin  X       J     sin^x  J    1  — 


cos^x 


/•  dx    _^  pcosxdx  _  p   d(sinx) 
J  cos  X       J    cos*x         J    1  —  sin^x 

Man  setze  cos  x  =  y  und  sin  x  =  z,  so  erhält  man 

/d X     _        P     d y  p  dx    __  p^  d z 

sin  X  J    1  —  y*  '      J  cos  x       J    1 


y*        «;  cos  X       j    i  —  z*  * 

Nun  erhält  man  aber  durch  die  Methode  der  Zerlegung  in  Partial- 
bräche 

— i— =  —  -A__lJL       ^ 
1  —  y2"'2'l+y"^2'l—  y* 

Folglich  wird 

p  dx    ^        1   f,  dy  1    f  dy     ^        Snir  ^  +  y  I   C 

Jsinx  2jl+y       2J1— y  2^1— y"^ 

,..  p  dx  1  1       1  +  COSX 

(1)  \— =— ^log- hC. 

J  sm  X  2         1  —  cos  X 

Ganz  ebenso  ergibt  sich 

(2)  r_ii_=i,og4±45iL+c. 

J  cos  X        2         1  —  sm  X 

Setzt  man  —  n  statt  +  n  in   die  Formeln  (8)  und  (9)  des  §  80 
und  versetzt  die  Glieder,  so  erhält  man  wie  dort 

(*2\  p     dx       _        1    cosx       n-1  p     dx 

^^         J8in»+^x  n    sin"x  "^      n     J  sin—^x  "^  ^' 

(4)  C—^1—.  =   ^    "°^     I   °-^  f     dx  ^ 

J  cos"-*"^x       n  cos"x  n     J  cos""*x 

Für  n  =  0  sind  diese  Formeln  unbrauchbar.  In  diesem  Falle  sind  die 
Formeln  (1)  und  (2)  anzuwenden.  Allein  (1)  und  (2)  kommen  auch 
zur  Anwendung,  wenn  man  n  ==  2, 4, 6, . .  in  (3)  und  (4)  einführt. 
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Man  erhält  für  n  =  1  und  2 : 

(5)  C4^=-S^  +  C;       f-i|_  =  ^  +  C. 

J  Sm^X  81DX  J  cos^x         cos^x 

/fi\  P  d  X  1    cos  X         1  1  +  cos  X    ,  ^ 

(7).    r-ii-=4^+iiog4±^+c. 

J  cos'x        2   cos^x        4         1  — sinx 

Bs  sei  der  Ansdrock  sin^xcos^xdx,  \n  welchem  m  nnd  q  ganze 
Zahlen  bezeichnen,  za  integrieren.  Man  betrachte  zunächst  q  als  eine 
gerade  Zahl,  setze  also  q  =  2  n,  so  kann  man  schreiben 

(8)  8in»x  cos«»  X  d  X  =  sin"x  (1  —  sin*x)»  d  x. 

Entwickelt  man  (1  —  sin^x)"  nach  dem  binomischen  Satze,  so  ent- 
hält der  vorstehende  Ansdrock  eine  endliche  Anzahl  Glieder  von  der 
Form  sin^xdx,  welche  vermittelst  Formel  (8)  des  §  80  integriert 
werden  können. 

Ist  q  eine  ungerade  Zahl,  so  setze  man  q  =  2nH-l)  wodurch 
man  erhält 

(9)  sin™x  cos*" + *  x  d  x  =  sin™x  (1  —  sin^x)"  cos  x  d  x. 

Wird  hier  nach  dem  binomischen  Satze  entwickelt,  so  erhält  man 
Glieder  von  der  Form  sin^xcosxdx,  welche  nach  Formel  (6)  des 
§  80  integriert  werden  können. 

Auf  demselben  Wege  können  die  Ausdrucke 

cos^'x  ,  sin**x  ^ 


8in°x      '      cos^x 


integriert  werden.     Wenn  q  eine  gerade  Zahl   M,   so  erhält  man  die 
Formen 

(1  —  sin'^x)»  d  X  (1  —  cos«x)» 


sin^x  '  cos"x       ' 


welche  nach  (3)  und  (4)  dieses   Paragraphen   oder  nach  (8)   und   (9) 
des  §  80  zu  integrieren  sind. 

Wenn  q  =  2  n  +  1  eine  ungerade  Zahl  ist,  so  wird 

cos**x  ,  (1  —  sin*x)"  d  sin  x 

dz  = 


sin™x  8in"x 


Setzt  man  hierin  sin  x  »  z,  so  kommt 
(10)  co^.^^il-z'yäz 


8in"x  z"* 


Diese   rechte  Seite    ist   eine  rationale  algebraische  Funktion,    welche 
integriert  werden  kann. 

Wendet  man  auf  den  Ausdruck 

x"Arcsinxdx 
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die  Formel   |  adz  =  av  —  I  vda  des  teilweisen  IntegriereDS  an,  indem 

man  setzt 

d  V  =  x"  d  X,     o  =  Are  sin  x, 
so  erhält  man  zunächst 

x»  +  *        j  dx 

V  = r-— ,        du  = 


n+l'  VT^^' 

Führt  man  die  Werte  von  u,  v  und  du  ein,  so  folgt 

r    n  A  '         A  1^  A  •  1  r    X°  +  ^dx 

x°  Are  sm  X  d  X  =  — ;—-  Are  sm  x r— r  I  ,^  =-, 

J  n+l  u+lj  Yi^j,2 

Allein  das  zweite  Glied  rechts  kann  nach  Formel  (5)  des  §  332 
integriert  werden. 

Es  sei  das  Integral  |  e~^'dx,  das  in  der  Wahrscheinlichkeits- 
rechnung vorkommt,  abzuleiten.  Man  entwickle  e"'*  nach  Formel  (4) 
des  §  62  in  eine  Reihe,  so  kommt 

x^  X*  X* 

^  ^        1    ^  1.2  1.2.3   ^•' 

Folglich  wird,  indem  man  mit  dx  multipliziert  und  integriert 

(11)  /;e-dx=x-^+|4-^4+.. 

Die  erste  dieser  beiden  Reihen  ist  fdr  jeden  endlichen  Wert  von 
X  konvergent,  also  ist  es  auch  die  zweite  Reihe. 

3S4«  teihe  ?•■  J«k«Bi  Berii«illi.     Durch  Anwendung  der  Formel 

•    |udv  =  uv—  jvdu 
des  teilweisen  Integrierens  erhält  man 

f  f(x)  .dx  =  f(x)x~  rf'(x).xdx, 

Jf'(x).xdx  =  f(x).^-Jr(x).-^dx, 

/f"(x).^^dx  =  r(x).J^-/r'(x).^dx, 


und  durch  Addition  dieser  Gleichungen 

Jf(x)  d  X  =  f  (x) .  X  -  f  (x) .  ^  +  f"(x) .  ^*- 


—     350     — 

Dies  ist  die  von  JohaDn  Bernoalli  zuerst  angegebene  Reihe. 
Sie  ist,  wie  jede  Reihe  überhaupt,  nur  zulässig  anter  der  Bedingnog 
ihrer  Konvergenz. 

Dm  das  Integral  jlogxdx  nach  dieser  Formel  abzuleiten,  hat  man 

f(x)     =logx;  f(x)    =x-S  f"(x)  =  -x-3; 

f"  (x)  =  2  x-3 j        fiv  (x)  =  _  6x-*;         fV  (x)  =  24 x"*,  etc. 

Setzt  man  diese  Werte  in  die  vorstehende  Reihe,  so  ergibt  sich 
Jlogxdx  =  x(logx--|2-2^-3^---)  +  ^- 


IL    Ceber  bestimmte  Integrale. 

3S5.  Ableitung  tob  iBtegraifemeln    durch  Variatioi    einer  !•■- 
sliiteB.     Die  gegebene  Gleichung  sei 


(1)  u=J^f(x,a)dx, 


in  welcher  a  eine  Konstante  bezeichnet,  welche  in  irgend  einer  Weise 
mit  der  Variabein  x  zusammenhängt.  Setzen  wir  voraus,  es  sei  a  von 
den  Grenzen  a  und  b  unabhängig.  Denkt  man  sich  a  veränderlich 
und  bezeichnet  man  den  Wert  von  u,  welcher  entsteht,  wenn  a  in 
a  +  Aa  übergeht,  mit  u  +  Au,  so  ist 

u  +  Aa=  I    f(x,  a  +  Aa)dx. 
Folglich  durch  Subtraktion 

Au=  f  [f(x,a+ Aa)-f(x,a)]dx. 

Oder  indem  man  mit  Aa  dividiert 

(2)  A5.  =  p  L(?ifL+  ^«)  -  ^^^' «) 

Aa      Ja 


Aa 


dx. 


Allein  es  ist  nach  §  6 


,.     f  (x,  a  +  A«)  —  f  (x,  a)        d  f  (x,  a) 

lim =  — . 

Aa  d  a 

Geht  man  daher  in  (2)  von  der  Differenz  zum  Differential  über,  so  ist 

du         PMf(x,a) 


u^^  p'^  df(x, 
a       Ja       da 


dx. 


Um  daher    die  Gleichung  (1)  in  Hinsicht  einer  Konstanten  a  zu 
differentiiereu,  kann  die  Differentiation  der  Grösse  hinter  dem  Integral- 
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zeichen,  ohne  Rücksicht  auf  dieses  Zeichen,  aasgeführt  werden.  Die 
Konstante  wird  häufig  Parameter  and  das  Verfahren  die  Differentiation 
nach  einem  Parameter  oder  aach  die  Differentiation  von  Kurve  za 
Kurve  genannt. 

Dieser  von  Leibnitz  ausgesprochene  Satz  kann  dazu  benutzt 
werden,  um  aus  bereits  bekannten  Integralformeln  andere  abzuleiten, 
wie  folgende  Beispiele  zeigen. 

I.    Es  ist 
re-«^dx=  --^Je-"d(-ax)=- ^e-«*  +  C, 


X 


00      1 

e     "^dx  =  — . 
0  ff 


Differentiiert  man  in  Hinsicht  a,  so  kommt  nach  1,  2, . .  nmaliger 
Wiederholung 


nxe""dx  =  ^;        r'^x2e-«^dx  =  - 


8  »•  • 


X 


00    „  __«xj  2-3...n 

x"e    *^dx  =  - 


IL   Es  ist 

1 


x: 


x"dx=      ,   ^. 
0  n  + 1 


Differentiiert  man  1, 2, . .  m  mal  in  Hinsicht  n,  so  kommt 

2 


x°logxdx=  —  .     I   ,x2?         x"log*xdx  =  ~ 
Jo  (n  +  1)^      t/o  (n 


r  x"iog 

*/o 


;'"xdx  = 


+  1)"'" 
l«2«3..m 

(n+ir  +  ** 


33C.    Yereinfachaig  gewisser  Redakli^nsfornelii   durch  Aiweiding 
?•■  IntegratiMsgreBien.     Nach  Formel  (5)  des  §  332  ist  z.  B. 

/V^+^ix  ^  _     x"    y    _   g  m      rx°"'dx 

Jj/irr^  m  +  1^^      ^   "^m  +  lJ^r^IT^' 

Hieraus  folgt 

.  .  px°  +  ^dx  m       px°-^dx 

Nun  beachte  man,  dass  man  nach  §  78  und  80  hat 

J**       dx       ^  n  p     X d X     _ 

Mit  Hilfe  dieser  Integrale  ergeben  sich  nun  aus  (1)  folgende  neue, 
wenn  m  =  1, 2, 3 .  •  gesetzt  wird 
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2 
3  ' 


p     x*dx     _    1-3    TT  p     x^dx  2-4 

JoKr^^""  2.4  Y'    JoKr=^2""  3.5 ' 

P     x^dx     _l>3'5yr  f^    xMx     ^  2'4'6 

JoKr=^"2.4.6  2'       J,]^iTIi;2-  3.5.7' 

nnd  daher  allgemein 

.  p    x^°dx    ^    1.3'5..(2n-l)  tt 

^^  J.l^rir^-      2.4.6.. 


2n         2 


..  px^°-*-^dx^         2.4'6..2n 

^^^  J,}^!^.-^-    3.5.7..(2n  +  l)- 


Diese  Formeln  können  noch  wie  folgt  umgewandelt  werden.  Man 
setze  x  =  siny,  führe  also  den  Bogen  9  statt  x  ein,  so  entspricht 
der  untern  Integrationsgrenze  der  Wert  sin  9>  =  0 ,  also  auch  Bogen 
9^  =  0;  dagegen  der  obern  Grenze  der  Wert  sin  9^  =  1,  also  der  Bogen 

TT  7t 

9  =  -jr»     Das  neue  Integral  ist  also  von  y  =  0  bis  y  =  —  zu  nehmen. 


Aus  X  —  sin  9>  folgt  aber 

dx 
d  X  —  cos  CT  d  (f)       — 

cosydy 

u  A         truo  y  u  y ,       ^  . 

x^       |/l-sin«y 

Somit  gehen  (2)  und  (3)  Sber  io 

. 

(4)              f    sin-* »yd  9      - 

l-3.5..(2n  —  1)    TT 
2  .  4 .  6  . .  2  n          2  ' 

71 

sin*"+*9)dy  = 
«/o 

2-4-6..2n 

3 . 5 .  7  . .  (2  n  +  1)  • 

Man  erhält  daher  für  n  =  1, 2, 3, . 

»  • 

7i 

C^                               1    TT 

P^                       2 
J     8in«yd9>  =  y, 

•r».                      1              TT                       11                            •! 

n 

p»                           2.4 
,    1      sin^ydy  — -r— ^u.  s.  w. 
Jo                               0  •  0 

in  (4)  setzt     Man  erh&lt 

T 


V                        2  a  V   '  V 
dy  =  asin9>d9>9     cosy  =  l — ^,     sin'y  = %         > 


a  a' 

, 1    .. 


in2«ydy  =  4r(2ay-y7»-*K2ay-y*dy. 

a 
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Die  Grenzen  der  Integration  von  (4)  ändern   sich   wie  folgt.    Für 
die  antere  Grenze  y  =  0  wird  y  =  a(l  —  1)  =  0;   für  die  obere  — 

dagegen  y  =  a(l  —  cos— ]  =  a.     Daher  erhält  man  aus  (4) 

P*/«  5Nn    xir:^ 5^  l'3-5..(2n— 1)   n    ,„ 

Jo^      ^      ^^        r  -«y      3^  uj  2.4-6..2n         2 

Za  einem  weitern  Beispiel  dieser  Art  kann  Formel  (6)  des  §  82 
benutzt  werden.    Man  erhält  allgemein 

Jo  l  +  nJoKl-x« 

und  speziell  für  n=  1,2,3,..  der  vorstehenden  Resultate 


SS7.  lettiaate  Iitegnle  fir  beMidere  Sreitei.    Wenn  allgemein 

'f  (x)  d  X  =  P  (x)  +  C, 
80  erh&It  man  nach  §  84  als  bestimmtes  Integral 

"'f(x)dx  =  F(b)-F(a). 


/' 


I 


Bei  Anwendung  dieser  Formel  hat  man  sich  jedoch  immer  zu 
überzeugen,  ob  die  Natur  der  Funktion  die  Grenzen  a  und  b  zulässt. 
In  welchem  Sinne  dies  gemeint  ist,  mögen  folgende  Beispiele  zeigen. 

I.  Bei  der  Quadratur  der  gleichseitigen  Hyperbel,  §  105,  wurde 
als  Fläche  zwischen  der  Kurve  und  der  Abscissenachse  gefunden 

Dehnt  man  hierin  die  obere  Grenze  ins  Unendliche  ans,  so  wird 
der  Wert  des  Integrals  unendlich  gross,  also  unbestimmt,  während  es 
zum  Wesen  des  bestimmten  Integrals  gehört,  immer  einen  bestimmten 
endlichen  Wert  zu  besitzen.  Lässt  man  a  der  Null  sich  nähern ,  so 
nähert  sich  der  Wert  des  Integrals  wieder  der  ^Grösse  oo.  Dabei 
wurde  a  positiv  vorausgesetzt.  Nimmt  man  aber  a  negativ  an,  so 
wird  das  Integral  imaginär.  In  der  That  zeigt  auch  die  Figur  zu 
§  105,  dass  die  Kurve  keine  Punkte,  also  auch  keine  Flächenelemente 
auf  der  negativen  Seite  der  Abscissenachse  hat.     Es  können  also  auf 

Autenheimer,  Elementarbnch.  23 


dieser  Seite  anch  keine  PIScheDelemente  summiert  werdeo.  Somit 
müssen  im  vorstehendeD  Integral  die  Grenzen  a  nnd  b  positiv  und 
endlich  sein. 

II.  Aas  dem  nnbestimmten  Integra) 

J.    X»  2  W        aV' 

Dehnt  man  hierin  die  Grenze  b  bis  b  <=  ix>  ans,  so  geht  der  Wert 

des  Integrals  rechts  aber  in  den  Grenzzastand        -,  .   Dieser  Wert  ist 

ein  bestimmter  endlicher  Wert,  es  kann  daher  aach  die  obere  Grenze 
bis  b  =^  00  aasgedehnt  werden. 

Nimmt  die  nntere  Grenze  a,  als  positiv  gedacht,  gegen  Null  ab, 
80  nähert  sich  das  Integral  der  GrAsse  od  nnd  erreicht  sie  für  a  =  0. 
Dieser  Grenzwert  darf  also  nicht  in  Anwendnng  kommen.  Allein  es 
kann  aach  a  nicht  negativ  nnd  b  positiv  sein,  weil  sonst  die  Variable  t 
sich  von  —  a  bis  +  b  ftndern,  also  durch  0  gehen  müsste.  Sind  da- 
gegen a  nnd  b  negative  Abscissen werte,  so  gilt  fQr  diese  was  fBr  posi- 
tive. Wenn  daher  a  ein  sehr  kleiner,  der  NaII  nahe  liegender  Wert, 
'  so  kann  das  vorstehende  Integral  wie  folgt  genommen  werden 

r+«  ds       , 


2     «*■ 


338.  Nähernigiwelie  leitlaniig  bestlanter  litegrale.     Laset  sich 
das  bestimmte  Integral 

darch  keine  der  bisher  in  Anwendung  gekommenen  Methoden  finden, 
so  bestimme  man  seinen  Wert  nftherungsweise  wie  folgt.  Es  sei  s  die 
Abscisse  und  ((i)  die  Ordinate  einer  Kurve  BB  (Pig.  119).  Diese 
Kurve  sei  stetig  zwischen  den  Grenzen 

x  =  a  =  OA  nnd  x=b  =  OD, 
so  werden   die  diesen  Grenzen  entsprechenden  Ordinaten   A  B  =  f  (&) 
nnd  DB  =  f(b)  sein. 

1.  Trapezmethode.     Man  teile  den  ünter- 
Flg.  119.  gßijjgj   AD  =  b  —  a  in  n  gleiche  Teile  h,  mache 

also  h  =  A  A'  =  A'  A"  =  , . ,  bezeichne  der  Ein- 
fachheit wegen  die  Ordinaten,  welche  den  Ab- 
scissen a,a  -j*  b,  a  -l-  2  h, . .  a  -f  ob  entsprechen  mit 
y(i<Ti>y3i--yu  nnd  betrachte  die  Flächenteile  zwi- 
schen je  zwei  benachbarten  Ordinaten  als  Trapeze; 
HO  sind  die  Inhalte  dieser  Trapeze 

.  +  )•.)■ 


—     355     — 

Die  Samme  dieser  Trapeze  ist  aonäherod  der  Wert  des  bestimmten 
Integrals.     Folglich  wird  die  Formel 

£f(x)dx  =  h[yyo+yi+y2  +  ..  +  y--*  +  Yyn] 

nm  so  n&her  den  Wert  des  gesuchten  Integrals  geben,  je  kleiner  das 
Intervall  h  genommen  wird. 

II.  Simpson'sche  Methode.  Es  gelte  die  bisherige  Bezeichnung. 
Man  teile  den  Abschnitt  A  A''  ==  2  h  in  drei  gleiche  Teile  und  errichte 
in  den  beiden  Teilponkten  die  Ordinaten  v  and  n,  betrachte  die  da- 
durch zwischen  den  Ordinaten  yo  und  ya  entstandenen  drei  Flächen- 
teile als  Trapeze,  so  ist  ihr  Inhalt  gleich 

y  (yo  +  v)  +  y  (v  +  a)  +  yCu  +  ya)  =  y  (yo  +  2  v  +  2u  +  ya). 

Diese  drei  Trapeze  geben  den  Wert  der  Fläche  A  B  B''  A''  genauer 
als  die  beiden  Trapeze  zwischen  den  Ordinaten  yoyyi  und  yi»ya. 

Dieser  Wert  ist  jedoch  zu  gross  oder  zu  klein,  je  nachdem  die 
Kurve  ihre  konvexe  oder  konkave  Seite  der  Abscissenachse  zukehrt. 
Setzt  man  noch  v  -l-  Q  ^  2yi,  was  sehr  nahe  richtig  ist,  so  wird  der 
Ausdruck  ffir  die  Fläche  im  ersten  Fall  kleiner,  im  zweiten  grösser, 
so  dass  eine  teilweise  Ausgleichung  der  Fehler  entsteht. 

Dadurch  wird  die  zwischen  yo  und  ya  liegende  Fläche 

AA''B"B  =  y(yo  +  4yi+ya). 

Ganz  ebenso  ist  die  Fläche  zwischen  je  zwei  weitern  Ordinaten 
mit  geraden  Stellenzeigern 

y  (ya  +  4  ys  +  y*),      y  (yi  +  4y6  +  ye), . , 

Durch    Summation    dieser   Ausdrucke    erhält    man    den    angenäherten 
Wert  der  ganzen  Fläche  zwischen  yo  nnd  yn  gleich 

'  f(x)dx  = 


/ 


y[yo  +  2(ya  +  y4  +  ..  +  yn-a)  +  4(yi  +  ys  +  ..  +  yn-i)  +  yn]. 

Diese  Formel  nennt  man  die  Simpson 'sehe  Regel. 

ni.  Poisson'sche   Methode.      Das   unbestimmte  Integral   von 
f(x)dx  sei  9'(x),  so  wird  sein 

(1)  Jf(x)dx  =  y(x)  +  C 
und  somit  für  die  Grenzen  a  und  b 

(2)  J'f(x)dx  =  »(b)-y(a). 

23* 
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Man  differentiiere  (1),  so  kommt 
(3)  f(,)  =  -^|^  =  y'(x). 

Der  Wert  von  9  (b)  —  9"  (a)  des  bestimmten  Integrals  kann  nan 
aas  der  Relation  (3)  ermittelt  werden.  Man  erhält  vermöge  des 
Taylor' sehen  Satzes 

y  (*  +  h)    =  9(a)  +  hf(a)  +  ^f'(a)  +  ^f'W  +  •  • 
y(a  +  2h)  =  y  (8  +  h)  +  hf  (a  +  h)  +  -^PCa  +  h)  +  . . 


y(a  +  nh)  =9(a  +  nh-h)  +  hf(a+nh  — h)  +  ^f(a  +  nh-h)+.. 

Man  setze  in  diesen  Gleichangen  d  b  =  b  —  ä  nnd  addiere  sie,  so 
kommt 

(4)  y  (b)  -  yCa)  =  b[f  (a)  +  f  (a  +  b)  +  . .  +  f  (a  +  nb  -  b)] 

+  y  [f  (a)  +  C(a  +  b)  +  . .  +  f'(a  +  nb  -  b)] 

+  y[f"(»)  +  f"(a  +  h)  +  ..  +  f'(a  +  nb-h)]  +  .. 

Ganz  ebenso  wird  sein 

(5)  f  (b)  -  f  (a)  =  b  [f  (a)  +  r  (a  +  b)  +  . .  +  f  (a  +  n  b  -  b)] 

+  Y[f"{a)  +  f"(a  +  b)  +  ..  +  f(a  +  nb-b)]  +  .. 

(6)  f'(b)-f  (a)  =  b  [f"(a)  +  f"(a  +  b)  +  ..  +  f"(a  +  nb  -  b)]  +  .. 


b  b' 

Man  multipliziere  (5)  mit  — —  nnd  (6)  mit  — r-  nnd  addiere  nach- 

her  diese  Gleichangen  za  (4),  setze  dabei  h  als  eine  sehr  kleine  Grösse 

voraas,  so  dass  in  der  Summe  die  Glieder,   welche  h  in  einer  höhern 

als  der  zweiten   Potenz  enthalten,  vernachlässigt  werden  können,   so 
erhält  man  mit  Rücksicht  auf  (2) 

(7)   jVx)dx  =  h[|-f(a)  +  f(a  +  h)+..  +  f(a  +  nh-h)+|f(b)] 


-^[f'(b)-~r(a)]. 


Das  erste  Glied  rechts  in  (7)  stimmt  mit  der  Formel  der  Trapez- 
Methode  überein.  Wegen  des  zweiten  Gliedes  rechts  bietet  diese  For- 
mel jedoch  eine  grössere  Genauigkeit  dar  als  jene  der  Trapez-Methode. 
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Beispiel.     Es  soll  der  Wert  des  bestimmteD  Integrales 

dx 


0    T 


0      1+x» 

nSheruDgsweise  berechnet  werden. 

Man  teile  die  Abscissendifferenz  b  —  a  =  l,2~-0  in  sechs  gleiche 
Teile,  so  erhält  man  als  Werte  der  Abscissen  nnd  entsprechenden  Ordi- 
naten 

Absc.  =  0    0,2  0,4  0,6  0,8  1,0  1,2 

Ord.  =  1     0,9920    0,9398     0,8224     0,6614     0,5000    0,3665 

Setzt  man  diese  Ordioaten  von  yo  an  bis  ye  in  die  vorstehenden 
Formeln  nnd  nimmt  h  =  0,2,   so  erhält  man  als  Wert  des  Integrales: 

I.  Nach  der  Trapez-Methode 

u  =  0,2  •  4,5991  =  0,9198. 

II.  Nach  der  Simpson'schen  Regel 

u  =  -^  .  13,8267  =  0,9218. 

III.  Nach  der  Poisson'schen  Formel  hat  man  zunächst 


1  +  X»  '  '  '  (1  +  xY 

Der  Wert  von  f  (x)  wird  für  x  =  0  =  a  und  x  =  1,2  =  b  zu 

f  (a)  =  0,      f  (b)  =  -  0,5803. 
Folglich  das  Glied 

-  ^  [f  (b)  -  f  (a)]  =  -^ .  0,5803  =  0,0019 

nnd   da  das   erste  Glied  rechts  in   der  Formel  (7)  den  gleichen  Wert 
hat  wie  derjenige  der  Trapez-Methode,  so  ist  der  verbesserte  Wert 

u  =  0,9198  +  0,0019  =  0,9217. 

Man  sieht,   dass  die  drei  Werte,  namentlich  die  beiden  letztern, 
nur  wenig  von  einander  abweichen. 


III.  Lftnge  der  Karven  im  Raum. 

339.  Aasdraek  fiir  das  B^geneleneBt.  Denkt  man  sich  die  Kurve 
aus  unendlich  kleinen,  geradlinigen  Bogenelementen  zusammengesetzt, 
so  kann  man  durch  je  zwei  aufeinander  folgende  eine  Ebene  legen. 
Eine  solche  Ebene  heisst  Krömmungsebene  (Oskulationsebene)  und  der 
Winkel,  welchen  die  zwei  Bogenelemente  einer  Krdmmungsebene  bil- 
den, Kontingenzwinkel  (§  316).  Dieser  Winkel  ist  das  Mass  der 
ersten  Krümmung.  Je  zwei  aufeinander  folgende  Krümmungsebenen 
schneiden  sich  und  bilden  einen  Winkel,  welcher  als  Mass  der  zweiten 
Krümmung  der  Kurve  betrachtet  wird. 
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Ist  die  Karve  anf  drei  rechtwinkelige  Achsen  bezogen,  so  kann 
sie  als  gegeben  angesehen  werden  durch  ihre  Projektionen  anf  zwei 
der  drei  Eoordinatenebenen  xy,  xz,yz. 

Nun  seien  x,  y,  z  und  x  +  d  x,  y  +  d  y,  z  +  d  z  die  Koordinaten 
zweier  einander  unendlich  nahe  gelegener  Punkte  der  Kurve,  so  kann 
man  das  dazwischen  liegende  Bogenstuck,  das  wir  mit  ds  bezeichnen 
wollen,  als  geradlinig  ansehen.  Alsdann  ist  ds  die  Diagonale  eines 
rechtwinkeligen  Prismas,  dessen  Kanten  d  x,  d  y  und  d  z  sind.  Folglich 
wird  sein 


d  8  =  Vdx*  +  dy*  +  dz*^  oder 

Die  Winkel,  welche  das  Bogenelement  d  s  mit  den  drei  Achsen  x,  y,  z 
macht,  seien  ce,  ß,  y-,  so  ist 

,^v  dx  a       ^y  <l35 

(2)  cos  a  =  — — ;     cos  p  =  -p^ ;     cos  y  — 


ds  '  "^        ds  '  '        ds  • 

Durch  (1)  wird  die  Länge  und  durch  (2)  die  Richtung  der  Kurve 
im  Punkte  x,  y,  z  bestimmt.  Erhebt  man  die  Gleichungen  (2)  ins 
Quadrat  und  addiert  sie,  so  folgt 

cos^a  +  cos*/J  +  cos^Y  =  1. 

Um  den  Bogen  s  der  Kurve  zwischen  den  Abscissen  xo  und  x  zu 
finden,  hat  man  nur  das  Integral 

d  V      dz 
auszuführen,  zu  welchem  Zwecke  die  Verhältnisse  -r^,  — —    aus    den 

dx      dx 

Gleichungen  der  Kurve  abzuleiten,   in  einer  Variabein  x  auszudrücken 

und  in  Formel  (3)  einzuführen  sind. 

349.  Lasge  einer  (Seradei  in  ta».  Die  Gleichung  der  Geraden 
auf  der  Ebene  x  y  und  x  z  seien 

y  =  ax  +  a';       z  =  bx  +  b'. 
Hieraus  folgt 

4^  =  a;      4^  =  b;      ds  =  dxKl  +  a«  +  b« 
dx  dx 

und  mithin  die  gesuchte  Länge 

dxKl  +  a^  +  b«  =  (x  -  xo)  yr+V+V. 


841.  Lange  einer  Sehraibenlinie.  Die  Achse  eines  Kreiscylinders 
vom  Halbmesser  a  falle  in  die  z  Achse  und  seine  Grundfläche  in  die 
Ebene  x  y.  Es  befinde  sich  auf  der  Cylinderfläche  eine  Schraubenlinie, 
welche  den  konstanten  Winkel  a  mit  der  Ebene  x  y  bildet  und  in  der 
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X  Achse  beginnt  Die  Koordinaten  eines  Karvenpanktes  seien  x,  y,  z. 
Man  lege  durch  diesen  Punkt  und  die  z  Achse  eine  Ebene.  Sie  bilde 
mit  der  Ebene  x  z  den  Winkel  9^»  wobei  <p  im  Bogenmass  ausgedrückt 
wird,  so  ist 

X  =  a  cos  y,       y  =  a  sin  y,       z  =  a  9>  tg  a. 

Hieraus  folgt 

dx  =  —  asiny  dy,     dy==acosydy,     dz  =  atgad9) 

ds«  =  dx»  +  dy2  +  dz^»  =  a^l  +  tg««) d  ip\ 


s 


=  a"Kl  +  tg^a   I  ''^  d  y  =  a  (y  —  yo)  Kl  +  tg^a. 


342.  Schnittliiiie  iweier  Cyliaderlacheii.  Die  Achsen  zweier  Gylin- 
der,  welche  gleichen  Halbmesser  a  haben,  sollen  sich  schneiden  und 
zwar  unter  rechtem  Winkel.  Es  ist  die  Länge  der  Kurve  zu  bestim- 
men, längs  welcher  sich  die  Cylinderflächen  durchdringen. 

Man  nehme  die  Achse  des  ersten  Cylinders  in  der  z Achse,  die 
des  zweiten  in  der  x  Achse  an,  so  ist  die  Gleichung  der  ersten  Cylin- 
derfläche  auf  der  Ebene  x  y 

(1)  x2  +  y2  =  a^ 

und  die  der  zweiten  auf  der  Ebene  yz 

(2)  y2  +  z«  =  a2. 

Für  die  Durchschnittskurve  müssen  die  Werte  von  x,  y,  z  in  bei- 
den Gleichungen  gleich  sein.  Setzt  man  die  Werte  von  a^  einander 
gleich,  so  folgt 

(3)  x2  =  z\ 

woraus  sich  ergibt  x  =  :iz  z,  d.  h.  die  beiden  Durchschnittskurven 
projizieren  sich  auf  der  Ebene  xz  längs  zwei  geraden  Linien,  welche 
die  z  Achse  unter  Winkeln  von  45®  schneiden.  Mithin  liegen  diese 
Kurven  in  Ebenen,  welche  zur  Ebene  xz  senkrecht  stehen.  Diese 
Ebenen  schneiden  sich  längs  der  y  Achse. 

Aus  (1)  und  (3)  folgt  durch  Differentiation 

dy  __  _  X        dz  _  X  __ 
-    dx  y  '      dx        z 

Vermittelst  dieser  Werte  erhält  man 


=  dx|/! 


X« 


ds  =  dx|/2+         . 
Fährt  man  hierin  den  Wert  von  y  ans  (1),  so  kommt 

(4)  d8  =  dxy^^^'. 

um  diese  Formel  zu  integrieren,  setzen  wir 

X  =  a  sin  9),       d  x  =  a  cos  9>  d  y'. 


HO  folgt  aas  (4) 

d.=.c.*d»J$iE£5._,Käd»(.-i!!^y. 

Eotwickelt  mao  die  zweiteilige  GrOsse  nach  dem  bioomischeD  Satz 
in  eine  Reihe,  so  wird 

Dm  den  vierten  Teil  einer  der  beiden  Enrven  in  erhalten,   mnsB 

X  von  0  bis  a,  also  f  von  0  bis  —  genommen  werden.    Die  GrOssen 

sin'ydy,  sin'ydT*,..  werden  integriert  nach  Formel  (8),  S.  72. 
Man  erb&lt  als  bestimmte  Integrale,  entsprechend  den  Gliedern  in  der 
Klammer 

Ti_      n_  ^      ^JuJ_      ^_*_*A      '^     ^     ^     ^J 
2'      2'2'     2'2'4'     2'"2"4'6'     T'TT'g's'" 
Bezeichnet  daher  s  die  L&nge  einer  ganzen  Knrve,  so  erhält  man 
vermittelst  dieser  Werte  ans  (5) 

s  =  1,216  •2a?i. 
Es  verhalt   sich   daher   der  Cylindemmfang   znr  Knrvenl&nge   wie 
1000:1216. 

S4S.  ScbMiltlUle  elier  Cylliderliche  »d^elicr  Kigelliche.     Ein 

Ereiacylinder  gehe  dnrch  eine  Engel.  Hau  soll  die  L&nge  der  Enrve 
bestimmen,  längs  welcher  sich  beide  Oberfl&chen  schneiden  nnd  zwar 
nnter  der  Voraassetzang,  dass  der  Uittelpnnkt  der  Engel  aaf  der 
Gylinderfläche  liege  und  dasa  der  Durchmesser  des  Cylinders  gleich 
dem  Halbmesser  der  Engel  sei. 

Man  nehme  den  Mittelpunkt  H  der  Engel  (Pig.  120)  zam  Ur- 
sproDg  rechtwinkeliger  Koordinaten  nnd  lege  die  y  Achse  parallel  zn 
den  Kanten  des  Cylinders,  so  werden  die  Engel-  and  Cylinderflftche 
geschnitten  dnrch  die  Ebene  js  längs  zwei  in  der  Pignr  abgebildeten 
Kreisen,  die  sich  in  A  berühren. 

Ein   Pnnkt   B    des    cylindrischen    Schnittkreises 

Fig.  120.         habe  zn  Koordinaten  M  C  =  x,  B  C  =  z,  so  ist  (C  B)' 

=  M  C  •  A  C.     Wenn  der  Halbmesser  der  Kugel  =  a, 

so  wird  AC=8  — x;   daher    die  Gleichung  der  Cy- 

linderfläche  anf  der  Ebene  xz 

(1)  z*  =  ax  — x'. 

Die  Gleichung  der  Kugelfliche  aber  ist 

(2)  x>  +  y»  +  z>  =  a». 

Für  die  {Karve,  längs  welcher  sich  die  Oberflächen  schneiden, 
möBsen  die   Koordinaten  x,  y,z  einander  gleich  sein.     Eliminiert  man 
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die    Grösse  z  ans  (1)  nnd  (2),    so  folgt   als  Gleichang  der  Earve  aaf 
der  Ebene  xy 

y2  =B  a*  —  a  X. 

Die  Kurve  projiziert  sich  daher  auf  dieser  Ebene  als  Parabel. 

Dem  Punkte  B  entspricht  eine  Ordinate  y,  liegend  im  Gylinder- 
mantel.  Sie  schliesst  mit  dem  Kugelradius  a  und  der  Sehne  M  B  =  r 
ein  rechtwinkeliges  Dreieck  ein,  das  kongruent  ist  dem  Dreieck  MAB. 
Denn  das  erstere  Dreieck  mit  den  Seiten  y,  a  und  r  gibt  y^  =  a'  —  r^; 
ebenso  gibt  das  zweite  Dreieck  die  Relation  (A  B)'  =  a^  ^  r' ;  folg- 
lich ist  y  =  A  B. 

Nun  sei  Winkel  A  M  B  =  a,  so  wird 

(3)  y  =  asina;       r  =  acosa. 

Lftsst  man  nun  x  in  x  -|-  d  x  übergehen ,  so  wird  a  zu  a  —  d  a 
und  r  zu  r  +  d  r.  Dabei  ruckt  der  Punkt  B  in  der  Richtung  nach  A 
hin  vor  um  einen  Bogen,  der  als  Hypotenuse  eines  rechtwinkeligen 
Dreiecks  angesehen  werden  kann  mit  den  Katheten  r  d  a  und  d  r;  die 

Lftnge  des  Bogens   ist  daher  V  (r  d  a)*  +  d  r*.   Gleichzeitig  ändert  sich 
y  um  dy.     Daher  die  Gleichung  für  das  Bogenelement 

ds«  =  dy2  +  r2da>  +  dr». 

Nun  folgt  aber  aus  (3) 

d  y  =  a  cos  a  d  a ;         d  r  =  —  a  sin  a  d  a. 
Daher 

(4)  d  s  =  a  d  a  yT+  cos*a. 

Dieses  Differential  kann  nur  durch  Annäherung  integriert  werden. 
Es  sollen  folgende  zwei  Verfahren  zur  Anwendung  kommen. 

a.  Mittels  Reihen.     Die  Wurzelgrösse  gibt 

,^    ,        «  ."ö      ,    ,  cos^of       cos*«   ,   cos*«      5cos^«   ,   7co8**a 
il+cos^a)^=l  +  — s-  +  —e r28-  +  -256 

Multipliziert  man  mit  d «  und   integriert  zwischen  den  Grenzen  a  ^0 

bis  «  =  "q"  j  80   wird  s  zur  halben  Kurvenlänge.      Die  Integrale    von 

cos^«d«,  cos*«d«, ..    können    nach   Formel  (9),    S.  72,   ausgeführt 
werden.     Man  erhält  der  Reihe  nach  folgende  bestimmte  Integrale 

—  .  IL.JL.  IL  _L  A.   iL  J_  A  A.   ^13      5      7 
2'     2*2'     2*24'     2*2*46  '  T"  T*T'"6"'~8''    ' 

daher  als  Wert  der  ganzen  Kurvenlänge 

s  =  a7r(l  +  i~^^  +  ^-^^||^  +  ,^^  +  ..) 

(5)  s  =  a7r- 1,218. 

b.  Mittels  Konstruktion.  Man  denke  sich  den  Bogen  «  als 
Abscisse  abgetragen;   ebenso  V 1  +  cos*«    als    Ordinate.     Läset   man 
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7t 

Dan  a  von  0  bis  -^  wachsen,  so  beschreibt  die  Ordinate  eine  Fläche, 
deren  Inhalt  das  Integral  von  d  «r  V  1  +  cos^a  ist.     Diese  Fläche  hat 

7% 

zur  Länge  -jr-\   ihre  mittlere  Höhe  sei  h,  so  ist  das  Integral  (4)   für 
die  angegebene  Aasdehnnng 

(6)  s  =  -^ah. 

Allein  die  Krümmung  der  Kurve,  welche  die  Fläche  begrenzt, 
ist  unerheblich.  Man  überzeugt  sich  davon,  wenn  man  eine  Anzahl 
Ordinalen  aufzeichnet  und  ihre  Endpunkte  stetig  verbindet.  Verbindet 
man  die  Endpunkte  der  End ordinalen  durch  eine  Gerade,  so  entsteht 
ein  Trapez,  dessen  Inhalt  etwas  zu  klein  ist;  zieht  man  aber  mit 
jener  Verbindungslinie  eine  Parallele  durch  die  mittlere  Ordinate,  so 
wird  die  Fläche  des  Trapezes  etwas  zu  gross.  Das  Mittel  zwischen 
beiden  TrapezflSchen  kann  als  ein  sehr  angenäherter  Wert  der  Fläche 
angesehen  werden. 

Nun  sind  die  Endordinaten  1  und  }^2  =  1,4142;  ihr  Mittel  daher 
1,2071    und   nach  (6)  die  Trapezfläche  =  a^- 1,2071. 

Die  mittlere  Ordinate,  also  die  für  4"»   »s*  =  V^  =  1,2247 ; 

4 

daher  nach  (6)   die  Trapezfläche  =a-^- 1,2247. 

Nimmt  man  nun  das  Mittel  aus  beiden  Werten  und  multipliziert 
mit  2,  so  erhält  man  als  angenäherten  Wert  der  Kurvenlänge 

s  =  a7r- 1,216. 

Wurde  sich  die  Durchschnittslinie  auf  der  Ebene  xy  als  gerade 
Linie  projizieren,  so  wäre  die  Kurve  ein  ebener  Schnitt  durch  die 
Cylinderfläche ,    also   eine    Ellipse  und   zwar    mit  den   Achsen  a  nnd 

aV^  and,  nach  §  342,  mit  einer  Länge  =a7r-  1,216.     Daher  ist  die 
wirkliche  Schnittlinie  nur  um  sehr  wenig  länger  als  diese  Ellipse. 


Vf.  Volumen  der  Körper. 

344.  Ytlueu  eiies  korpers  !■  rechtwlikeligen  K»«rdiiiatei.    Die 

Gleichung  der  Oberfläche,  welche  den  Körper  begrenzt,  sei 

(1)  z  =  f(x,y). 

Die  Cylinderfläche,  deren  Kanten  den  Körper  berühren  und  mit 
der  z  Achse  parallel  laufen,  schneide  die  Ebene  xy  längs  einer  Kurve 
ehfk  (Fig.  121).  Die  Fläche,  welche  diese  Kurve  einschliesst,  kann 
als  die  Projektion  des  Körpers  auf  der  Ebene  xy  angesehen  werden. 
Man  ziehe  von  a  nnd  c  aus  Tangenten   an  diese  Kurve,   parallel  zur 


—     363     — 

y Achse  nnd  ebeoso  von  m  aad  d  TaDgenteD  an  dieselbe,   parallel  mr 
X  Achse,  HO  wird  die  Kurve  von  diesen  vier  Geraden  eingeschlossen. 

I.  Man  lege  einen  ebenen  Schnitt  durch  den  KOrper  parallel  znr 
Ebene  yz  im  Abstand  Ab  =  x  vom  Anfangspunkt  aas.  Diese  Schnitt- 
ebene  schneide  die  Projektion  Iftngs  der  Geraden  ef.  Die  Flüche  die- 
ses Schnittes  sei  X.  L&sst  man  x  am  dx  zanehmen,  d.  h.  rückt  X 
Dm  d  X,  parallel  za  sich  selbst  fort,  so  beschreibt  X  das  Volumen- 
element  X  d  i.  Dieses  Volamenel erneut  ist  ein  nnendlich  Kleines  der 
ersten  Ordnung.  Lftsst  sich  X  in  s  allein  ausdrücken,  so  hat  man 
nnr  das  DifFerential  X  d  x  za  integrieren ,  um  den  Inhalt  des  ganzen 
Körpers  eu  erhalten.  Die  Grenzen  von  \  sind  hierbei  die  Werte  Aa 
und  A  c. 

Man  l^e  einen    ebenen   Schnitt  dnrch  den  Fig.  131. 

KOrper,  parallel  znr  Ebene  xz,  im  Abstände 
;  =  Ag  vom  Anfangspunkt  ans.  Diese  Schnitt- 
ebeae  schneide  die  Projektion  längs  der  Gera- 
den h  k.  Der  Wert  dieses  Schnittes  sei  Y.  Man 
lasse  y  nm  dy  zunehmen,  d.  h.  man  schiebe  Y 
nm  dy,  parallel  zu  sich  selbst,  fort,  so  be- 
schreibt Y  das  Volumen  element  Ydy.  Lisst 
sich  Y  durch  die  Variable  y  allein  ausdrucken, 
so  integriere  man  Ydy  und  nehme  das  Integral  zwischen  den  Gren- 
zen A  m  und  A  n  und  man  erb&lt  den  Inhalt  des  ganzen  BOrpers. 

II.  Legt  man  Schnittebenen  durch  den  ganzen  Körper  senkrecht 
zur  X  Achse,  in  den  Abständen  d  x  von  einander,  sodann  Schnittebenen, 
senkrecht  znr  y  Achse,  welche  je  um  dy  von  einander  abstehen;  so 
teilen  diese  zwei  Systeme  von  Schnittebenen  den  Körper  in  Prismen 
mit  den  Grundflächen  dxdy  (diese  Grundflächen  parallel  zur  Ebene  sy 
gedacht)  und  mit  Höhen,  welche  den  verschiedenen  Werten  von  z  ent- 
sprechen, die  sich  aus  der  Gleichnng  (l)  ergeben.  Deshalb  ist  der 
Inhalt  eines  solchen  Körperelem  CD  tes  —  zdxdy  oderanch  —  f(x,y)dxd  y. 
Dieses  EOrperelement  ist  ein  unendlich  Kleines  der  zweiten  Ordnung. 
Dm  daraus  das  nnendlich  Kleine  Xdx  der  ersten  Ordnung  zu  erhal- 
ten, denke  man  sich  im  Ausdrucke  r(x,y)dxd  y  die  Grösse  x  konstant 
nnd  integriere  in  Hinsicht  y.     Man  erh&lt 


(2)  Xdx  =  ds  rf(x,y)dy. 


Hierin  ist  y  za  nehmen  von  b  e  bis  b  f,  wenn  x  =  A  b  ist. 

Um    den    ganzen   KOrperinhalt    zu    erhalten,    musa  (2)   integriert 
werden  in  Hinsicht  x.     Man  erh&lt  in  Zeichen  ausgedrückt 


(S)  Jxdx-JdxJtCi.yJdy. 


Die  Grenzen  von  x  sind  A  a  nnd  A  c. 

um  aus  dem  Differential  f(i, y)dxdy  der  zweiten  Ordnung  das 
DitferenlJal  Ydy  der  ersten  Ordnung  abznleiten,  nehme  man  y  als  kon- 
stant an  und  integriere  f(x,y)dxdy  in  Hinsicht  x.     Man  erhält 
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(4)  •  Ydy  =  dyjf(x,y)dx. 


Hierbei  ist  x  za  Dehmen   tod  x  =  g  h  bis  x  =  g  k,   wenn  A  g  =  y  ist 

Um  den  ganzen  Körperinhalt  za  bestimmen,  integriere  man  (4)  in 
Hinsicht  y  zwischen  den  Grenzen  y  =  Am  ond  y  =  An.     Man  erh&lt 


(5)  J'Ydy  =  JdyJf(x,y)dx. 


Beide  Integrale  (3)  und  (5)  geben  den  Inhalt  des  ganzen  Körpers 
für  die  bezeichneten  Grenzen.  Die  Reihenfolge  der  Integrationen, 
welche  an  f  (x,  y)  d  x  d  y  aaszafahren  sind,  ist  dabei  verwechselt.  Schreibt 
man  abgekürzt  a  and  c  fär  A  a  and  A  c;  ebenso  m  and  n  für  A  m,  A  n; 
Y»  ond  k  für  gh-  tmi  gk;  e  and  f  für  be  and  bf,  so  wird  man  durch 
Gleichsetzang  der  Werte  aas  (3)  and  (5)  erhalten 

(6)  rdxff(x,y)dy=  fd  y  r%(x,y)dx. 

Setzt  man  bei  den  Integralen  (3)  and  (5)  die  richtigen  Grenzen 
stillschweigend  voraas,  so  schreibt  man  auch  statt  dieser  Integrale 
allgemein 


(7)  JJf(x,y)dxdy. 


Ist  die  Projektion  des  Körpers  in  der  Ebene  xy  ein  Rechteck, 
dessen  Aasdehnnng  längs  der  x  Achse  von  a  bi»  c  and  längs  der 
y  Achse  von  m  bis  n  reicht,  so  verwandelt  sich  die  vorstehende  For- 
mel (6)  in 

dx       f(x,y)dy=       dy      f(x,x)dx. 

a  «/  m  «/  in         1/  a 

Sind  somit  die  Grenzen  der  Variabein  x  und  y  v^n  einander  anab- 
hängig, so  ist  die  Reihenfolge  der  beiden  Integrationen,  welche  am 
Differential  f(x,y)dxdy  anszaführen  sind,  ohne  Einflass  aaf  das  End- 
resaltat. 

Die  vorstehenden  Integrale  (6), (7), (8)  nennt  man  zweifache 
oder  doppelte  Integrale. 

III.  Legt  man  darch  den  Körper  Ebenen ,  senkrecht  zar  z  Achse, 
welche  je  am  dz  von  einander  abstehen,  so  liegen  zwischen  den  drei 
Systemen  von  Schnittebenen  rechtwinkelige  Prismen,  deren  Seiten  dx, 
d  y  and  d  z  sind.  Das  Volamen  eines  solchen  Körperelementes  ist 
=  d  X  d  y  d  z.  Dieser  Aasdrock  ist  ein  anendlich  Kleines  der  dritten 
Ordnung.  Zar  Herstellang  des  ganzen  Körperinhaltes  sind  somit  in 
diesem  Falle  drei  Integrationen  anszaführen.  Die  allgemeine  Anden- 
tang  dieses  Inhaltes  ist 

1  dx|dy|dz=  |dyjdz|dx, .. 
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wofür  man  anch  schreibt 

(9)  JJJdxdydz. 

Hierbei  sind  die  Grenzen  der  Variabein  ähnlich  za  wählen  wie  in 
den  Formeln  (3),  (5)  oder  (6),  so  dass  schliesslich  alle  KOrperelemente 
dxdydz,  welche  den  ganzen  Körper  zasammensetzen,  durch  diese  Inte- 
grationen summiert  werden.  In  jedem  gegebenen  Falle  hat  man  sich 
bei  jeder  der  drei  Integrationen  Rechenschaft  abzulegen  von  der  geo- 
metrischen Bedentong  des  Integrals  nnd  somit  anch  von  den  Grenzen 
der  Veränderlichen.  Geschieht  dies,  so  erhält  man  dasselbe  Endresul- 
tat, in  welcher  Reihenfolge  die  Integrationen  von  (9)  vorgenommen 
werden.     Diese  letztern  Integrale  werden  dreifache  genannt. 

Sind  die  Grenzen  der  drei  Variabein  von  einander  unabhängig,  so 
gilt  ffir  das  dreifache  Integral  (9),  was  in  diesem  Falle  von  dem  zwei- 
fachen Integral  (8)  gezeigt  wurde. 

S4S.  ¥«laMei  eiaer  Kigel.  Die  Gleichung  der  Kugelfläche  ist, 
wenn  ihr  Mittelpunkt  in  den  Anfangspunkt  der  Achsen  fällt  und  der 
Radius  mit  a  bezeichnet  wird 

X«  +  y*  +  z«  =  a^ 

Folglich  wird  der  Inhalt  eines  prismatischen  KOrperelementes  mit 
der  Grundfläche  d  x  d  y  und  der  Höhe  z  gleich  sein 

d  X  d  y  Va*  —  x*  —  y^ 

Betrachtet  man  hierin  x  als  konstant  und  integriert  diese  Grösse 
in  Hinsicht  y,  so  erhält  man  ein  scheibenförmiges  Körperelement  von 
der  Dicke  dx  und  der  Grundfläche  X.    Man  kann  daher  schreiben 

X  d  X  =  d  X  fdyVa^-x'-y^ 

Allein  die  Schnittfläche  X  durch  den  Körper,  senkrecht  auf  die 
X Achse,  im  Abstände  x  von  der  Ebene  yz,  ist  ein  Kreis  vom  Inhalt 
n  (z'  +  y*).     Also  ist 

X  =  TT  (y*  +  z*)  =  TT  (a*  —  x^). 
Vermöge   dieses   Viertes  von  X  ist  das   Doppelintegral   |  z  d  x  d  y   auf 

das  einfache  1  X  d  x  zurückgeführt.    Das  Volumen  der  Kugel  ist  hiemach 

Xdx=7rJ       (a«-x«)dx=  -j-a»7r. 

S4t.  f «liMei  eliet  Blllpi^Mes  «it  drei  fericliicdeiei  Achse*.    Die 

Gleichung  der  Oberfläche  dieses  Körpers   ffir  den  Mittelpunkt  als  An- 
fangspunkt ist 

x^         v^         z* 

+  4^  +  ^  =  1, 


a«     '    b*     '    c« 
worin  a,  b,c  die  drei  Halbachsen  bezeichnen. 
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EiD   Schnitt   durch  das  Bllipsoid,   senkrecht  zur  x  Achse  nnd  im 
Abstand  x  vom  Anfangspunkt,  gibt  eine  Ellipse,    deren  Gleichung  ist 


a' 


In  dieser   Gleichung  denke  man  sich  x  konstant,   so   wird  für  z  =  0 
die  Grösse 


-.1/ 


1- 


zu  der  Halbachse  dieser  Ellipse,  welche  parallel  zur  y  Achse;  ebenso  ist 


V 


a^ 


die  Halbachse  dieser  Ellipse,  welche  parallel  zur  z  Achse  liegt. 

Die  Fläche  einer  Ellipse  ist  aber  =  ABtt,  worin  A  und  B  die 
halben  Achsen  bezeichnen.  Daher  ist  die  Fläche  jenes  Schnittes,  senk- 
recht zur  X  Achse,  gleich 

X  =  r.bc(l-^) 

und  somit  das  Volumen  des  Ellipsoides  für  unbestimmte  Grenzen 
/Xdx  =  ^bc/(l-^)dx  =  .bc(,-.|i)  +  c. 

Folglich  das  ganze  Ellipsoid 


£ 


•  4 

Xdx  =  -T-7rabc. 

—  a  3 


Hiernach  ist  das  Volumen  eines  Ellipsoides  %  vom  Volumen  des 
umschriebenen  geraden  Cylinders,  dessen  Kanten  parallel  zu  einer  der 
Achsen  liegen. 

347.  1f«lBMei  ciies  schief  abgeschBUteieB  Cjliiders.  Der  Halb- 
messer des  Cylinders  sei  =  R;  die  Cylinderachse  falle  zusammen  mit 
der  z  Achse,  so  wird  die  Gleichung  des  Durchschnittes  mit  der  Ebene 
xy  sein 

(1)  ^'  +  y*  =  R'. 

Die  Gleichung  der  Ebene,  welche  den  Cylinder  schneidet,  sei 
(2)  z  =  ax  +  by  +  c. 

Es  soll  das  Volumen  des  Cylinders  bestimmt  werden,  welcher  zwischen 
dieser  Ebene  und  der  Ebene  xy  liegt. 

Das  prismatische  Volumenelement,  dessen  Grundfläche  dxdy  auf 
der  Ebene  x  y  liegt ,  ist  =  z  d  x  d  y.  Führt  man  hierin  den  Wert  von 
z  aus  (2),  so  erhält  man  als  Ausdruck  des  Volumenelementes 

(a  X  +  b  y  +  c)  d  X  d  y. 


—     367     — 
Das  UDbestimmte   Integral  dieser  Formel  in   Hinsicht  y  ist  gleich 

(3)  (axy4--^  +  cy)dx+C, 

worin  C  die  Konstante  der  Integration  bezeichnet.  Die  Grenzen  von 
y  sind  vermOge  (1) 

y  =  -  Kr*  -  x2  und  y  =  +  V  R*  -  x«. 
Pör  diese  Grenzen  erhält  man  aas  {3) 

(4)  2(ax  +  c)VR*-x2dx. 

Dies  ist  das  Yolnmen  eines  Teiles  des  Cylinders,  welcher  zwischen 
zwei  Ebenen  liegt,  die  parallel  zar  Ebene  yz  laufen  und  von  ihr  um 
X  und  X  +  d  X  abstehen.     Das  unbestimmte  Integral  von  (4)  ist 

-  ^  (R«-x  V  +  c  [x  VR'-x*  +  R2  Are  sin  ^1  +  C. 

Um  den  Inhalt  des  ganzen  Cylindefs  zu  erhalten,  ist  hier  x  von 
—  R  bis  -f  R  zu  nehmen.  Mithin  wird  der  Inhalt  des  ganzen  Cylin- 
ders gleich 

R2/rc. 

Nun  ist  R^TT  die  Grundfläche  dieses  Cylinders  in  der  Ebene  xy; 
somit  ist  c,  d.  h.  das  Stuck,  welches  die  Ebene  (2)  auf  der  z Achse 
vom  Anfangspunkt  aus  abschneidet,  seine  mittlere  Höhe. 

S48.  YtluMeB  eines  Körpers  in  P^larkMrdliiatea.  Man  nehme 
den  Anfangspunkt  der  drei  rechtwinkeligen  Achsen  x,y,  z  als  Pol  an. 
Es  sei  r .  der  Radiusvektor  eines  Punktes,  also  der  Abstand  dieses  Punk- 
tes vom  Pol,  9  der  Winkel,  welchen  die  Ebene  durch  r  und  die  z  Achse 
mit  der  Eoordinatenebene  xz  bildet  und  O  der  Winkel,  welchen  r  mit 
der  Ebene  xy  einschliesst. 

Denkt  man  sich  vom  Pol  aus  mit  dem  Radius  r  eine  Kugelfläche 
beschrieben,  so  kann  man,  gemäss  der  Bezeichnung  eines  Punktes  oder 
Ortes  auf  der  Erdoberfläche,  die  Grösse  ^  die  Länge  und  O  die 
Breite  des  fraglichen  Punktes  auf  der  Kugelfläche  nennen.  In  die- 
sem Sinne  wird  die  Ebene  xy  zur  Aequatorebene ,  die  z Achse  zur 
Drehachse  und  rcosO  zum  Halbmesser  des  Parallelkreises,  der  durch 
den  Punkt  geht.  Die  Bogenelemente  r  d  ^  auf  dem  Meridian  und 
rcosOdy  auf  dem  Parallelkreis  können  als  Seiten  eines  rechtwinke- 
ligen Flächenelementes  angesehen  werden,  dessen  Inhalt  =  r^cosdd^d9>. 
Dieses  Flächenelement  kann  als  Grundfläche  einer  Pyramide  betrachtet 
werden,  deren  Spitze  im  Pol  liegt.  Beschreibt  man  mit  dem  Radius 
r  -f  d  r  eine  zweite  Kugelfläche ,  so  kann  der  Teil  dieser  verlängerten 
Pyramide,  welcher  zwischen  diesen  beiden  Kugelflächen  liegt,  als  ein 
Prisma  angenommen  werden ,  dessen  Grundfläche  r'  cos  ^  d  6  d  9>  und 
dessen  Höhe  dr  ist.  Das  Volumen  dieses  Körperelementes  ist  daher 
gleich 

r^  d  r  cos  ö  d  ö  d  y. 
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Dieser  Aasdrack  mass  in  Hinsicht  der  drei  Variabein  r,  0, 9 
zwischen  den  Grenzen  integriert  werden,  welche  sich  ans  der  Form 
des  zu  Sachenden  Volnmens  ergeben.  Macht  man  sich  von  Integration 
za  Integration  eine  Vorstellnng  von  der  geometrischen  Bedentung  der 
Resultate,  so  findet  man  jene  Grenzen  leicht.  In  diesem  Sinne  ist  die 
Reihenfolge  der  Integration  ohne  Einflass  anf  das  Bndresnltat. 

349.  lahalt  elaer  Kagel.  Man  nehme  im  vorstehenden  Ansdracke 
des  Volnmenelementes  zuerst  7  zwischen  den  Grenzen  f'  =  0  and 
<)P  ==  2  TT,  so  erh&lt  man  dadurch  einen  KOrperring  Iftngs  des  Parallel- 
kreises vom  Inhalt 

2  TT  r^  d  r  cos  O  d  ö. 

Das  unbestimmte  Integral  hiervon  in  Hinsicht  9  ist 

27rr2drsine  +  C. 

TT  TT 

Nimmt  man  hierin  9  von ^  bis  +  -^>  d.  h.  vom  Sud-  bis 

zum    Nordpol,   so  erhält   man   den  Inhalt  einer  Eugelschale   von   der 
Dicke  dr  gleich 

27rrMr(l-f  l)  =  47rr«dr. 

Mithin   wird  der  Inhalt  einer  hohlen   Kugel    mit  den   Radien  ro   und 
r  sein 


r^dr  =  -^  ^(r^  —  ro'). 


n 


Wird   die  zweite  Integration   zwischen  den  Grenzen  9  und  —   ansge- 

fuhrt,  unter  Beibehaltung  des   angegebenen  Ganges,  so  erhält  man  als 
Inhalt  eines  Kugelausschnittes 

|7r(r»-ro»)(l-sine). 

y,  Inhalt  krummer  Oberflftehen. 

SM.  Aasdnek  fAr  das  nächeReleaent  und  die  n&ehe.  Die  Glei- 
chung der  Oberfläche  sei 

(1)  z  =  f(x,y). 

Man  lege  durch  diese  Oberfläche  zwei  Ebenen,  parallel  zur  Ebene  y  z, 
in  den  Abständen  x  und  x  -h  d  x  vom  Anfangspunkte  der  Achsen ; 
ebenso  zwei  Ebenen,  parallel  zur  Ebene  xz,  in  den  Abständen  y  und 
y  +  d  y  vom  Anfangspunkte  aus.  Diese  vier  Ebenen  schliessen  ein 
Element  der  gegebenen  Oberfläche  ein,  das  als  eben  angesehen  werden 
kann  und  das  wir  mit  d  F  bezeichnen  wollen.  Die  Projektion  von  d  F 
auf  der  Ebene  x  y  ist  das  Rechteck  d  x  d  y.  Dieses  Flächenelement 
bilde  mit  der  Ebene  xy  einen  Winkel  a,  so  wird  sein 

(2)  dP  =  -li^. 

COS« 
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Hierin  ist  cosa  darch  die  Koordinaten  der  Fläche  (1)  aaszndrficken. 
Za  diesem  Zwecke  lege  man  darch  das  Flftchenelement  d  F  eine  Ebene, 
so  wird  diese  Ebene  die  kramme  Oberfläche  im  Pnnkte  x,  y,  z  berühren 
nnd  den  Winkel  a  mit  der  Ebene  zy  bilden.  Die  Gleichung  dieser 
BerfihmDgsebene  sei  (vergleiche  die  Anfgabe  in  §  313) 

(3)  z  =  ax  +  by  +  c. 

Irgend  ein  Lot  anf  diese  Beröhrungsebene  bildet  mit  der  z  Achse 
ebenfalls  den  Winkel  a.  Statt  eines  beliebigen  Lotes  nehme  man  das- 
jenige, welches  darch  den  Anfangspunkt  der  Achsen  geht,  so  sind  die 
Gleichungen  dieses  Lotes  (§  313,  Formeln  4  and  5) 

(4)  x  +  az  =  0;       y  +  bz  =  0. 

Allein  die  partiellen  Differential  Verhältnisse  der  Gleichung  der  Ebene 
(3)  sind 

,-.  dz  dz        . 

^^^  77  =  *'  d7  =  ''- 

Im  Berührungspunkt    sind   die   Koordinaten   x,y,  z   der  krummen 

Oberfläche  und  der  Beröhrungsebene  dieselben.     Man  kann  daher  die 

Vorzahlen  a  und  b,   welche  in  der  Gleichung  (3)  der  Beröhmngsebene 

und  in  den  Gleichungen  (4)  des  Lotes  vorkommen,  ableiten,  wenn  man 

dz  dz 

die  partiellen  Differentialverhältnisse  -z —  und  -; —  der   Gleichung  (1) 

dx  d  y 

der  krummen  Oberfläche  bildet. 

Nun  nenne  man  p  die  Länge  des  Lotes  vom  Anfangspunkte  aus 
und  X,  y,  z  die  Koordinaten  seines  Fusspunktes  auf  der  Beröhrungsebene, 
so  wird  sein 

p  =  yi^  +  y^  +  z«, 

z  z 

(6)  cos  a  =  —  = 


P       Kx*  +  y^  +  z*  ' 

Fuhrt  man  die  Werte  von  x  und  y  aus  (4)  in  (6),  so  findet  man 

1 


cosa  = 


Kl  +  a*  +  b* 
oder  mit  Röcksicht  auf  (5) 

(7)  cosa  = 


K'+(1t)'+(0 

Setzt  man  diesen  Wert  von  cosa  in  (2),   so   folgt   als   Wert  des 
Flächenelementes 


(8) 


—-'!/•+ (47)'+ (B- 


dz 
Wird  hierin  -j —  =  a  =  0,    so  geht   die  Gleichung   (3)    ober   in 

z  =  by-hc.     Dies  ist  die  Gleichung  einer  Ebene,  welche  parallel  zuf 

Antenheimer ,  Elementarboeh.  94 
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X  Achse  liegt.    MithiD  wird  d  F  zum  ElemeDt  einer  cyliodrischen  Fläche, 
deren  Kanten  parallel  zur  x  Achse  liegen. 

dz 
Wird  — —  =  b  =  0,  so  wird  d  F  zum  Element  einer  cylindrischen 

Fläche,  deren  Kanten  parallel  zur  y  Achse  laufen. 

dz  dz 

Sind  — —  und  -3 —  zugleich   =  0,  so  verwandelt  sich  die  Formel 
d  X  d  y 

(8)  in 

dF  =  dxdy 

als  Ausdruck  des   Elementes   einer  Fläche,   welche  in  der   Ebene  xy 
liegt  oder  mit  ihr  parallel  ist. 

Die  Gleichnng  (1)  kann  dazu  benutzt  werden,  um  z  aus  (8)  zu 
eliminieren.  Es  kommen  dann  in  diesem  Differential  nur  die  unabhängig 
Variabein  x,y  vor. 

Um  das  Integral  zu  erhalten,  sind  zwei  Integrationen  nötig:  eine 
nach  X  und  eine  nach  y.     Der  Vorgang  dabei  ist  folgender. 

Die  beiden  Ebenen,  welche  in  den  Abständen  x  und  x-f  dx  vom 
Anfangspunkt  senkrecht  zur  x  Achse  gelegt  sind,  schliessen  unendlich 
viele  Flächenelemente  wie  dF  ein.  Sie  haben,  der  x  Achse  nach  ge- 
messen, die  Breite  d  x  und  dehnen  sich  über  die  Oberfläche  aus,  soweit 
dies  die  Grenzen  von  y  zulassen.  Integriert  man  daher  in  Hinsicht  y, 
so  erhält  man  den  Teil  der  Oberfläche,  welcher  zwischen  den  genannten 
zwei  Ebenen  eingeschlossen  ist.    Die  Andeutung  für  diese  Ausdehnung  ist 

<"     -^')/'+(47)'H-(^y- 

Lässt  man  nun  x  sich  ändern  zwischen  zwei  Grenzen,  so  reihen 
sich  unendlich  viele  Flächenelemente  an  einander,  deren  Ausdruck  (9) 
ist  und  bilden  die  gesuchte  Fläche.  Diesem  Vorgang  entspricht  die 
Integration  der  Grösse  (9)  in  Hinsicht  x.  Man  erhält  dann  fflr  unbe- 
stimmte Grenzen  der  Variabein 

CO,  -j-j-,i/.+(4ry+a;)' 

Man  kann  auch  zuerst  die  Integration  in  Hinsicht  x  ausführen. 
Man  erhält  dann  eine  Fläche,  welche  zwischen  zwei  Ebenen  einge- 
schlossen ist,  die  senkrecht  zur  y  Achse  stehen  und  zwar  in  den  Ab- 
ständen y  und  y  +  <1  y*     Der  Ausdruck  dafür  ist 

Solche  Flächenstreifen  reihen  sich  längs  der  y  Achse  unendlich 
viele  an  einander.  Es  muss  daher  der  letzte  Ausdruck  in  Hinsicht  y 
integriert  werden,  was  man  andeutet  durch 
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Die  Werte  (10)  aod  (11)  sind  für  dieselben  Grenzen  von  x  und 
ebenso  ffir  y  gleich  gross.  Die  Reihenfolge  der  Integration  ist  mithin 
gleichgdltig.     Man  kann  daher  aach  schreiben 

351.  Teil  einer  Rbeiie.     Die  Gleichung  einer  Ebene  ist 

Ax  +  By  +  Cz  +  D  =  0. 
Für  diese  wird 

JhE^^_A^       dz  ^       B 
dx  "        C  '     dy  "        C 

Daher  das  Flächenelement 

Man  denke  sich  bierin  y,  beziehangsweise  dy  konstant,  integriere 
also  nar  in  Hinsicht  x  and  zwar  zwischen  den  Grenzen  Xo  and  xi ,  so 
erhält  man 

<--)|/'+(4)'+ay-' 

als  Wert  einer  Fläche,  deren  Projektion  aaf  der  Ebene  xy  die  Grösse 
xi  —  Xo  zor  Länge  ond  d  y  zar  Breite  bat.  Integriert  man  nun  noch 
in  Hinsicht  y  zwischen  den  Grenzen  yo  and  yi,  so  wird  die  gesuchte 
Fläche 

F  =  (xi-xo)(yi-yo)j/l+(Ay  +  (^y. 

Diese  Fläche  ist  von  zwei  Paar  parallelen  Ebenen  eingeschlossen. 
Zwei  dieser  Ebenen  stehen  senkrecht  zar  x  Achse  in  den  Abständen 
Xo  and  xi  vom  Anfangspunkt  und  die  beiden  andern  senkrecht  zur  y  Achse 
in  den  Abständen  yo  und  yi  vom  Anfangspunkt. 

352.  •berflaclie  der  Kagel.    Ans  der  Gleichung  der  Kugel 

(1)  X«  +  y2  +  z«  =  R2 

folgt  durch  Differentiation 

^^^  dx  z'        dy  z- 

Hierfür  wird  das  Element  der  Kugelfläche 


2        „a 


dF=dxdyl/l+^+  ^ 


z2     •    z^ 


oder  indem  man  auf  gleiche  Benennung  bringt  und  Gieichang  (1)  be- 
rücksichtigt 

ro\  R  d  X  d  y 

24* 


—     372     — 

Um  dieses  Differential  (3)  in  Hinsicht  y  za  integrieren,  nimmt  man 
X  als  konstant  an.     Man  erhält 


(4)     Rdx  f-^^-    "\    -—  =  Rdx Aresin  ,,_JL^^  +  C. 


KR*-x2-y2    *— -— -  yw^x 

Dieses  Integral  stellt  ein  Flächenelement  dar,  das  über  der  Ebene 
X  y  liegt  and  von  zwei  Schnittebenen  eingeschlossen  wird,  welche  senk- 
recht znr  X  Achse  liegen  and  am  x  and  x-f  dx  vom  Anfangspunkt 
abstehen.  Dieses  Element  hat  die  Form  eines  abgekürzten  Kegelmantels, 
dessen  Kanten  anendlich  klein  sind.  Bei  konstantem  x  werden  die 
Grenzen   für  y  aas   (1)  erhalten,   wenn    man   z  =  0   setzt.     Dies   gibt 

y  =  i  y^R^  —  x^.    Nimmt  man  das  Integral  (4)  zwischen  den  Grenzen 

y  =  —  V^R*  —  x'*  und  y  =  +  V^R^  —  x^  so  erhält  man  als  Wert  des 
ganzen  Flächenelementes  über  der  Ebene  xy: 

TrRdx. 

Mithin  wird  die  KugelMche  über  der  Ebene  xy 

F  =  7rRj        dx=27rR«. 

Würde  man  das  Differential  (3)  zuerst  in  Hinsicht  x  integrieren, 
so  wäre  y  konstant  zu  nehmen.  Man  erhielte  zunächst  ein  Flächen- 
element über  der  Ebene  xy,  das  zwischen  zwei  Ebenen  liegt ,K welche 
senkrecht  sind  zur  y  Achse  und  um  dy  aus  einander  stehen.  Die 
Grenzen   von   x  würden    aus   (1)   erhalten ,    wenn    man   z=-0   setzt. 

Diese  Grenzen  wären  also  x  =  i  )^R^  —  y*. 

Bemerkung.     Die  Gleichung  einer  Ebene  sei 

z'  =  ax'  +  by'  +  c. 

Damit  diese  Ebene  die  Kugel  (1)  im  Punkte  x,  y,  z  berührt,  muss 
sein 

z  =  ax  +  by  +  c. 

Durch  Subtraktion  dieser  beiden  Gleichungen  folgt 

z-z'  =  a(x-xO  +  b(y-yO. 

dz  dz 

Führt  man   hierin  obige  Werte  von  a  =  -; —  und  b  =  -; — ,     wie    sie 

dx  dy 

aus  der  Gleichung  (1)  der  OberflSche  hervorgehen,  ein,  so  kommt 

z-z'=-^(x-x')-^(y-y') 

z  z 

oder  indem  man  mit  z  multipliziert  und  die  Gleichung  (1)  berücksichtigt 

xx'  +  yy'  +  zz'  =  R«. 
Dies  ist  somit  die  Gleichung  einer  Ebene,   welche   die  Kugel   berührt. 

S5B.  Cylinderflaelie  io  einer  iagellache.  Ein  Kreiscylinder  gehe 
durch  eine  Kugel.  Man  soll  den  Teil  der  Cylinderffäche  bestimmen, 
welcher  innerhalb  der  Kagelfläche  liegt,  unter  der  Voraussetzung,  dass 


der  Mittelpunkt  H  der  Kugel  (Fig.  122)  aaf  der  CyUnderfliche  liege 
Dud  dBBs  der  Durchmesaer  M  A  des  Cylinders  gleich  dem  Halbmesser  a 
der  Kugel  sei. 

Es  gelte  die  Bezeichnang  tod  §  343,  so  erh&lt  man  als  Gleicbang 
der  Eogel 

(1)  »"^x'  +  y^  +  i^. 

Die  Kurve,  Ifings  welcher  sich  die  Cylinder-  aad  Kugelfliche  schneiden, 
giht  anf  der  Ebene  xz  eine  Projektion,  deren  Gleichung  ist 

(2)  z'  =  as-s' 

und  eine  Projektion  auf  der  Ebene  sy,  deren  Gleichung  sein  wird 

(3)  y'  =  a>-ss. 

För  die  Cylinderflicbe  ist     —  =  0,  weil  die  Kanten  derselben  parallel 

zur  y  Achse  sind  (S.  350).     Es  folgt  dies  auch  ans  Fig.  122. 

Gleicbnug  (2).     Dagegeu  erhall  man  ans  (2) 

dz  _   &-2x   _      a-2^ 

dx  2  z  iV^T^^' 

Mithin  wird  das  Element  der  Cylinderniche 


^-'^y\/'+    4(ax-.>)-2K.r7^^' 
Das  unbestimmte  Integral  dieses  Differentials  in  Hinsicht  y  ist 

Zwei  Ebenen,  welche  senlirecht  zur  x Achse  stehen  nnd  den  Ab- 
stand dx  von  einander  haben,  scblieasen  zwei  gleiche  Ftfichenelemente 
des  Cylinders  ein.  Das  eine  derselben  liegt  über,  das  andere  unter 
der  Ebene  xy.  Das  Integral  (4)  stellt  das  eine  dieser  Elemente  dar, 
das  aber  der  Ebene  xy  liegt.  Um  dieses  Element  in  der  Richtaog  der 
y Achse  durch  die  Kugelflüche  abzugrenzen,  mnss  das  Integral  (4)  ge- 
nommen werden  zwischen  den  Grenzen 


-K.--.X  .«d  +C.«-.., 

<iie  lie 

■ich 

S>1> 

(3)  ergeben.     Für  diese  Greozee  wird  (4)  in 

(6) 

f£^^-y'ir 

Mdd  ist 

f-^-sKT+c. 

KT 

Polglich  das  Integral  (5)  zwischen  den  Grenzen  0  und  t 
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Dieser  Wert  ist  die  CyliDderfl&che  aber  der  Ebene  x  y.  Somit  ist 
die  ganze  Gyiinderflftche ,  welche  von  der  Kngelfläche  eingeschlossen 
wird  =  4  a^ 

354.  Regelläclie.  Es  sei  h  die  Höhe,  a  der  Radios  der  Gmnd- 
fläche  und  k  die  Kante  eines  senkrechten  Kreiskegels. 

Man  nehme  die  z  Achse  in  der  Achse  des  Kegeis  and  die  x-  and 
y  Achsen  in  der  Grnndflftche  desselben  an.  Ein  Punkt  aaf  der  Kante  k 
habe  za  Koordinaten  x,  y,  z.  Nan  denke  man  sich  das  rechtwinkelige 
Dreieck,  dessen  Hypotenase  k  and  dessen  Katheten  a  and  h  sind  and 
ziehe  vom  Punkte  x,  y,  z,  der  in  der  Hypotenuse  liegt ,  eine  Parallele 
zur  Kathete  a  bis  zur  Achse,    so  ist  die   Länge   dieser  Parallelen  =« 

Vx^  +  y*  nnd  der  obere  Abschnitt  der  Kathete  h  =  h  —  z.     Daher 
erhält  man  die  Proportion 

h :  a  =  h  —  z :  V  x*  +  y^ 

Hieraas  ergibt  sich  folgende  Gleichung  der  Kegelfläche 

(1)  z  =  h-~Vx«  +  y^ 

a 

Die  partiellen  DifFerentialverhältnisse  yon  (1)  sind 

dz  h  X  dz  h  V 


dx  a  y  X*  +  y^  '        ^  y  *  "j/x*+  y^ 

Mithin  wird  das  Element  der  Kegelfläche 

1  /         h^        x^  h^        y^'  k 

dxdy  1/  1  +  — r— r~i — T  H r""Tn — 2"  =  —  dxdy. 

''  y  a*    X*  +  y*         a*    x^  +  y*        a 

Das  Integral  dieses  Ausdruckes  in  Hinsicht  y  ist 

(2)  ^dx.y  +  C. 

a 

Dieses  Integral  stellt  ein  Flächenelement  dar,  das  zwischen  zwei 
Ebenen  liegt,  welche  senkrecht  zur  x  Achse  stehen  und  um  x  und 
X  +  d  X  vom  Anfangspunkt  der  Achsen  entfernt  sind. 

Die  erstere  dieser  beiden  Ebenen  schneidet  die  Grundfläche  l&Dgs 
einer  Sehne,    welche    parallel    zur  y  Achse   liegt  und   eine  Länge   = 

2V^a*  — X*  hat.  Die  Grenzen  von  y  im  Integral  (2)  sind  daher 
—  y  a^  —  x'  und  +  V  a*  —  x*.  Diese  Grenzen  ergeben  sich  aas 
Formel  (1),  wenn  man  in  ihr  z  =  0  setzt.  Ffir  diese  Grenzen  erhält 
man  daher  aus  (2) 

—  dxVa«-x«. 
a 

Mithin  wird  ein  Teil  des  Kegelmantels,  welcher  zwischen  zwei 
Ebenen  liegt,  welche  parallel  zur  Ebene  yz  sind  und  einen  beliebigen 
Abstand  von  einander  haben,  gleich 


—  CdxVii^  -  j»  =  ^[xVa^-xä+aUrom  ^1  +  C. 

Wird  dieeea  lategrsl  von  i  =  0  bis  x  ^  a  geQoinnieii,  so  erb&lt 
maa  den  balbsD  Inhalt  des  Eegfllmaatels  =^ank.  Also  ist  der 
ganze  EegelmaDtel  =  a  tt  k. 


VI.   Physikalische  Ail^aben  ftber  mehrAehe  Integrale. 

3U.  TtniH  claei  recktwtakfllgei  PriaMU.  Die  Kanten  dieses 
Prismas  seien  a,  b,  c.  Die  Kante  c  stelle  die  L&nge  dar.  Dieses  Prisma 
werde  an  einem  Ende  seiner  Lftnge  festgehalten  and  am  andern  verdreht 
darch  ein  statiacbea  Moment  M,  dessen  Kraft  in  einer  znr  Kante  c 
normalen  Ebene  liegt.  Die  Endfl&che,  in  welcher  d^  Moment  M  wirkt, 
sei  ab  (Fig.  123).  Die  Faser,  welche  durch  die  Schwerpunkte  aller 
Querschnitte  geht,  bleibt  w&brend  der  Torsion  geradlinig.  Diese  Gerade 
bildet  die  Drehachse.  Alle  andern  Punkte  des  Kfirpers  werden  am 
diese  Achse  hemm  in  der  Ricbtong  der  Drehang  verschoben.  Anf  die 
Verschieb aogen  in  der  LSogenrichtDiig  (§  210)  werde  hier  keine  Räck- 
sieht  genommen. 

Man   lege   dorch  die   Mitte   0   des  Qaerschnittes  ab  zwei   recht- 
winkelige Achsen  0  x,  0  y,  parallel  zn  den  Kanten  a,  b.     Es  seien  z,  y 
die  Koordinaten  eines   Pnnktee  d  der  Recbtecksflkche. 
Ein  Pnnkt  dieses  Qaerschnittes  ab,  im  Abstände  1   von         Fik.  123. 
dem  Drehpnnkt  0,  erhalte  eine  Drebnog  =  a,  so  wird 
die   Drebnng  des  Pnnktes  n,  im  Abstände  Vx'  +  y' 
von    der  Drehachse    sein  =  a  V  x*  +  y*.     Die  Kraft, 
welche  ein  Flftcbenelement  d  x  d  y  in  diesem  Abstände 
nm  die  GrSsse  a  \^x^  -\-  y^  verschiebt,  ist  proportional 
dieser  FIBche,  dieser  Verschiebang,  verkehrt  proportional 
der  Länge  des  Körpers  and  abh&ngig   von   einer  Kon- 
stanten T.     Folglich  ist  diese  Kraft  gleich 

d  I  d  y  Vt*  +  y'- 

Mnltipliziert  man  diese  Kraft  mit  dem  Hebelsarm  Oo,  an  welchem 
sie  wirkt,  so  erhält  man  ifar  statisches  Moment  gleich 

J^d.d,  (!■  +  ;-). 

Wird  dieses  Differential  integriert  in  Hinsicht  x  von  —  ^a  bis  -|-4* 
and  das  Resultat  sodann  in  Hinsicht  y  von  —  ^h  bis  +^b,  so  er- 
hält man  die  Samme  der  statischen  Momente  aller  Kräfte,  welche  die 
Plächenelemente  des  ganzen  Querschnittes  ab  verschieben.  Da  die 
Grenzen  von  x  and  y  von  einander  unabhängig  sind,  so  ist  die  Reihen- 
folge, in  welcher  die  beiden  Integrationen  ausgeffibrt  werden,  ohne 
BinflnsB  anf  das  Ergebnis.     In  Zeidien  ist  daher 
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=^£>y£^''^(^'+y*)- 


Nan  ist 


ji: 


a 

8 


T 

nnd  b 


FolgUch  T    ab,,..,, 

Drückt  maD  a,  statt  im  Bogenmass,  in  Graden  aas,  so  erhält  man 

12     c    ^     ^     MSO 

SS6.  Trigheit8H«Menl  einer  Engel.  Man  lege  durch  den  Mittel- 
punkt der  Kugel  die  drei  rechtwinkeligen  Achsen  der  x,  y,  z.  Die 
Kugel  drehe  sich  am  die  z  Achse.  Es  sei  r  der  Radiusvektor  eines 
Punktes  im  Innern  der  Kugel,  9  ^'^^  Länge  und  ^  die  Breite  dieses 
Punktes,   so   ist  das  Volumenelement  der  Kugel  an  dieser  Stelle  (§  348) 

r^drcosOdödy. 

Es  sei  m  die  Masse  der  Kabikeinheit  des  Materials  in  diesem 
Pankte,  so  ist  die  Masse  dieses  Volumenelementes 

m  r^  d  r  cos  O  d  ö  d  y. 

Der  Abstand  dieses  Elementes  von  der  z  Achse  als  Drehachse  ist 
srcos9.  Multipliziert  man  das  Quadrat  dieses  Abstandes  (§  186) 
mit  der  Torstehenden  Masse,  so  erhält  man  das  Trägheitsmoment  des 
Volumenelementes  gleich 

mr^drcos'edOdy. 

Es  sei  die  Kagel  homogen,  so  wird  m  konstant  sein.  Das  Inte- 
gral hiervon  in  Hinsicht  ^  zwischen  den  Grenzen  0  und  2n  ist 

(1)  27rmr*drcos*ede. 

Dieser  Ausdruck  ist  das  Trägheitsmoment  eines  unendlich  dünnen 
körperlichen  Ringes,  längs  eines  Parallelkreises  gelegen,  der  die  nörd- 
liche Breite  9  nnd  den  Abstand  r  vom  Mittelpunkt  hat. 

Wird  (1)  integriert  in  Hinsicht  S  von s"  ^'®  +  "S"»  ®^  erhält 

man    das  Trägheitsmoment  einer  unendlich    dünnen  Kugelschale   vom 
Halbmesser  r.     Nun  ist  nach  §  80,  Formel  (13) 


/ 


1        o  2 

cos'e  dO  =  -— cos^esin  0  +  -—  sin  O  +  C, 


f. 
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n 

n  ö 


2 

Polglich  ist  das  Trägheitsmoment  dieser  Engelschale  gleich 

(2)  |7rmr*dr 

und  somit  das  Tr&gheitsmoment  der  ganzen  Kngel,  wenn  R  den  Halb- 
messer derselben  bezeichnet 

-TT-  TT  m  I     r*  d  r  =  —^  TT  m  R*. 
3  Jo  15 

Es  sei  die  Dichtigkeit  des  Materials  eine  Funktion  von  r,  so  dass 
man  etwa  hat 

(3)  m  =  a  =F  b  r, 

worin  a  die  Masse  der  Rabikeinheit  im  Mittelpunkt  und  b  die  Ab- 
oder  Zunahme  der  Masseneinheit  für  jede  Längeneinheit  des  Radiusvektor 
bedeutet.  Hiernach  ist  die  Dichtigkeit  in  einer  und  derselben  Kugel- 
fläche,  die  ihren  Mittelpunkt  im  Mittelpunkt  der  Kagel  hat,  dieselbe. 

Setzt  man  den  Wert  von  m  aus  (3)  in  (2)  und  integriert,  so  erhält 
man  das  Trägheitsmoment  der  Kugel  gleich 

A;^j''(a:f  br)r*dr=^7rRnaT-|-bR). 


357.  Amlekniig  elier  Kagel  oad  elies  MaterielleB  Pa^ktes  lach 
de«  flcsetie  der  firavitttitn.  Die  Aufgabe,  welche  in  §  219  unter 
gewissen  Beschränkungen  gelöst  wurde,  soll  hier  allgemein  behandelt 
werden.     Es  seien 

m,m^  zwei  sich  anziehende  Massenteilchen  in  A  und  B  (Fig.  124), 

a,r  die  Abstände  dieser  Teile  vom  Mittelpunkt  M  der  Kugel, 

u  der  Abstand  AB  dieser  Teile  unter  einander, 

7  der  Winkel,  welchen  a  und  r  bilden, 

p  die  Masse  der  Kubikeinheit  der  Kugel,  welche  in  gleichen  Ab- 
ständen vom  Mittelpunkt  der  Kugel  gleichen  Wert  habe  und 

e  die  Anziehung  zweier  Masseneinheiten  im  Abstände  1  von 
einander,  so  ist 

der  Ausdruck  für  die  Anziehung  der  Massen  m,  m'  nach  dem  Gesetze 
der  Schwere. 

Man  lege  durch  die  Abstände  a  und  r  eine  Ebene,  p^g^  ^24. 
beschreibe  in  ihr  mit  den  Radien  r  und  r  -f  d  r  zwei 
Kreise,  lasse  sodann  ^  in  9*  +  d  9>  übergehen,  so  dass 
der  Radius  BM  nach  CM  kommt,  so  wird  der  Bogen 
B  C  =  r  d  9^  sein.  Zwischen  jenen  zwei  Kreisen  und 
diesen  zwei  Radien  liegt  ein  Flächenelement  =  r  d  r  d  9. 
Dreht  man  die  Ebene  des  Kreises  um  A  M  als  Achse  um 
einen  Winkel  d  6,  so  beschreibt  der  Punkt  B  einen  Weg 
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9r8iD9>dO,  also  die  Fl&cbe  rdrd9  ein  Volumen  =  r^drsio^^d^dO. 
Die  Masse  dieses  Volamenelementes  i8t*=  p  r^  d  r  sin  7  d  9>d  O.  Somit  ist 
nach  (1)  die  Anziehung  dieses  Massenelementes  und  der  Masse  m  in  A 
gleich 

,,,.  r*  d  r  sin  9  d  9>  d  ö 

(2)  e^m :^ . 

Man  zerlege  diese  Kraft  in  zwei  Seitenkräfte,  parallel  und  senk- 
recht zur  Achse  AM,  so  ist  die  erstere  gleich 

f  .  r^drsinydyde 

(3)  e  p  m 2 cos  B  A  M. 

Nun  folgt  aus  dem  Dreieck  BAM 

(4)  u««=a«  +  r*  — 2arcos9) 

DAM       a  —  r  cos  9 
cos  B  A  M  a 1-, 

n 
Bliminiert  man  hieraus  r  cos  7,  so  folgt 

cosBAM=  ^'-J'^  +  "\ 

2au 

Fährt  man  diesen  Wert  in  (3),  so  erhält  man 

,^.  r^drsinydydö  .  ^        2   i     2x 

(5)  epm 27^3 (a^-r^  +  u^). 

Durch  Differentiation  von  (4)  in  Hinsicht  V  und  u  folgt 

u  d  u  =  a  r  sin  9^  d  7- 

Fuhrt  man  den  Wert  von  sin  9^  d  9^  aus  dieser  Formel  in  (5),  so 
ist  die  AnziehuDg  des  Massenelementes  der  Kugel  und  des  Teilchens  m 
parallel  zur  Achse  AM: 

--f-ö-  r  d  r  d  ö 5 d  u. 

2  a'*  u^ 

Das  Integral  dieses  Ausdruckes  in  Hinsicht  O,  zwischen  den 
Grenzen  0  =  0  und  9  =  2  tt,  ist  die  Anziehung  der  Masse  m  und  der 
Masse  eipes  Ringes,  der  vom  Flächenelement  rdrdV'  hei  einer  vollen 
Umdrehung  um  AM  entsteht.     Diese  Anziehung  ist  daher 

(6)  __|_rdr(^l  +  — ^^5— Jdu. 

Die  Seitenkräfte,  welche  die  Massenelemente  dieses  Ringes  auf  m 
ausüben,  in  senkrechter  Richtung  zur  Drehachse  A  M,  heben  sich  gegen- 
seitig auf. 

Behufs  der  Integration  der  Formel  (6)  in  Hinsicht  u  beachte  man, 
dass 

du  1 

u* 


/ 
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Polglich  ist  das  Integral  von  (6)  ffir  anbestimmte  Grenzen 

Man  wähle  hier  die  Grenzen  von  n  so,  dass  dieser  Aasdrnck  die 
Anziehung  der  Masse  m  anf  eine  ganze  Eagelschale  vom  Halbmesser  r 
nnd  der  Dicke  dr  darstellt. 

I.  Befindet  sich  die  Masse  m  ausserhalb  der  Eagelschale,  so 
sind  die  Grenzen  von  n  gleich  a  —  r  nnd  a  +  r.  Für  diese  Grenzen 
wird 

a«  -  r«        , 

u =  4  r. 

n 

Folglich  das  Integral  (7)  gleich 

/o\  4  TT  9  m     2 

(8)  e — ^ — r^dr. 

Allein   es  ist  4  tt  p  r^  d  r  die  Masse  der  Eagelschale.     Bezeichnen   wir 
sie  mit  SR,  so  geht  der  Ausdruck  (8)  über  in 

mSR 


e 


a^ 


Also  ist  die  Anziehung  eines  Massenteilchens,  das  sich  ausserhalb 
der  Eugelschale  befindet,  auf  die  Eugelschale  gerade  so,  wie  wenn  die 
Masse  der  Eugelschale  in  ihrem  Mittelpunkte  vereinigt  wäre. 

Besteht  die  Engel  aus  unendlich  vielen  konzentrischen  Engel- 
schichten,  sei  es,  dass  die  Dichtigkeit  der  Masse  von  Schicht  zu 
Schichte  sich  ändert,  oder  dass  sie  für  alle  gleich  ist,  so  wird  die 
Anziehung  aller  Schichten,  d.  h.  der  ganzen  Eugel  auf  den  ausser  ihr 
liegenden  Punkt  sein,  wie  wenn  die  Eugelmasse  in  ihrem  Mittelpunkte 
vereinigt  wäre. 

Für  eine  homogene  Eugel  ist  diese  Anziehung  nach  (8) 

47rom    r»'  2  .  4  r*  müB' 

e 1 —      r'*dr  =  -^e7rpm— 5-  =  e — 5—, 

er       Jo  3         ^      a*  a* 

wenn  SR'  die  Masse  der  ganzen  Eugel  bezeichnet. 

Ist  p  nicht  konstant,  sondern  eine  Funktion  von  r,  so  dass  z.  B. 

p  =  pTqr, 

so  setze  man  diesen  Wert  von  p  in  (8)  und  man  erhält  als  Anziehung 
der  Eugel  auf  das  ausser  ihr  liegende  Massenteilchen  m: 

4eyrm    P'  ^  4n:r*m  ,    _   3       . 

— j;ä-J/PTqr)r«dr  =  e-^-^j3-(pT:^qr). 

U.  Befindet  sich  der  Punkt  A,  dessen  Masse  =  m  ist,  innerhalb 
der  Eugelschale  vom  Halbmesser  r  und  der  Dicke  dr,  so  müssen  im 
Integral  (7)  die  Grenzen  von  u  zwischen  r  —  a  und  r  +  a  genommen 
werden.     Hierfür  wird 

a«~r' 
u =  0. 
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Also  verschwindet  das  Integral  (7).  Somit  ist  die  Anziehnng  einer 
unendlich  dünnen  Engelschicht  mit  gleichf5rmiger  Dichte  anf  einen 
materiellen  Pankt,  der  sich  innerhalb  der  Engelschicht  befindet,  gleich 
Null.  Liegt  der  materielle  Punkt  innerhalb  einer  beliebigen  Anzahl 
unendlich  dunner,  konzentrischer  Eugelschichten ,  so  gilt  der  Satz  für 
jede  dieser  Schichten,  gleichviel  ob  die  Dichte  der  Masse  von  Schicht 
zu  Schicht  ändert  oder  gleich  bleibt;  also  gilt  er  auch  für  eine  Schicht 
von  endlicher  Dicke. 

Hieraus  folgt,  dass  sich  die  Anziehung  einer  Engel  auf  einen  Punkt 
in  ihrem  Innern  reduziert  auf  die  Anziehung  derjenigen  konzentrischen 
Engel,  deren  Oberfläche  durch  diesen  Punkt  geht.  Je  näher  daher 
dieser  Punkt  dem  Mittelpunkt  der  Engel  liegt,  um  so  schwächer  wird 
er  von  ihr  angezogen. 

Ist  die  Masse  der  Engel  homogen,  also  g  konstant,  so  ist  die 
Anziehung  der  Engel  vom  Halbmesser  r  auf  das  Massenteilchen  m,  das 
den  Abstand  a  vom  Eugelmittelpunkt  hat,  nach  (8) 


~~^       Jo'  3         • 


Diese  Anziehung  hängt  somit  nicht  vom  Halbmesser  der  ganzen 
Engel  ab,  sondern  ist  dem  Abstand  des  anziehenden  Punktes  vom 
Mittelpunkt  der  Eugel  proportial  (Anwendung  hiervon  in  §  158). 

Aus  dem  Vorstehenden  folgt  ferner:  Bestehen  zwei  Engeln  aus 
konzentrischen  Schichten,  wovon  jede  Schicht  eine  homogene  Masse 
hat,  so  ziehen  sich  diese  Engeln  an,  wie  wenn  ihre  Massen  in  ihren 
Mittelpunkten  vereinigt  wären. 

358.  AKiieliHiig  eines  Berges  nnd  eines  Baterieileu  Punktes  anf 
der  Spitie  des  Berges.  Der  Berg  habe  die  Form  eines  Rotationspara- 
boloides,  dessen  Achse  AD  (Fig.  125)  vertikal  liegt.  Ein  Schnitt 
durch  den  Berg  längs  der  Achse  wird  eine  Parabel  ACE  sein.    Es  seien 

X,  y  die  Eoordinaten  A  B  und  B  C  eines  Parabel pnnktes  C, 

h,  n  h  die  Höhe  A  D  und  der  Halbmesser  D  B  der   Grundfläche  des 

Berges, 
m  die  Masse  des  materiellen  Punktes  in  der  Spitze  A, 
p  die  Masse  der  Eubikeinheit  des  Berges,   welche   wir   gleichförmig 

voraussetzen  und 
e  die   Anziehung  zweier  Masseneinheiten    im   Abstände  1    von   ein- 
ander. 

Da  bei  einer  Parabel  sich  die  Abscissen  verhalten  wie  die  Qua- 
drate der  Ordinaten,  so  ist  x :  h  =  y' :  n^  h^,  woraus  als  Gleichung  der 
Oberfläche  folgt 

(1)  y2  =  n2hx. 

Man  legejin  den  Abständen  x  und  x  +  d  x  vom  Scheitel  A  zwei 
Horizontalebeoen ,  und  beschreibe  zwei  Cylinderflächen ,  deren  Achsen 
mit  A  D  zusammenfallen,  mit  den  Radien  r  ==  B  F  und  r  -f  d  r,  wobei 
r  <  X  sein  soll ;  so  schliessen  diese  vier  Flächen  einen  Ring  ein,  des- 
sen Querschnitt  d  x  d  r  ist.  Bndlich  lege  man  noch  zwei  Ebenen  längs 
der  Achse  A  D,  welche  einen  Winkel  d  ^  bilden,  so   schneiden  diese 


(2)  e  ^,  _^   . 
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Bbenen  von  jenem  Ringe  ein  Volnmenelement  ^dsdr-rdf*  aas,  des- 
sen Masse  ^^^dxrdrd^  sein  wird.  Dieses  Teilchen  hat  den  Ab- 
stand A  F  =  Kx*  +  r^  von  der  Bergspitze.  Folglich  ist  die  Anziehung 
zwischen  diesem  Teilchen  and  der  Masse  m  gleich 

m  pdxrdrdy 

x*  +  r 

Diese  Kraft  zerlege  man  in  eine  vertikale  und  eine  horizontale 
Seitenkraft.  Die  erstere  wird  erhalten,  wenn  man  die  Mittelkraft  (2) 
multipliziert  mit 

cos  F  A  B  =    ,^    ^  Fig.  125. 

Kx«  +  r« 

Mithin  ist  diese  Seitenkraft  gleich 

m  ^xdxrd  rd9 

(3)  ^  I       • 

Dieses  Differential  muss  nun  in  Hinsicht  der  drei  Variabein  9>,  r 
und  X  integriert  werden.  Das  Integral  in  Hinsicht  9,  von  0  bis  2  7r 
genommen,  nämlich  der  Ausdruck 

_  xdxrdr 

(4)  27i:emp *-^ 

ist  die  Anziehung  zwischen  m  und  jenem  Ringe,  dessen  Halbmesser  r 
und  dessen  Querschnitt  drdx  ist.  Die  horizontalen  Seitenkräfte, 
welche  aus  (2)  hervorgehen  und  sich  an  den  Teilen  dieses  Ringes  gel- 
tend machen,  heben  sich  gegenseitig  auf. 

Um  das  Integral  von  (4)  in  Hinsicht  r  zu  erhalten,  denke  man 
sich  X  konstant  und  setze  r^  +  x^  =  v^,  so  wird  durch  Differentiation 
r  d  r  =  V  d  V,  also  auch 

r       rdr        ^  r  d_v^  =  _  -^  =  -  1 

^    (x^  +  r^)^       -^    ^  ""  Kr^  +  x« 

Diese  Integration  von  (4)  gibt  die  Anziehung  von  m  und  einer 
Summe  von  Körperringen,  welche  zwischen  den  Horizontalebenen  lie- 
gen ,  die  um  x  und  x  +  d  x  von  der  Spitze  abstehen.  Mithin  ist  das 
Integral  zwischen  den  Grenzen  r  =  0  und  r  =  B  C  =  y  zu  nehmen. 
Nun  ist 

y        rdr  1.1 


2\2 


'  Vy'  +  x^  "^  ^* 


0  (^'+0 

Folglich  die  ADziehang  dieser  horizontalen  Schicht  und  der  Masse  m, 
nach  (4)  and  (1) 


(5)27rempxdx 


^'        rdr 


0   (x»+r»)» 


5-  =  2.en.p(dx-yp|4^). 
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Dieser  Aasdrnck   mass  noch   in  Hinsicht  x  iDtegriert  werden.     Es  ist 

xdx 


/i 


Vn^hx  +  x^ 

.2li  /«2 


Vn«hx  +  x»-^log(-^  +  x  +  "Kn*hx  +  x^)  +  C. 

Allein  das  Integral  von  (5)  in  Hinsicht  x  ist  von  x  =  0  bis  x  =  h 
zn  nehmen,  nm  die  Anziehung  aller  horizontalen  Schichten  des  Berges 
anf  in  za  erhalten.     Nun  ist 

Jo   Vn«hx  +  x>        üKl  +  n  ^     log 

Die  gesachte  Gesammtanziehnng  in  vertikaler  Richtung  ist  daher 
gleich 

(6)  2.emeh[l-KrHi^  +  ^log"-^±^±^l^l±^]. 

Dieser  Aasdrnck  kann  anter  der  Voraassetzong  vereinfacht  wer- 
den, dass  der  Berg  sehr  flach  ist,  d.  h.  dass  die  Zahl  n  bedeutend 
grösser  ist  als  die  Einheit.     Man  erhftlt  zunächst  aus  (6) 

(7)  2;remehn[-l-)/l  +  ^  +  |log(l  +  ^,  +  |^/rT^]. 

Entwickelt  man  nun  1/  1  -| — ,  nach  dem  binomischen  Satze  und  ver- 
nachlässigt die  Glieder  von  der  vierten  Potenz  von  —  an,  so  ist 


V 


1         .    .       1 


1  +  30  =  1  + 


n^  '    2n«* 


Hierfür  wird  nach  der  Formel  (4)  des  §  63 


X*     .     X*  X* 


log(l+x)  =  x-  — +  -3--^  +  .. 
die  logarithmische  Grösse 

Entfernt  man  rechts  die  Klammern,  so  heben  sich  die  Glieder  mit  — ^ 

n* 

auf.     Vernachlässigt  man   sodann  alle  Glieder  von  der  vierten  Potenz 
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der  Grösse  —  ao,  so  wird  der  Wert  des  vorstehenden  logarithmischen 
n 

Ausdruckes  =— M  —  — — j-\  also   das   Integral  (7),  das  wir  mit  a 
bezeichnen  wollen 

a  =  27remehn[^-(l  +  -2^)+l---g^J, 

(8)  a  =  2  TT  e  m  e  h  r  1  —  — \ 

Nun  sei  R  der  Halbmesser  der  Erde,  diese  als  Engel  gedacht, 
g'  die  mittlere  Dichtigkeit  der  Erdmasse  nnd  A  die  Anziehung  der 
Erde  anf  das  Massenteilchen  m,  das  auf  ihrer  Oberfläche  liegt,  so  ist 
nach  §  357 

4  TT  R  p'  m 
A  =  e f—. 

Mithin  das  Verhältnis  zwischen  den  Anziehungen  a  und  A 

A         2      e'     R  V       3n/ 

Nun  sei  n  =  5,  h  =  0,5  geographische  Meilen  und  da  man  an- 
nähernd nehmen  kann  (§  252) 

5  =  2,65,     p'  =  5,56,     R  =  860  Meilen, 

so  wird 

a   ^      1 

A        2776  * 

Mithin  ist  die  Anziehung  der  Erde  2776  mal   grösser  als   die   dieses 
Berges  auf  die  Masse  m. 

Uf .  Wa»eeitwickel«Bg  bei  der  iildvig  der  llaMeitkiri^er,  itek 
der  Ijp^these  der  EatttehMg  dieser  Körper  darch  Terdiehtiag  ais  ITelt- 
daist.  Nehmen  wir  an,  die  Materie,  welche  die  Himmelskörper  bil- 
den, habe  sich  ursprunglich  im  Weltraum  im  aufgelösten  Zustande  vor- 
gefunden und  sich  sodann  an  einzelnen  Stellen  dieses  Raumes,  nach 
dem  Gesetze  der  Gravitation,  verdichtet.  Jedes  kleinste  Teilchen  der 
Materie  hat  hierbei  auf  alle  übrigen  eine  anziehende  Wirkung  ausge- 
übt. Jeder  dieser  Anziehungen  entspricht  eine  Arbeitsgrösse  (§  166), 
weil  je  eine  Kraft  längs  eines  Weges  gewirkt  hat.  Denken  wir  uns 
alle  diese  Arbeitsgrössen,  welche  dem  Verdichtungsvorgang  eines  Him- 
melskörpers entsprechen,  berechnet,  und  sodann  diese  Arbeitsgrössen 
nach  der  mechanischen  Wärmetheorie  in  Wärme  verwandelt.  Diese 
Wärme  wird  sich  über  die  verdichtete  Masse  des  Körpers  verbreitet 
und  ihr  eine  entsprechend  hohe  Temperatur  erteilt  haben.     Es  sei 

xo  die  ursprüngliche  Entfernung  zweier  Massenteilchen  m,  m„  welche 

sich  anziehen, 
X    ihre  Entfernung  in  irgend  einem  Augenblick  ihrer  Annäherung, 
X,  ihre  Entfernung  in  dem  verdichteten  Himmelskörper  und 
e    die  Anziehung  zweier  Masseneinheiten,  welche  den  Abstand  1  haben. 
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80  ist  Dach  dem  Gravitationsgesetze  die  Anziehang  der  Massen  m,in, 
in  der  Entfernung  x  gleich 

(1)  e 


x^ 


ond   somit  die  Arbeit   beim   üebergang  aas  dem  Abstand   xo  in  den 
Abstand  x, 


J     -^-emm,^---J. 


em  m 

Wegen  des  ursprünglich  aufgelösten  Zustandes  der  Materie  ist  xo 
vielmal  grösser  als  x,.     Deshalb  kann  man  —   gegen   —  vernachl&s- 

Xo  Xf 

sigen.     Dadurch  wird  die  vorstehende  Arbeit  gleich 

(2)  ^'"-' . 

Nnn  seien  ms^ma,..  Massenteilchen  wie  m, m,,  welche  an  dem 
Vorgang  der  Verdichtung  teilnehmen,  so  wird  m  auf  m,,  ma,  ms, . .  wirken; 
ebenso  m,  auf  m,  m2,  ms,..,  dann  ma  auf  m,  m,,  ms,.,  d.  h.  jedes 
Teilchen  wirkt  auf  jedes  der  übrigen.  Jeder  dieser  Anziehungen  ent- 
spricht eine  Arbeit,  welche  die  Formel  (2)  zum  Ausdruck  hat. 

Um  alle  die  Arbeiten  zu  finden,  welche  zunächst  aus  der  An- 
ziehung von  m  auf  alle  übrigen  Massenteile  entspringen,  lege  man 
durch  den  Mittelpunkt  der  verdichteten  Kugelmasse  und  durch  das 
Teilchen  m  eine  feste  Ebene  und  nenne 

r,  r,  die   Abstände  der  Teilchen  m,  m^   vom  Mittelpunkt  der  Kugel- 
masse, 

x^  wie  oben  den  Abstand  der  Teile  m,  m„ 

S  den  Winkel,  welchen  die  Abstände  r  und  r,  einschliessen, 

9  den  Winkel,  welchen  der  Abstand  r,  mit  der  festen  Ebene  durch 
den  Mittelpunkt  bildet, 

p  die  Masse  der  Kubikeinheit  der  verdichteten  Kugel,  welche  Masse 
wir  als  gleichförmig  dicht  voraussetzen  und 

R  den  Halbmesser  dieser  verdichteten  Kugel, 
so  ist 

(3)  x,2  =  r«  +  r,*  —  2  r  r,  cos  B. 

Man  beschreibe  zwei  Kugelflächen  mit  den  Radien  r^  und  T,-\-dr, 
und  denke  sich  zwischen  diesen  Flächen  ein  rechtwinkeliges  Volumen- 
element, dessen  Dimensionen  dr„r^d8  und  r, sindd^  sind.  Die 
Masse  m,  dieses  Volumenelementes  ist  daher 

(4)  IM/  =  p  r,^  d  o  sin  O  d  O  d  SP* 

Setzt  man  die  Werte  von  x,  und  m^  aus  (3)  und  (4)  in  (2),  so 
folgt  als  Arbeit,  welche  aus  der  Anziehung  von  m  auf  m^  entspringt 

/ex  _        r^^dr^sinededy 

(5) 


e  m  g  ^j  » 

Vr^  +  r,*-2rr,co8© 
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loiegriert  man  diesen  Aosdrack  (5)  der  Reihe  nach 

in  Hinsicht  7  von  0  bis  2  7r 

7i  Ö      »       0      „  TT 

Ti        T/    »     0    „       R, 

so  erhält  man  die  Arbeit  a,  welche  aus  der  Anziehung  des  Teil- 
chens m  auf  alle  übrigen  Teilchen,  welche  an  der  Verdichtung  Anteil 
nehmen,  hervorgeht  Diese  Arbeit  ist  daher  für  die  angegebenen 
Grenzen 

a  =  emp  [ff     r,^d  r.sineded  » 

JJjKr«  +  r,«-2rr,co8e 
Die  Integration  in  Hinsicht  (f  gibt 


r  r        r,^  d  r^  sin  e  d  < 
""^JJ  Fr«  +  r,«-2rr, 
Da  sin  O  d  9  =  —  d  (cos  8),  so  kann  man  auch  schreiben 


.  .... e 

a  =  2yre 

cosO 


(e,        ..,„.„,J.M.Jp=^l^ 


cosO 


Um    die    Integration    in    Hinsicht   S   auszuführen,    berücksichtige 
man,  dass 


d  V  a  —  b  cos  O  = 


b  d  (cos  e) 


2  V  a  —  b  cos  O 

und  folglich  durch  Umkehrung 

—  d  (cos  B)  2  !/• ~ 

-,.  =^  =  -r-  K  a  —  b cos e. 

K  a  —  b  cos  0        ^> 


J- 


Hiernach  wird  auch  sein 

—  d  (cos  e) 


/ 


=  —Kr*  +  r,^  -  2rr,cos©. 


Vr*  +  r,»  — 2rr,cos»       rr, 

Der    Wert    dieses    Integrals    zwischen    den    Grenzen    0  =  0   und 
©  =  TT  ist 

^^^  'h; (^'•»  +  r,«  +  2rr,  -  V  r«  +  r,«  -  2rr,). 

Hierin  kann  nu^  r,  grösser  oder  kleiner  als  r  sein.     Wenn  r,  <  r,       /K// 
so  wird   der  Wert  von  (7)  =»  — ;    es    liegt    alsdann    die    anziehende  ' 

Masse  m  ausserhalb  aller  der  Kugelschalen,  deren  Halbmesser  variieren 
können  zwischen  0  und  r.     Wenn  r,  >  r,  so  wird   der  Wert  von  (7) 

2 

=  — ;  in  diesem  Fall  liegt  die  Masse  m  innerhalb  aller  Kngelschalen, 

deren  Halbmesser  von   r  bis  R   wachsen    können.      Wegen    der   ver- 

2  2 

schiedenen    Werte  —  und  —  ist  es   daher   nötig,   die  Integration   in 

Aatenheimer,  Blemoiterbiieh.  8ft 
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Hinsicht  der  dritten  Variabein  getrennt  aoszaführen.     Man  erhält  mit- 
hin aas  (6) 

/«N  «  /T  2r,2dr,    ,    P«  2r,2drA 

Nun  ist    1    — =  -T-  r^,      (     2  r^  d  r,  =  R^  —  r^ ;  daher  die  Samme 

Jo         r  o  Jt 

dieser  Werte  =  R*  —  |  r^.    Führt  man  diesen  Wert  in  (8),  so  kommt 

(9)  a  =  27remp(R«  — |r*). 

Man  beschreibe  vom  Mittelpunkt  der  verdichteten  Kngel  ans  zwei 
Kngelflächen  mit  den  Radien  r  nnd  r  +  d  r ,  so  schliessen  beide  Flä- 
chen anendlich  viele  Massenteile  wie  m  ein.  Denken  wir  uns  alle 
diese  Massenteile  gleich  gross,  so  entspricht  jedem  eine  gleiche  Ar- 
beit =  a.  Die  Arbeit,  welche  somit  allen  zwischen  diesen  zwei  Kagel- 
flächen  eingeschlossenen  Teilchen  entspricht,  ist  der  Anzahl  dieser  Teil- 
chen, d.  h.  der  eingeschlossenen  Masse  proportional.  Yertanscht  man 
daher  in  (9)  die  Masse  m  mit  der  Masse  4  p  r^  tt  d  r  jener  Engelschale, 
so  erhält  man  als  Arbeit,  welche  aas  der  Anziehung  aller  Teile  jener 
Schale  auf  alle  Teile  überhaupt  hervorgeht,  den  Wert 


87r«ee«(R>r«--y-^dr. 


Wird  dieses  Differential  integriert  von  r  =  0  bis  r  =  R,  so  erhält 
man  die  Arbeit,  welche  der  Anziehung  aller  Teile  auf  alle  Teile  ent- 
spricht, gleich 

(10)  f|7r«ep«R». 

In  diesem  Ausdrucke  sind  die  Arbeiten,  welche  aus  der  Anziehung 
von  m  auf  m,  und  von  m,  auf  m  hervorgehen,  gleich  gross.  Da  sich 
dies  für  je  zwei  andere  Teilchen  ebenso  verhält,  so  ist  die  gesammte 
Arbeit,  weiche  aus  dem  Verdichtungsprozess  entspringt,  nur  die  Hälfte 
von  (10).     Bezeichnet  man  diese  Arbeit  mit  A,  so  ist  mithin 

(11)  A  =  H^*«e*R*- 

Man  nenne:  s  die  mittlere  Wärmemenge,  welche  nötig  ist,  um 
eine  Masseneinheit  des  Stoffes  um  1®  nach  Celsius  zu  erwärmen; 
E  =  424  Kilogramm -Meter  die  mechanische  Arbeit  (§  255),  welche 
zur  Hervorbringung  einer  Kalorie  Wärme  erforderlich  ist,  wenn  sich 
die  Arbeit  vollständig  in  Wärme  umsetzt  und  t  die  ursprüngliche  Tem- 
peratur, welche  der  Himmelskörper  infolge  des  Verdichtungsprozesses 
annehmen  wird. 

Nun  ist  die  Masse  des  Himmelskörpers  gleich 

*R»^e. 

Wird  diese  Masse  von  0  auf  1  Grad  erwärmt,  so  ist  hierzu  eine 
Wärmemenge  nötig  =fR^7rps  Kalorien;  für  eine  Erwärmung  von  0 
auf  t  Grade  steigt  diese  Wärme  auf  4 1^'  ^  ?  s  t.  Jede  dieser  Kalorien 
kann  entstanden  gedacht  werden  ans  einer  Arbeit  «=  E ,  also  jene  im 
ganzen  Ball  enthaltene  Wärme  aus  einer  Arbeit  =  -^  R'  ;r  p  s  t  E.    Diese 
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Arbeit  mass  gleich  sein  der  Grösse  A  in  Formel  (11),  anter  der  Yor- 
anssetzang,  dass  während  des  Verdichtangsprozesses  keine  Wärme  darch 
Ansstrahlnng  an  den  Weltraum  verloren  gegangen  sei.     Hieraas  folgt 

|R»7rp8tE  =  ||7r2p3eR«. 

(IS)  '-T^"*- 

Da  die  Grössen  e  and  E  konstant  sind,  so  ist  mithin  die  arsprang- 
liche  Temperatur  t  eines  Himmelskörpers  proportional  seiner  Ober- 
fläche ttR^  and  seiner  Dichtigkeit  g. 

Setzt  man  die  Grösse  s  fdr  alle  Himmelskörper  als  konstant  voraas 
and  bezeichnet  mit  t,  die  arsprüngliche  Temperatur,  mit  R,  den  Radias 
and  mit  g,  die  Masse  der  Kabikeinheit  eines  andern  Himmelskörpers, 
so  ist  nach  (12) 

Durch  Division  von  (12)  und  (13)  folgt 

^^^^  t         p  R«  • 

um  die  ursprüngliche  absolute  Temperatur  der  Erde  zu  bestim- 
men, sei  M  die  Masse  der  Erde,  diese  Masse  als  gleichförmig  gedacht; 
G  das  Gewicht  der  Masse  p,  welche  in  der  Kabikeinheit  enthalten  ist, 
wenn  sich  diese  Masse  auf  der  Erdoberfläche  befindet,  s  die  spezifische 
Wärme  der  Erdmasse,  d.  h.  die  Wärme,  welche  nötig  ist,  um  1  Kilo- 
gramm der  Erdmasse  um  1  Zentigrad  zu  erwärmen,  so  ist  die  Erd- 
masse gleich 

(15)  fR»7rp  =  M 

und  nach  dem  Gesetz  der  Gravitation^  indem  man  G  als  Anziehungs- 
kraft der  Massen  M  und  p  auffasst,  welche  sich  im  Abstände  R  von 
einander  befinden,  gleich 

(16)  «-l|-  =  «- 

Das  Gewicht  der  Erdmasse  ist  =  f  R'  ;r  G.  Wird  dasselbe  von 
0  auf  1  Grad  erwärmt,  so  ist  eine  Wärmemenge  erforderlich  = 
^R'^Gs.  Wird  dieses  Gewicht  auf  t  Grad  erwärmt,  so  bedarf  es 
hierzu  einer  Wärmemenge  =  f  R'  tt  G  s  t.  Dieser  Wärme  entspricht 
eine  mechanische  Arbeit  =  f  R'  tt  G  s  t  E,  da  jede  Kalorie  Wärme  eine 
Arbeit  =  E  produzieren  kann.  Diese  Arbeit  muss  gleich  der  sein, 
welche  aus  dem  Yerdichtungsprozesse  der  Erde  entstanden  ist.  Man 
hat  daher  nach  (11) 

(17)  4R»7rGstE  =  A. 

Multipliziert  man  die  Gleichungen  (11),  (15),  (16)  und  (17)  mit 
einander,  so  folgt  die  gesuchte  Formel 

(18)  t  =  |-    ^ 


5    sE' 

25* 
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Nan  sei 

s  =  0,2,     E  =  424  Kg.-Met.,    R  =  6365000  Met., 
80  folgt  als  Wert   der  ursprüDgUchen  Temperatur  der  Erde  nach  (18) 

.       3-6365000       s^r^oKn    a 
(^^^  ^  =  5-0,2.424  =  ^^^^^  ®''^'- 

Vermöge  der  Formel  (14)  und  des  Wertes  von  t  ans  (19)  erhält 
man  folgende  Resultate  (Halbmesser  und  Dichte  der  Himmelskörper 
nach  dem  Annaaire,  1864) 

Radius         Mittlere  Temperatur- 

R.  Dichte  p.      Verhältnisse'^  t^ :  t. 

Merkur  0,391  2,940  0,45 

Venus  0,985  0,923  0,89 

Erde  1,000  1,000  1,00 

Mars  0,519  0,948  0,26 

Jupiter  11,225  0,238  30,00 

Saturn  9,022  0,138  11,23 

Uranus  4,344  0,180  3,40 

Sonne  112,060  0,252  3164,50 

Mond  0,273  0,557  0,04 


VII.    Differentialgleieliiiiigen  der  ersten  Ordnung  mit  Ewei 

Veränderliehen. 

SM.  Stnderaag  der  Yer&iderlicheii.      Die  Dififerentialgleichungen, 
welche  bisher  integriert  vrurden,  hatten  die  Form 

(1)  f(x)dx  =  »(y)dy 

oder  konnten  auf  einfache  Weise  auf  diese  Form  gebracht  werden. 
Diese  Gleichung  besteht  zwischen  zwei  Differentialen,  wovon  jedes  nur 
eine  Variable  enth&lt.  Man  sagt  deshalb,  die  Variabein  seien  in  der 
Gleichung  (1)  gesondert  oder  getrennt. 

Wenn  bei  einer  Differentialgleichung,  welche  die  Grössen  x,y, -r^ 

in  beliebiger  Verbindung  enth&lt,  diese  Sonderung  bewirkt  werden  kann, 
so  hat  man  nur  jedes  der  Differentiale  (1)  nach  den  in  frühem  Ab- 
schnitten angegebenen  Regeln  zu  integrieren. 

Diese  Sonderung  kann  sehr  oft  durch   blosse  Umformung  erzielt 
werden,  so  z.  B.  in  den  Gleichungen 

Ydx  +  Xdy  =  0,    woraus  -^  + -;^  =  0, 

XYdx  +  X'Y'dy  =  0,         y,       -^dx-h^dy  =  0, 
worin  Y  eine  Funktion    von  y  und  X  eine  Funktion  von  x  bezeichnet. 
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Bei  gewissen  FanktioDen   lässt  sich  die  Sonderaog  der  Variabeln 
erzielen  durch  Einfährang  einer  neaen  Veränderlichen.     Wenn  z.  B. 


dx. 


(2)  dy  =  f(-L) 

y 

80  setze  man  -^  =  t,  so  kommt 

X 

y  =  xt,       dy  =  xdt+tdx. 
Folglich  durch  Substitution  in  (2) 

xdt  +  tdx  =  f(t)dx, 

dx  _       dt 

X    "■  f(t)-f 

Sil.  S^idlerug  der  Yariabeli  bei  Uiearea  lifereitialglelchaigei. 

Man  nennt  eine  Gleichung  von  der  Form 

(1)  dy  +  f(x)ydx  =  SP(x)dx 

eine  lineare,  weil  die  abhängig  Variable  y  und  ihr  DiffereDtial  dy  nur 
in  der  ersten  Potenz  vorkommen. 
Behufs  der  Sondernng  setze  man 

(2)  y  =  Xt, 

worin  X  eine  Funktion  von  x  und  t  eine  neue  Variable  bezeichnet,  so 
erhält  man  durch  Differentiation  von  (2) 

(3)  dy  =  Xdt  +  tdX. 

Führt  man  die  Werte  von  y  und  dy  aus  (2)  und  (3)  in  (1),  so  kommt 

Xdt  +  tdX  +  Xtf(x)dx  =  y(x)dx. 

Da  der  Wert  von  X  willkürlich  ist,  so  kann  man  denselben  so 
wählen,  dass  die  beiden  Glieder ,  welche  X  enthalten ,  zusammen  =  0 
werden.     Dies  gibt  folgende  zwei  Gleichungen 


(4) 

dt  +  tf(x)dx  =  0; 

(8) 

tdX  =  y(x)dx. 

Aas  (4)  folgt 

-^=-fWdx, 

logt=-J*f(x)dx, 

(6) 

t  =  e-/'W''''. 

Setzt  man  diesen  Wert  von  t  in  (5),  so  wird 
(7)  dX  =  9>(x)dxe/f(x)dx. 

Wird  diese  Formel  (7)  integriert,  so  erhält  man  X.  Führt  man 
diesen  Wert  von  X  und  den  von  t  aus  (6)  in  (2),  so  erhält  man  den 
gesuchten  Wert  von  y. 
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Es  sei  z.  B.  za  integrieren 

dy  +  xydx  =  adx, 

so  ist  f  (x)  =  X,  9>  (x)  =  a.    Setzt  man  y  =  X  t,  so  wird 

r  X*  -- 

logt=  —  I  xdx=  — — ;     t  =  e    *; 

X«  p    X« 

dX  =  ae*dx;    X  =  a|e*dx, 
welcher  Wert  von  X  als  bekannt  angesehen  werden  kann.    Folglich 


xt    /»     X* 


y  =  ae     *     e  '  dx. 


S62.  Seidemg  der  Yeraiderllckei  bei  kenegeiei  Bifereitial- 
gleichiBgei.  Eine  Gleichong  heisst  homogen,  wenn  in  ihr  die  Anzahl 
der  Dimensionen  der  Veränderlichen  in  allen  Gliedern  dieselbe  ist 
Homogen  sind  demnach  die  Gleichangen 

xydy  +  x*dx  +  y*dx  =  0, 
dx+  .,,     ^  dy  =  0. 

Nnn  sei  allgemein 

(1)  f(x,y)dx  =  9(x,y)dy 

eine  homogene  Gleichung.  Man  setze  in  ihr  y  =  x  z,  so  wird  x  in  jedem 
Gliede  der  Gleichung  mit  demselben  Exponenten  vorkommen.  Ist  die 
Snmme  der  Exponenten  in  jedem  Gliede  =  n ,  so  ist  mithin  x*^  ein 
gemeinschaftlicher  Faktor  der  Gleichung.  Nach  Entfernung  dieses  Fak- 
tors werden  die  Vorzahlen  von  d  x  und  d  y  in  (1)  nur  noch  Funktionen 
von  z  sein.    Aus  (1)  folgt  deshalb 

(2)  ||-=V'«, 

worin  V^(z)  eine  Funktion  von  z  allein  bezeichnet.  Differentiiert  man 
y  =  xz,  so  folgt 

dy  =  xdz  +  zdx. 
Folglich  durch  Substitution  dieses  Wertes  von  dy  in  (2) 

xdz  +  zdx  =  V'Wdx, 
woraus  sich  ergibt 

dx dz 

"x"""    iff(z)  —  z  ' 

In  dieser  Gleichung  ist  nun  die  Sonderung  der  Variabein  vollzogen. 
Man  integriere  sie  und  fähre  den  Wert  von  z  aus  y  =  xz  ein,  so  erh&lt 
man  das  Integral  von  (1). 
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Es  sei  z.  B.  zu  integrieren 

(3)  (x  — y)dx  =  xdy. 

Man  setze  y  =  xz,  so  wird  (3)  zu 

(x  —  xz)dx  =  xdy 
oder  nach  Entfernung  des  gemeinschaftlichen  Faktors  x 

(4)  (l~z)dx  =  dy. 

Aas  y  =  xz  folgt  aber  dy  =  xdz  +  zdx;  hierfür  wird  (4) 

(1— z)dx  =  xdz  +  zdx;     (1  —  2z)dx  =  xdz, 

dx  ^       dz  1  d (—  2 z) 

X    ""   1  — 2z  ~        2    1  — 2z' 

Folglich  durch  Integration 

logx=  —  |log(l  —  2z)  +  ^loga, 

worin  \  log  a  die  Konstante  der  Integration  bezeichnen  soll.     Man  kann 
anch  schreiben 

log  X  =  -  log 


2     ®   1  — 2z' 

y 

Fährt  man  schliesslich  noch  z  =  -^  ein,  so  kommt  das  gesuchte  Integral 

X  (x  —  2  y)  =  a. 

MS.  Ydlstandlgkek  des  Mfereitlals  elier  Weichmg  nit  zwei 
Variabela.  Es  sei  f(x,y)  =  0  eine  Funktion  mit  zwei  Veränderlichen. 
Man  bezeichne  sie  mit'u,  so  wird  u  =  0  sein.  Durch  Differentiation 
erhält  man 

(.,  ..  =  (^)..  +  (-i)„.o, 

wobei  die  6r(Vssen  -^ —  und  -z —  die   partiellen    Differentialverhältnisse 

dx  dy  '^ 

der  Funktion  in  Hinsicht  x  und  y  sind  (§  281).     Man  setze  nun 

SO  wird  Gleichung  (1) 

(3)  du  =  Pdx  +  Qdy  =  0. 

Man  differentiiere  P  in  Hinsicht  y  und  Q  in  Hinsicht  x,  so  kommt 

dP  ^   d^n         dQ  ^    d'u 
dy       dxdy'       dx       dydx' 
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d^u  d*u 

Da  nun  aber  -j — r—  =  i — r- ,  indem  es  gleichgültig  ist,  ob  man  u  zuerst 

dxdydydx 

in   Hinsicht  x,   dann  in  Hinsicht  y  differentiiert  oder  umgekehrt,   so 

wird  sein 

(4)  '^   -  '^ 


dy         dx  * 

Wenn  ein  Differential  zwischen  zwei  Variabein  so  beschaffen  ist, 
dass  die  Bedingung  (4)  erfüllt  wird,  so  nennt  man  das  Differential  ein 
vollständiges  oder  genaues.  Ein  vollständiges  Differential  kann 
so  aufgefasst  werden,  als  sei  es  durch  unmittelbare  Differentiation  aus 
der  ursprünglichen  Funktion  abgeleitet  worden.  Bin  solches  Differen- 
tial kann  immer  integriert  werden.  Ein  allgemeines  Verfahren  hierzu 
ist  folgendes. 

Man  integriere  zuerst  die  Gleichung 

P  =  4^     oder    du  =  Pdx 
dx 

in  Hinsicht  x,  so  wird  man  erhalten 

(5)  u^fPdx  +  Y. 

Die  Grösse  Y  vertritt  hier  die  Stelle  der  Konstanten,  ist  aber 
allgemein  als  eine  Punktion  von  y  zu  betrachten,  welche  noch  bestimmt 

werden  muss.     Man  bezeichne  das  Integral    I  Pdx  mit  D,  so  ist 

u  =  ü  +  Y. 
Diese  Gleichung,  in  Hinsicht  y  differentiiert,  gibt 

du        du    ,    dY 


dy        dy         d  y  * 
Da  nun  aber  auch  — —  =  Q,  so  wird  mithin 


ij 


"-«aY-(f)a,. 


y 

Somit  erhält  man  durch  Integration  in  Hinsicht  y: 


^=/[«-4f]^'- 


Führt   man   diesen    Wert  von  Y  in  (5),  so  erhält  man  den  Wert 
von  n,  somit  das  gesuchte  Integral. 

M4.  Iilegriereidler  Pakt«r.     Wenn  ein  Differential 

(1)  Mdx  +  Ndy=:0 

zwischen  zwei  Veränderlichen  x,  y  kein  vollständiges  ist,  so  kann  es 
durch  einen  Faktor  z,  der  im  allgemeinen  eine  Funktion  von  x,  y  sein 
wird,  zu  einem  vollständigen  gemacht  werden. 
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Denn  nach  der  Bedeatnng  von  z  wird  also  das  Differential 

(2)  Mzdx  +  Nzdy  =  0 

ein  voIlstäDdiges  sein,  also  die  Bedingung  erffillen 

d(Mz)  __  d(Nz) 
dy  dx 

Allein  diese  letzte  Gleichung  gibt,  indem  man  die  Differentiation  ausführt 

(3)  M  -7--  +  z  -j—  =  N  -p-  +  z 


dy  dy  dx  dx  * 

Wenn  die  Grösse  z,  welche  man  den  integrierenden  Faktor  nennt, 
aas  dieser  Gleichung  (3)  bestimmt  werden  kann,  so  multipliziere  man 
(1)  damit  und  es  wird  diese  Formel  integriert  werden  können. 

Allein  z  l&sst    sich   ans  (3)  nur    in    besondern  Fällen  ermitteln. 

Unter  diesen  Fällen  heben  wir  denjenigen  hervor,   wo  z  eine  Funktion 

von  einer  der  Variabeln  x,  y  ist. 

dz 
Es  sei  z  eine  Funktion   von  x,  so  wird  -3 —  =  0.     Hierfür  folgt 

dy 

aus  (3) 

dM       dN 

(4)  dz  dy        dx     , 

z  N 

dz 
Ist  z   eine  Funktion  von  y ,  so  wird    -r—  =  0    und    man    erhält 

dx 

aus  (3) 

dN       dM 

(5)  dz  dx         dy     ^ 

— = — M — ''y- 

Wird  der  Ausdruck  (4)  oder  (5)  integriert,  so  erhält  man  den 
integrierenden  Faktor  z. 

Es  sei  zu  integrieren  die  Differentialgleichung 

(6)  (l  +  ay'l  +  x*)dx  +  2byVl  +  x2dy  =  0. 

Da  mit  M  die  Vorzahl  von  dx,  mit  N  diejenige  von  dy  bezeichnet 
wird,  so  ist 

Die  Werte  von  -^ —  und  -z —  sind  verschieden.     Die  Formel  (6) 

dy  dx 

ist  also  kein  genaues  Differential.  Gesetzt,  es  gebe  einen  integrieren- 
den Faktor  z  dieser  Gleichung,  welcher  nur  eine  Funktion  von  x  ist, 
so  wird  man  nach  (4)  erhalten 

dz  _  xdx 

T"""  ""  1  +  X«  • 
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Somit 

logz  =  —  ilog(l  +  X»)  +  ilogc, 

wenn  die  IntegrationskoDstaDte  mit  ^logc  bezeichnet  wird.     Dies  gibt 
auch 


'"«-'»«l/i^-  '-Vi 


+  x« 


Multipliziert    man  die   gegebene  Gleichung  mit  diesem   Werte   von  z, 
so  kommt 

y7^p^===  +  a^dx  +  2by'cydy  =  0. 

Das  Integral  dieser  Gleichung  ist 

Kc  [log(x  +  V 1  +  xO  +  ax]  +by«"Kc  =  c' 
oder   indem   man    mit  VT  dividiert  und  c':  }^c  mit  h  bezeichnet 
(7)  log(x  +  V  1  +  X«}  +  ax  +  by*  -  h  =  0. 

Wird  diese  Formel  differentiiert,  so  erhält  man  in  der  That  die 
gegebene  Gleichung  (6).    Somit  ist  (7)  das  Integral  von  (6). 

Man  sieht  übrigens,  dass  in  der  vorgelegten  Gleichung  die  Sonde- 
rung der  Variabein  durch  Division  mit  Vi  +  x*  ausgeführt,  die  Inte- 
gration somit  ohne  einen  integrierenden  Faktor  bewirkt  werden  kann. 

3i5.  ilfferenUalgleiehuig  ait  dea  ^nadrat  des  iiffereitialverUlt- 

■isses.     Eine  Differentialgleichung  zwischen  den  Variabein  x,y  enthalte 

dy 
das  Differentialverhältnis  -r-^  in  der  ersten  und  zweiten  Potenz,  so  kann 

dx 

diese  Gleichung  auf  die  allgemeine  Form 

gebracht  werden,    wo  P  und  Q  Funktionen  von  x  oder  y  oder  beiden 

Variabein  sein  können. 

dy 
Man    löse  Gleichung  (1)   wie    eine  quadratische   in  Hinsicht  -^ 

auf,  so  erhält  man   zwei  Wnrzelwerte.     Diese  seien  A  und  B,  so  geht 
die  gegebene  Gleichung  über  in  das  Produkt 


(Ä-*)(Ä-»)-»- 


Diese  Gleichung  kann  nur  bestehen,  wenn  der  eine  oder  andere  der 
Faktoren  =  0  ist.  Daher  entstehen  folgende  zwei  Differentialgleichungen 
der  ersten  Ordnung 

(2)  dy  =  Adx;       dy  =  Bdx. 

Lassen  sich  diese  integrieren,  so  multipliziere  man  ihre  Integrale 
mit  einander  und  das  Produkt  ist  das  Integral  der  gegebenen  Gleichung  (1). 
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Als  Beispiel  diene  die  GleichoDg  (-^)  —  a' =  0,  so  folgt 
darch  Zerlegnog  in  ein  Produkt 

»      (if-)(ij +•)-»• 

Daher  ergeben  sich  die  Gleichungen  der  ersten  Ordnung 

dy  =  adx;      dy=— adx 
und,  da  a  konstant  ist,  durch  Integration 

(4)  y  =  ax  +  C;      y=-ax  +  C'. 

Diese  Gleichungen  entsprechen  zwei  Geraden;  die  eine  hat  a,  die 
andere  —  a  zur  trigonometrischen  Tangente  des  Winkels ,  den  sie  mit 
der  Abscissenachse  macht.  Die  Linien  liegen  daher  zu  beiden  Seiten 
dieser  Achse  und  bilden  mit  ihr  gleiche  Winkel.  Die  Konstanten  G,  G' 
sind  die  Stücke,  welche  sie  auf  der  Ordinatenachse,  vom  Anfangspunkt 
aus,  abschneiden.    Hiemach  geht  Gleichung  (3)  über  in 

(y  -  a  X  -  C)  (y  +  a  X  -  CO  =  0 

oder  durch  Ausführung  der  Multiplikation  in 

y2  -  (C  +  COy  -  a«x«  -  a(C  -  COx  +  CG'  =  0. 

Diese  Gleichung  ist  das  Integral  der  gegebenen  Differentialgleichung. 
Sie  stellt  eine  Hyperbel  dar  für  jenen  speziellen  Fall,  wo  die  beiden 
Kurven  in  zwei  Gerade  übergehen ,  die  sich  für  C'  =  C  im  Mittel- 
punkt schneiden. 

In  vielen  Fällen  führt  jedoch  die  Auflösung  der  Gleichung  (1)  auf 
zwei  solche  Gleichungen  (2),  bei  welchen  eine  Sonderung  der  Veränder- 
lichen nicht  gelingt.    Man  kann  alsdann  folgendes  Verfahren  versuchen. 

Es  werde  Gleichung  (1)  in  Hinsicht  x  oder  y  aufgelöst  und  sodann 

dy 
-- —  =  p  eingeführt,  so  erhält  man  den  Zusammenhang  zwischen  x,  y 

und  p  unter  einer  der  beiden  Formen 

Gesetzt  es  gelinge  die  Herstellung  der  zweiten  dieser  Gleichungen, 
so  liefert  ihre  Differentiation  eine  Gleichung  der  ersten  Ordnung  zwi- 
schen X  und  p.  Denn  die  Grösse  dy,  welche  links  noch  vorkommt, 
kann  sofort  durch  pdx  ersetzt  werden.  Man  ermittele  nun  das  Inte- 
gral dieser  Gleichung  und  eliminiere  p  aus  dieser  Integralgleichung 
und  der  gegebenen  Gleichung,  so  erhält  man  das  gesuchte  Resultat. 
Zwei  Beispiele  mögen  das  Verfahren  erläutern. 

I.   Es  sei  zu  integrieren 


^^^  i^y + "  -  by = 0. 


Nach  dem  im  vorhergehenden  Paragraphen  angegebenen  allgemeinen 
Verfehren  erhält  man  folgende  zwei  Gleichungen  der  ersten  Ordnung 
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dx  dx 

Da  aber  in   denselben  die  Sonderang  der   Veränderlichen  nicht  direkt 

möglich  ist,  so  wende  man  das  soeben  angegebene  spezielle  Verfahren 

dy 
an.     Zn   diesem  Zwecke   setze  man  -j^  ==  p  in  (5),  so  folgt 

dx 

by  =  p*  +  ax 

also  durch  Differentiation,  nachdem  noch  dy  durch  pdx  ersetzt  worden 

bp  —  a 

Diese  Gleichung  kann  aber  integriert  werden.     Man  setze  bp  -—  a 
=  bz,  so  wird 

,          ,                  a  +  bz 
dp  =  dz;     p  = 1^ ; 

und  durch  Integration 

2 

x  =  -rj-[alogz  +  bz]  +  C; 


X 


b* 
=  -^[alog(p-y)  +  bp-a]  +  C. 


Eliminiert  man   nun  aus  dieser  und  der  gegebenen  Gleichung  die 
Grösse  p,  so  erhält  man  das  Integral  von  (5). 

II.   Es  sei  ferner  zn  integrieren 

(6)  ydx-xVdx«  +  dy«  =  0. 
Man  erhält  zunächst  durch  Einföhrung  von  p 

(7)  y  =  xVT+i« 
und  durch  Differentiation 

pdp 


dy  =  dxVl  +  p*  +  x 


Ki+p*' 

Daher,  wenn  dy  durch  pdx  ersetzt  wird 

(p-rr+?)dx=xpi^. 

K  1+p^ 

Multipliziert  man  noch  auf  beiden  Seiten  mit  p+  K  l  +  p*>    so  geht 
die  Gleichung  über  in 

dx  ,  p'dp 

__=:-pdp- 


VT+p* 
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Die  Integration  dieser  Gleichung  gibt  anter  Benatznng  von  Formel  (5), 
§  82 

log  X  =  i  [  log  (p  +  Vmv)  -  p>  -  p  VT+i»]  +  C. 


,  V7^ 


X 


2 


Setzt   man   den   Wert  p=± — aus   (7)    hier    ein,    so 


erhält  man  das  Integral  von  (6). 


X 


366.  ImtegratUn  der  VlffereBtialilelchuBgeB  durch  Eeihei.  Bis- 
weilen gelingt  es  eine  DifPerentialgleichang  durch  eine  konvergente  Reihe 
zu  integrieren.  Wir  zeigen  das  Verfahren  nach  der  Maclaor  in 'sehen 
Reihe  und  nach  dem  Satz  der  unbestimmten  Koeffizienten. 

I.    Die  Maclaurin'sche  Reihe,  §  277,  Formel  (3),  ist 

(1)         f(x)  =  f(a)  +  f(a)(x-a)  +  f-(a)^^^^^  +  .. 
Dafür  schreibt  man  auch  häufig 

wobei   die  Bedeutung  von  y»,  f-j~-)   »••  durch   Vergleichung  mit  (1) 

sich  leicht  ergibt. 

Nach  dieser  Reihe   soll  integriert  werden  die  Differentialgleichung 

<»)  ai  =  TT  +  '■ 

Man  erhält  durch  DifiPerentiation  von  (3) 

dx»  ~"        2x2  +    2x   "*"^'       dx«  ~  X»         2x«  "^   2x  "^  ^^ 

d^y  ^ ?_  J_«l 3.3. 

dx*  X*    "^     x»  2x2  +    2x   ■^^' 

d^y  _    36 ?_,__? 3  3 

dx'*  "    x*  X*    +    X»  2x2"^   2x    +y'"-«-^- 

Man  bezeichne  nun  denjenigen  Wert  von  y,  welcher  für  x  =  a 
entsteht,  mit  ya  und  fähre  diese  gleichzeitigen  Werte  von  x  und  y  in 
die  vorstehenden  Differentialverhältnisse  ein  und  sodann  die  entstandenen 
Resultate  in  die  Reibe  (2),  so  erhält  man 

'-'■+(-^+'0<'-"+(-ip-+^+'-)^nl^ 

'^W    2a>"^2a'''yV    1-2    "^V    a*'^ä»    2a>"^2a'^y'/2T3T 
+f36_A  .  A 3,3  N(x-a)» 
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In  dieser  Reihe  vertritt  die  Grösse  y»  die  Stelle  der  IntegratioDS- 
koDStanten. 

Nehmen  wir  an,   es  werde  fär  a  ==  1  die  Grösse  y»  =  1,  so  geht 
die  vorstehende  Reihe  über  in 

w     y      ^-r  ^\j     x;-r     ^^     -r*    ^  ^-a       "    2-3.4 

Dm  za  prüfen,   ob  die  Reihe  (4)  in  dem   angegebenen  Sinne  das 
Integral  von  (3)  ist,  bilde  man  die  Differentialqnotienten  von  (4)  and 
/>V        vergleiche  sie  mit  d^en  aas  (3).     Die  von  (4)  sind 

0=  1       +4(x-l)  -|.(x-l)«  +  ^(x-l)»  +  .. 

0=  +4  -   6(x-l)   +^(x-l)«  +  .. 


d*y 
dx* 


-  6  +81(x  — 1)  +.. 


Diese,  sowie  die  aas  (3)  abgeleiteten  Differentialqaotienteo  geben  für 
X  =  1  nnd  y  =  1  die  folgenden  gleichen  Werte: 

dx         2'     dx2       ^'     dx»       *'     dx*  ^'  '*•  *•  ^• 

Diese  Reihe  ist  konvergent  fdr  Werte  von  x  —  1,  welche  zwischen 
—  1  and  +  1  liegen,  also  für  Werte  von  x  zwischen  0  and  2. 

II.   Behnfs   der  Integration  darch  Reihen   wendet  man  oft 
mit  Vorteil  die  hypothetische  Gleichung 

(6)  y  =  A  +  Bx  +  Cx2  +  Dx«  +  . . 

an,  worin  A,B, G, ..  konstante,  von  x  and  y  anabhängige  Faktoren 
bezeichnen,  welche  nach  der  Methode  der  anbestimmten  Koeffizienten 
bestimmt  werden. 

Es  sei  za  integrieren 

(6)  if="-y'- 

Aas  (6)  folgt  -^  =  B  +  2 Cx  +  3Dx«  +  4Ex*  +  . . 

dy 
Setzt  man  diese  beiden  Werte  von  —r^-  einander  gleich,  so  kommt 

dx 

y«  =  a X  -  (B  +  2  C X  +  3  Dx*  +  4  E X«  +  . .). 

Ersetzt  man  hierin  y^  darch  den  aas  (6)  hervorgehenden  Wert,  so 
erh&lt  man 


A«  +  2ABx  +  2AC|x'  +  aAD|i'  +  ..-«i-(B  +  »Cj  +  3Di'  +  ..) 
+  B'     I      +2Bc|      +.. 

1d  dieser  Gleicbnog   mösaen  die  VorzsbIeD   gleich  hober  PoteouD 
der  Variabelo  gleich  sein.     Dies  fährt  ZQ  folgeodeD  RelatiooeD 

B--A',     BAB  =  a-2C,     2AC  +  B' =  -  3D,. . 
C_A'  +  i,     D=-A'  +  Al,.. 

8«tzt  man  die8e  Werte  B,C,  D,..  in  (5),   so  erhUt  man  die  gesuchte 
Reihe 

»-*-a*'  +  (**  +  t)''-(*'-T^)-"+  • 

Diese  Formel  iat  das  Integral  von  (6).     Die  nnbeatimmte  GrOase  A 
bezeichnet  die  Konstante  der  Integration. 

M7.   iNlegntUa  der    llfereitlalglelckMgei    dueh    HeiilnkUw. 

Bs  sei  eine  Gleicbnng  von  der  allgemeiDen  Form 


(„  'G,„ii-).o 


gegeben.  Hao  soll  durch  Ronstralction  den  Zasammeohang  zwischen 
den  Variabein  x,  y  angeben. 

Damit  die  Anrgsbe  bestimmt  wird,  mass  ein  Pankt  B  (Fig.  126) 
durch  seine  Koordinaten  OA  =  a,  AB  =  b,  darch  welchen  die  ans  (1) 
hervorgehende  Kurve  BE  gehen   soll,   gegeben 
sein.     Setzt  man   nnu  die  Werte  x  =  a,  y  =  b  Fig.  126. 

in  (1),  so  findet  man  deo  entsprechenden  Wert 

dy 
von  -7-^.     Dieser  Wert  ist  die  trigonometrische 

Tangente  des  Winkels,  welchen  die  Knrve  im 
Pnnkte  B  mit  der  Abscisseoachee  Oz  bildet. 
Ist  deshalb  BB'  eine  Tangente  an  die  Knrve 
and  BG  parallel  in  Ox,  so  ist  jener  Wert  von 
dy 
— ^  =  tang  B'  B  C.     Lässt  man  nan  a  nm  eine 

sehr  kleine  GrOsse  Ax  =  AA'  =  BC  zonehmen,  so  wird  der  Zn- 
wachs  CB'  der  Ordinate  AB  aas  dem  rechtwinkeligen  Dreieck  CBB' 
sehr  ann&hernd  erbalten  gleich 

CB'  =  BCtangCBB'. 

Allein  tangCBB'  ist  berechnet  und  Ax  angenommen;  also  ist 
anch  die  Ordinate  A'B'  =  AB  +  B'C  als  gefunden  zd  betrachten. 
Entsprechende  Werte  der  Gleichung  (1)  sind  also 


x  =  a+Ax;     y  =  b  +  (-^)Ax. 
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Setzt  man   dieses  Paar  Werte  in  (1),  so  erhält  man  einen  nenen 

dy 
Wert  von  -r^.      Dieser  ist    die   trigonometrische  Tangente   des  Win- 
dx 

kels  G'B'B'',   welchen   die  Tangente  B'B''  durch   den   Punkt  B'  mit 

der  Abscissenrichtnng  B'C  bildet.     Lässt   man  also  die  Abscisse  nm 

die  sehr  kleine  Grösse  A'A''  =  B'C'  zunehmen,    so  erhält   man  als 

Zuwachs  G'B''  der  Ordinate 

C  B"  =  B'  C  tang  C  B'  B''. 

Hieraus  ergibt  sich  der  ganze  Wert  der  Ordinate  A"  B"  =  A'  B'  +  C  B". 
Auf  diese  Weise  kann  man  eine  hinreichende  Anzahl  von  Punkten 
der  Kurve  konstruieren.  Folglich  kann  man  auch  fdr  irgend  einen 
Wert  von  x  den  entsprechenden  von  y  finden.  Die  Resultate  werden 
um  so  richtiger,  je  kleiner  die  Abscissenzu wachse  Ax  genommen  werden. 

Beispiel.     Man  soll  die  Differentialgleichung 

(2)  2xydy  —  3ydx  +  2xdx  =  0 

konstruieren,    unter    der    Voraussetzung,    dass    die   Kurve    durch    den 
Punkt  X  =  1,  y  =  1  gehe. 

Man  erhält  aus  (2) 

^"^^  dx        2x        y- 

Für  X  =  1,  y  =  1  wird  -r^  =  0,5.    Ist  deshalb  0 A  =  AB  =  1, 
'  "^  dx  * 

so  ist  tang  C  B  B' =  0,5.     Nun  nehme  man  Ax'»0,05,  so  wird 

OB'  =0,05-0,5  =  0,025, 

A'B' =  1  +  0,025=  1,025. 
Setzt  man  x  =  0  A'  =  1,05  und  y  =  1,025  in  (3),  so  wird 

4^  =  tang  C  B'  B"  =  0,452962. 
dx 

Nimmt  man  daher  den  Zuwachs  A'A''  =  0,05,  so  wird 

B''  C  =  0,050  •  0,452962  =  0,022648, 

A"B"=  1,025  +  0,022648=  1,047648,  u.  s.  w. 

Auf  diese  Weise  erhält  man  für  6  auf  einander  folgende  Punkte  x,y 
der  Kurve 

X  =  1   1,05    1,10     1,15     1,20     1,25 
y  =  l   1,025   1,0476   1,0681   1,0838   1,0976 

Dieses  Kurvenstuck  kehrt  mithin  die  hohle  Seite  der  x  Achse  zu. 

M8.  AiigeMeines  Integral  einer  DilTereitialgielchug.    Aus  §  367 

ergibt  sich,  dass  jeder  Differentialgleichung  f  ( x,y,  ~|     )  =0  eine  Kurve 

entspricht.     Die  Gleichung  dieser  Kurve  ist  das  Integral  der  gegebenen 
Differentialgleichung. 
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Allein    da   der   Paukt  B   (Fig.   127),   durch  velcben    die   Karre 
geheo  soll,  beliebig;  gen&hlt  werden  kann,  so  entsprechen  der  Differen- 
tialgleicbang  aneodlicb  viele  Kurven  B,  B',  B", . . .     Diese  Kurven   sind 
in   ihrer   Lage   and    im    allgemeinen   auch    in   ihrem 
Lanfe  verschieden,     Sie  habeo   die  ollen   gemeinsame         ^'B-  127. 
Bigenscljaft,    dass   ihre   Neigung  zur  Abscisseuachse 
för    irgend   einen  Pankt   der  Kurven    eine  Funktion 
ist  der  Koordinaten  dieses  Punktes,  d.  h.  sobald  die 
Koordinaten  eines  Punktes  gen&blt  sind,  ist  auch  der 
Lauf  der  Kurve,   welche  durch   denselben   gebt,   be- 
stimmt.    Das  Integral,   am  ebenso  allgemein   zu  sein 
wie  die  DifFerentialgleicbang,    mass   daher  alle  diese 
Kurven  darstellen.      Dies  ist   der  Fall,    wenn  das  In- 
tegral eine  willkürliche  Konstante  eoth&lt,  welche  nicht  in  der  Differen- 
tialgleichaog  vorkommt  und  darch  deren  Wahl  zu  irgend  einer  Kurve 
Bbergegangen  werden  kann. 

Der  fragliche  Debergang  ist  aber  aach  in  der  That  durch  eine 
einzige  wirkliche  Eonstante  mO)(lich.  um  das  einzusehen,  ziehe  man 
in  der  Ebene  der  Kurven  eine  Gerade  A  B'  B"  . .  parallel  zur  Achae  0;, 
im  Abstände  s  ^  a  zur  Ordinatenachse.  Alle  Kurven  werden  diese 
Gerade  schneiden  und  zwar  in  Punkten,  welche  verschiedene  Abstände 
von  der  Abscisseuachse  haben.  Sobald  nun  auf  dieser  Geraden  die 
Abstftnde  AB,  AB', ..  gewählt  sind,  ist  anch  die  entsprechende  Kurve 
bestimmt. 

Das  Integral  mit  der  willkürlichen  Konstanten  heisst  das  allge- 
meine Integral.  Legt  man  den  Konstanten  einen  bestimmten  Wert  bei, 
ao  wird  das  Integral  zu  einem  partikulären  (§  84). 

SCI.  Sligilires  lalegnl  ■■  elaer  llffereatialglelchMg.     Es  sei 

(1)  F(i.y,c)  =  0 

das  Integral  einer  DifFerentialgleichung  und  die  Grösse  c  die  Konstante 
der  Integration.  Gibt  man  dieser  Konstauten  verschiedene  Werte,  so 
erhält  mau  aus  dem  allgemeinen  Integral  (1)  ebenso  viele  partiku- 
läre Integrale.  Diese  stellen  Karvea  (Fig.  128)  derselben  Art  dar, 
die  sich  möglich  er  weise  schneiden  ItOnnen.  Lässt  man  in  dem  Falle, 
dass  sie  sich  schneiden,  die  GrOsse  c  durch  uneudlicb 
kleine  Intervalle  sich  ändern,    so  werden    die  auf-  FiR-  128. 

einander  folgenden  Durch  Schnitts  punkte  B,  B',  B", .. 
der  entsprechenden  Kurven  eine  neue  Kurve  bilden, 
welche  jede  der  andern  Kurven  berührt  und  des- 
halb einhülleude  Kurve  genannt  wird.  Die 
Gleichung  dieser  einhüllenden  Kurve  i^t  das  sin- 
gul&re    Integral    der    gegebenen    Differentialglei- 

dy 
chung.     Das  Differentialverh&ltnis  -'    ,  wie  es  aus 

dem  singulären  und  dem  allgemeinen  Integral  (1)  folgt,  erhält  den 
gleichen  Wert  für  den  Berührungspunkt  der  einhüllenden  und  der  ein* 
gehüllten  Kurve. 
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um  das  siognläre  Integral  ans  dem  allgemeinen  zu  bestimmen, 
gehe  man  von  einer  Enrve  aas,  welche  einem  bestimmten  Wert  von  c 
entspricht,  lasse  sodann  c  in  c  -|-  d  c  übergehen,  so  verwandelt  sich 
die  Gleichung  (1)  in 

(2)  F(x,y.c)+-^^^^f^dc  =  0. 

de 

Diese  Gleich ang  stellt  eine  Kurve  dar,  welche  der  angenommenen 
unendlich  nahe  liegt.  Durch  Vergleichung  von  (2)  und  (1)  folgt,  dass 
der  zweite  Teil  von  (2)  gleich  Null  sein  muss.  Dies  ist  der  Fall, 
wenn  entweder  d  c  =  0  oder  wenn  das  DifFerentialverh&ltnis 

de 

gesetzt  wird.  Aus  d  c  =  0  folgt,  dass  c  konstant  sei,  was  zu  keiner 
weitern  Relation  führt.  Eliminiert  man  dagegen  die  Grösse  c  ans  (1) 
und  (3),  wodurch  man  die  Grössen  x,  y  in  beiden  Gleichungen  als 
gleich,  d.  h.  als  Koordinaten  der  Durchschnittspunkte  zweier  Kurven 
ansieht,  so  erhält  man  eine  Gleichung  zwischen  x,  y,  welche  der  ein- 
hüllenden Kurve  angehört. 

Man  differentiiere  daher  das  allgemeine  Integral  in  Hinsicht  der 
Konstanten  c,  setze  das  entstandene  Differentialverh&ltnis  =  0  und 
eliminiere  hieraus  und  aus  (1)  die  Konstante  c.  Erhält  man  auf  diese 
Weise  eine  Relation  zwischen  x  und  y,  so  ist  diese  das  singulare 
Integral.  Erhält  man  auf  diesem  Wege  keine  Relation  zwischen  x 
und  y,  so  durchschneiden  sich  die  Kurven  der  partikulären  Integrale 
nicht,  somit  fehlt  auch  ein  singuläres  Integral. 

Bei  Anwendung  dieser  Regel  ist  darauf  zu  achten,  dass  die  Glei- 
chung (1)  nicht  aufgelöst  sei  in  Hinsicht  c,  also  nicht  in  der  Form 

c  +  9>(x,y)  =  0 

vorkomme.     Denn  in  dieser  Form  erhielte  man 

d[c+y(x,y)]   __ 
de 

statt  der  Gleichung  (3).     Es  könnte  also  c  nicht  eliminiert  werden. 

Das  singulare  Integral  nennt  man  auch  die  besondere  Auflösung 
der  Differentialgleichung. 

Beispiel  1.     Es  sei 

(4)  y  =  ax  +  a* 

das  allgemeine  Integral  einer  gewissen  Differentialgleichung  und  a  die 
Konstante  der  Integration.  Diese  Gleichung  stellt  eine  gerade  Linie 
dar.  Lässt  man  a  sich  stetig  ändern  von  —  oo  bis  +  oo,  so  erhält 
man  unendlich  viele  gerade  Linien.  Die  [Durchschnittspunkte  dieser 
Geraden  bilden  eine  Kurve,  um  die  Gleichung  dieser  Kurve  zu  er- 
halten, differentiiere  man  (4)  in  Hinsicht  a  und  setze  das  Differential- 
verhältnis =  0.     Man  erhält 

(5)  x  +  2a  =  0. 
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BlimiDiert  man  a  aus  (4)  and  (5),  so  folgt 

(6)  y ^. 


Diese  Gleichung  ist  das  singaläre  Integral.  Die  einhällende  Kurve 
ist  somit  eine  Parabel,  deren  Scheitel  im  Anfangspunkt  liegt  und  deren 
Achse  mit  der  negativen  Richtung  der  Ordinatenachse  zusammenfallt. 

dy 
Das    Differentialverhältnis    von    (4)    ist  -—-  =  a    und    das    von 

d  X 

(6)  -p-  = ~.     Für  a  = 1- ,   welcher  Wert  aus  (5)  folgt,   sind 

diese  zwei  Differential verh&ltnisse  einander  gleich.  Das  Eigentümliche 
des  singulären  Integrals  besteht  hiernach  darin,  dass  sein  Differential- 
verh&ltnis  gleich  ist  demjenigen  des  allgemeinen  Integrals  für  einen 
bestimmten  Wert  von  x. 

Beispiel  2.     Es  sei  die  Differentialgleichung 

ydx  —  xdy  =  a  V d  x*  +  d y* 
gegeben.     Man  dividiere  mit  dx,  so  kommt 

dy 
Setzt  man  -p-  =  p,  so  geht  diese  Gleichung  über  in 


y  — px  =  aVl  +  p^ 

und  indem  man  differentiiert 

j  j  j  apdp 

dy-xdp-pdx  =  ^_=. 

Da  aber  d  y  =  p  d  x,  so  folgt  hieraus 

,dp+-iElP — 0. 

Diese  Gleichung  zerfällt,  wegen  des  gemeinschaftlichen  Faktors  d  p, 
in  folgende  zwei  Gleichungen 


(8)  dp  =  0,     x+  ^^  ^0. 

K  1  +  p* 

Aus  d  p  =  0  folgt,  dass  p  gleich  einer  konstanten  Grösse  c  sei. 
Setzt  man  c  ffir  p  in  (7),  so  erhält  man 


(9)  y-cx  =  aVl  +  c^ 

Aus  der  zweiten  der  Gleichungen  (8)  folgt  dagegen 

X 


p=± 


Ka*  -  X» 
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wobei  jedoch,  vermöge  der  Bediogong,  welche  iü  der  zweiten  der  Glei- 
chiiDgen  (8)  aasgedröckt  ist,  nar  das  untere  Zeichen  genommen  werden 
darf.jlHierfnr  wird  die  Gleichung  (7)  zu 

Nun  können  die  Gleichungen  (9)  und  (10)  als  Integrale  von  (7) 
angesehen  werden.  Gleichung  (9)  enthält  eine  willkürliche  Konstante, 
welche  der  Gleichung  (10)  fehlt.  Die  letztere  geht  nicht  ans  der 
ersteren  hervor,  indem  man  der  Konstanten  c  einen  besondern  Wert 
beilegt,  d.  h.  es  ist  (10)  kein  partikuläres  Integral  von  (9). 

Um  zu  zeigen,  dass  (10)  ein  singuläres  Integral  zn  (9)  ist,  diffe- 
rentiiere  man  (9)  in  Hinsicht  c  und  setze  das  Differentialverhältnis 
==  0,  so  kommt 

(11)  -^=-i7=^N-- 

Kl  +  c« 

Eliminiert   man  c   ans  (9)  und  (11),   so  erhält   man  in   der  That  die 

Gleichung  (10).     Das  allgemeine  Integral  (9)  und   das   singulare  (10) 

dy 
geben  denselben  Wert  des  Differentialverhältnisses  -r-^  für 

d  X 

c*  = 


a«  -  x^ ' 


welcher  Wert  von  c^  ans  (11)  folgt.     Die  Gerade  der  Gleichung  (9) 
berührt  den  Kreis  der  Gleichung  (10). 


VIII.    Differentialgleichangen  der  zweiten  Ordnung  mit  cwei 

Yariabeln. 

S7#.  Nn  der  Meickangen.     Eine  Gleichung  von  der  Form 

\^'^'  dx'  dx«''dxV      " 

heisst  eine  Differentialgleichung  der  n^°  Ordnung,  weil  das  höchste 
Differentialverhältnis,  das  in  ihr  vorkommt,  von  dieser  Ordnung  ist. 
Hiernach  wird  die  allgemeine  Form  der  Differentialgleichung  der  zwei- 
ten Ordnnng  sein 


w  '(".-a^S-)-»• 


wofür  man  auch  schreiben  kann 

f(x,y,dx,dy,d2y)  =  0  und  y (x, y, y', y")  =  0. 

Gelingt  es,  diese  Gleichung  zu  integrieren,  so  entsteht  eine  Diffe- 
rentialgleichung der  ersten  Ordnung.  Kann  diese  wieder  integriert 
werden,  so  erhält  man  die  primitive  Gleichung  oder  das  zweite  Integral. 
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Da  bei  jeder  dieser  IntegratioDeD ,  der  Allgemeiobeit  des  Resultates 
wegen,  eine  willkürliche  Konstante  in  die  Gleichung  treten  muss,  so 
wird  das  zweite  Integral  einer  Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung 
zwei  solche  willkürliche  Eonstante  enthalten. 

Die  Gleichung  (1)  kann  in  ihrer  vollen  Allgemeinheit  nicht  inte- 
griert werden.  Die  Behandlung  beschränkt  sich  daher  auf  gewisse 
spezielle  Fälle.     Sie  entstehen,  wenn  eine  oder  zwei  oder  alle  drei  der 

dT 
Grossen  x,  y,  -r^  in  der  Gleichung  fehlen.    Die  zu  integrierenden  Glei- 
chungen sind  also 

f(y'0      =0;     f(x,  y'O     =0;     f (y,  y-)     =0; 

f(y',y")  =  0;     f(x,y',y")  =  0;     f(y,y',y'0  =  0; 

f(x,y,y'0  =  O;     f(x,y,y',y'0  =  O. 

Diese  Gleichungen  werden  in  solche  der  ersten  Ordnung  mittels 
gewisser  Substitutionen  verwandelt,  die  im  Folgenden,  soweit  hier  nötig, 
gezeigt  werden.     Am  allgemeinsten  wird  die  Substitution  verwertet 

/«\  ^y  d^y        dp 

(2)  -p-  =  p,    woraus  -r-^  =  -r^. 

dx  dx^dx 

371.  iHtfgrati«!  der  ersten  dleichaag.    Diese  wird  sein 

d^y 
dx' 


(1)  4^-a  =  0, 


worin  a  eine  Konstante  bezeichnet.     Für  d  y  =  p  d  x  geht  sie  über  in 

-T^  =  -—  a,    oder   d  p  =  —  a  d  x. 
dx 

Folglich  erhält  man  durch  Integration 

p  =  —  a  X  -f  c. 

Führt  man  hier  den  Wert  von  p  ein,  so  wird 

dy 

--p-=— ax  +  c  oder  dy  =  (— ax  +  c)dx; 


daher  durch  Integration 

(2)  y=-^^  +  cx  +  c'. 


ax* 


Diese  Gleichung  (2)  ist  das  Integral  von  (1).  Denn  durch  zwei- 
malige Integration  von  (2)  entsteht  die  Gleichung  (1).  Das  Integral, 
geometrisch  dargestellt,  liefert  eine  Parabel. 

Wird  a  =  0  vorausgesetzt,  so  entsteht  die  Gleichung  einer  Geraden. 


S72.  Iitegrttl«!  der  tweitea  Uetchnng.     Diese  Gleichung  hat  die 
Form 

d^y 

dx' 


(1)  -TlT  +  9^«  =  0. 
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Setzt  man  d  y  =  p  d  x,  so  geht  sie  über  in 

dp=  —  y(x)dx, 
woraus  man  durch  Integration  erhält 

p  =  —  \9  W  d  X  +  c. 

Gesetzt  man  finde   r9(x)dx  =  f(x),  so  wird,  wenn  man  p  durch 

dy 

-r^  ersetzt 

dx 

dy=  — f(x)dx  +  cdx 
und  durch  Integration 

(2)  y=  -  rf(x)dx  +  cx4-c'. 

Diese  Gleichung  ist  nun  das  gesuchte  Integral  von  (1). 

d^y 
Beispiel.    Es  sei  y  (x)  =  —  ax,  also  -t-\  —  ax  =  0,  so  erhält 

man  nach  diesem  Verfahren 

y  =  -^-  +  cx  +  c'. 


373.    InlegratUD   der   drltteH    Ueichang.     Ihre   allgemeine    Form 
wird  sein 

(1)  ^  +  a<?(y)  =  0. 

Setzt  man  -r^  =  p,  also  -p^  =  d  p,  so  wird 
d  X  o  X 

ci  X 

d  Y 
Da  aber  d  x  =  — ^,  so  geht  diese  Gleichung  aber  in 

P 

p  d  p  =  —  a  9>  (y)  d  y, 

woraus  sich  durch  Integration  ergibt 

p2=-2ajy(y)dy+c. 

Bezeichnet  man  j  y(y)dy  mit  f(y),  so  wird 

p=Kc-2af(y) 

dy 
und  indem  man  p  ersetzt  durch  -^ — 

*^  dx 
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Kc-2af(y) 
woraus  als  Integral  der  Gleichang  (1)  entsteht 

(2)  X  =  f.-      tL^^=^  +  c\ 

Beispiel.     Es   sei   9'(y)=Tb'y,  so  erhält  man   folgende  in 
den  Anwendungen  vorkommende  Gleichang 

Durch  Einführen  von  p  ergibt  sich 

pdp=±b«ydy;      -^=±-^  +  c, 

oder  indem    man  mit   2   multipliziert  und   die   willkürliche  Konstante 
2  c  =  a^  setzt 


p  =  J/  a«  ±  b«  y' 

und  hieraus 

(4) 

d  X  —  -■>---    -       — 

I/o      1       «   o      o 

Diese  Gleichung  ist  nun  zu  integrieren.  Das  Integral  hängt  aber 
vom  Zeichen  der  Grösse  b^  ab. 

I    Es  sei  b^  positiv,  so  gibt  die  Integration  von  (4)  nach  §  80 

(5)  X  =-|-log  (by  +  KaM^bV)  +  ^ 

Dieses  Integral  der  gegebenen  Gleichung  enthält  die  willkürlichen  Eon- 
stanten i^und  c^ 

Die  Gleichung  (5)  kann  auch  auf  folgende  Form  gebracht  werden, 
Man  versetze  c'  auf  die  linke  Seite,  multipliziere  mit  b  und  gehe  von 
den  Logarithmen  zu  den  Zahlen  über,  so  kommt 

ßbx -bc  ==  by  +  VTH-  b^ y«. 

Nun  ist  aber  e**-*»*' =  e*»» -e"  *»**'=  me*-m' =  Me»,  wo  m,m' 
und  M  Konstante  bezeichnen.     Führt  man  diesen  Wert  ein,  so  wird 

Me*  -  by  =  Kä>  +Wy^ 

und  indem  man  diese  Gleichung  quadriert  und  nach  y  auflöst 

-  JL  K_     »!_  -X 
^■"2b''         2"bM®      • 

Bezeichnet  man  schliesslich  die  konstanten  Faktoren  von  e^  und  e~* 
mit  A  und  B,  so  erhält  man  ab  gesuchte  Gleichung 

(6)  y  =  Ae»  +  Be-*. 
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II.  Es  sei  b^  negativ,  so  erhält  man  darch  Integration  von  (4) 
nach  §  78 

X  =  -7—  Are  sin  — —  +  c. 
b  a 

Hieraus  folgt,  indem   man  die  willk&rliche  Konstante  c   versetzt, 
mit  b  mnltipliziert  and  vom  Bogen  zam  Sinns  übergeht 

sin  (b  X  —  b  c)  =  — —. 

a 

Allein  durch  Bntwicklang  des  Sinns  erhält  man 

y  =  —  (sin  b  X  cos  b  c  —  cos  b  x  sin  b  c) 

und  hieraas,  indem  man  die  konstanten  Faktoren  von  sin  b  x  und  cos  b  x 
mit  A  and  B  bezeichnet,  als  gesachtes  Integral 

(7)  y  =  A  sin  b  X  +  B  cos  b  x. 

Die  Gleichung  (3)  kann  aach  in  folgender  Weise  integriert  werden. 
Man  führe  eine  neue  Variable  z  ein,  welche  der  Bedingung 

(8)  y  =  ©/•** 

entspricht,  so  wird  hieraus  zunächst  das  zweite  Differentialverhältnis 
abzuleiten  sein.  Dabei  beachte  man,  dass  das  Differential  von  I  z  d  x 
gleich  zdx  ist.     Man  erhält 

d  X  d  x*        d  X 

somit  durch  Einführen  des  Wertes  von  y  aus  (8)  und  des  vorstehenden 

von  -^  m  (3) 

4^  +  z2  :p  b»  =  0. 

u  X 

Nun  nehme   man  der  Einfachheit  wegen  z   konstant  an,  so  wird 
in  der  letzten  Gleichung  d  z  =  0 ;  also  geht  sie  über  in 

z«  =  ±  b^ 

Hier  sind  wieder  die  beiden  Zeichen  von  b^  aus  einander  zu  halten. 

I.   Es  sei  b^  positiv,   so  wird  z=  dbb;   daher  der  Exponent 

von  (8) 

I  bdx  =  bx  +  c  und    |  — bdx=— bx  +  c'. 

Es  entstehen  daher   zwei  Werte  für  y,  die  mit  yi    und    ya   be- 
zeichnet seien.     Diese  Werte  sind  nach  (8) 

yi  =e»»»+*^  =  Ae»;       ya  =e-^*+'^' =  Be^». 

Jeder  dieser  Werte  ist  ein   partikuläres  Integral  von  (1),  enthält 
jedoch  nur  je  eine  der  willkürlichen  Konstanten  A  und  B.    Daher  wird 
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das  Integral  die  Samme  dieser  partikulären  Integrale  sein.  Diese  Snmme 
entspricht  der  Gleichnng  (1)  in  der  That  in  allgemeinster  Weise; 
daher  ist 

y  =  Ae»  +  Be-», 

eine  Gleichnng,  die  genan  mit  (6)  übereinstimmt. 

IL  Bs  sei  b'  negativ,  so  wird  z=  ibV^— 1;  daher 

rbK^^dx=bxy"^+cnnd  r-b'K-^dx=--bxy"--'i  +  c'. 

Die  beiden  Werte  von  y  sind  daher 

yi  =:e*»'*^^+«  =  me^»'^^;       ya  =  ne"»»*!^^^, 

worin  m  nnd  n  willknrliche  Konstante  bezeichnen.  Daher  ist  das  all- 
gemeine Integral 

(9)  y  ==  me»»*'^^^  +  ne-^«  V'^. 

Nach  dem  Moivr ersehen  Satze  (§  72)  ist  aber 

ebxV"=T  =  co8bx  +  K^8inbx;  e-"*»"'^^=  cosbx— K— 1  »inbx. 
Daher  dnrch  Einfahren  dieser  Werte  in  (9) 

y  =  (m  +  n)  cos  b  X  +  (na  —  n)  V  —  1  sin  b  x 

nnd  indem  die  Faktoren  von  sin  b  x  nnd  cos  b  x  mit  A  nnd  B  bezeichnet 
werden 

y  =  A  sin  b  X  +  B  cos  b  X. 

Diese  Gleichung  stimmt  mit  (7)  äberein. 

874.  Iitegrati«H  der  fierteB  Ueiehvig.    Es  sollen  folgende  zwei 
Formen  integriert  werden. 

I.  Gegeben 

dy 
worin  a  eine  Konstante  bezeichnet.     Fährt  man  p  =  -r^  ein,  so  folgt 

dx 

dp    , 

nnd  dnrch  Sondemng  der  Veränderlichen  und  nachherige  Integration 

— —  =  — adx;      logp  =  c  —  ax. 
P 

Geht  man  von  den  Logarithmen  zu  den  Zahlen  aber,  so  wird 

p  =  e^-»*;       d  y  =  e®-»*dx, 
daher  durch  Integration  als  gesuchte  Gleichung 

(2)  y=-J-e«— «  +  c', 

a 

worin  c  und  c'  die  willkürlichen  Konstanten  bezeichnen. 
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d^y 


-'V^<m'-'>- 


Für  d  y  ==  p  d  X  geht  diese  Gleichang  über  in 

pL^^Yl+y^  oder  ad x=   ^r-—    ? 

daher  darch  Integration  die  Gleichang 

ax  +  c=log(p+yT4V), 

worin  c  die  willkürliche  Eonstante   bezeichnet.     Geht  man   hier   von 
den  Logarithmen  zn  den  Zahlen  über,  so  wird 

Man  bringe  p  anf  die  linke  Seite  und  quadriere,  so  kommt 

^2ax+2c  _  2pe**-»'*'=  1 

and  indem  man  p  ersetzt  and  mit  e*'*^^  dividiert 

2  d  y  =  (e**-»-^  —  e-**-**)  d  x. 
Die  Integration  dieser  Gleichang  gibt 

y  =  J-(e"+«  +  e-"-»-»)  +  c'. 
«  a 

Setzt  man  noch  e*^  ==  A ,   so   wird  diese  Gleichang  als   gesachtes 
Integra]  zu 


y=-h(^'"+h~")+''- 


375.  IitegratUi  der  fiiifteii  Ueichaag.  Diese  enthält  die  Grössen 
x,y'  and  y^'  and  habe  die  Form 

Setzt  man  d  y  =»  p  d  x,  so  geht  sie  in  folgende  der  ersten  Ordnung 
über 

(2)  |2-  +  pf(x)  +  9>(i)  =  0. 

Kann  man  diese  Gleichang  integrieren  und  p  durch  x  darstellen, 
so  entsteht  ein  Ausdruck  von  der  Form  p  =  F  (x,  c)  und  daraus,  wenn 
p  ersetzt  wird,  dy  =  F(x,c)dx;  daher  durch  Integration 


y  =  rF(x,c)dx  +  c'. 


Diese  Gleichung  ist  das  Integral  der  gegebenen  Gleichung  (1). 

Ist  (2)  integriert  und  Iftsst  sich  x  durch  p  ausdrücken,  so  erhalte 
man  die  Gleichung  x  =  F  (p,  c).     Daraus  entsteht  durch  Differentiation 

dx=::F'(p,c)dp. 
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dy 
Da  aber  d  x  =  — ^,  so  geht  diese  GleichaDg  ober  in 

P 

dy  =  pP'(p,c)dp. 

Kann  man  diese  GleicboDg  integrieren,  so  eliminiere  man  ans 
ihrem  Integral  und  aas  dem  von  (2)  die  Grösse  p  und  man  erhftlt 
den  Zusammenhang  zwischen  x  nnd  y. 

Beispiel.    Es  sei  zu  integrieren 

Durch  Einfuhren  von  p  erh&lt  man  sofort 

^P-  +  x(a  +  p)  =  0;      -fE-=-xdx. 

Folglich  durch  Integration 

log  (a  +  p)  +  log  c  =  —  — , 

wo  logc  die  willkürliche  Eonstante  bezeichnet.  Allein  es  ist  log(a  +  p) 
4-  log  c  =  log  c  (a  -f  p)*  Geht  man  sodann  von  den  LiOgarithmen  zu 
den  Zahlen  über,  so  wird 

a+r    )  =  e~  2^;      cdy  =  f  e~  »  —  cajdx. 

Lässt  sich  das  Integral  von  e  3  d  x  darstellen,  so  ist  dadurch 
das  Integral  der  Gleichung  (3)  gewonnen. 

Entwickelt  man  die  ExponentialgrOsse  nach  §  62  in  eine  Reihe, 
so  kommt 

**  1  1  1 


j 


2         '    2-4  2-3-8 

_5!j  1    x'»    ,      1     X»  1         x''    , 


2     3     '    2-4    5         2-3*8     7 
Daher  gibt  die  zweite  der  Gleichungen  (4) 

(5)    ,  =  _a.  +  i-(,-^il  +  ^^_..)  +  c'. 

Diese  Gleichung  ist  in  der  That  das  Integral  von  (3),  was  sich 

leicht  durch  Vornahme  der  Probe  ergibt.    Leitet  man  n&mlich  aus  (5) 

d  y  d^  y 

die  Verhältnisse  -j^  und    ,  i    ab  und   setzt  ihre  Werte  in  (3),  so 

dx  dx*  ^  ^' 

heben  sich  die  Glieder  gegenseitig  auf. 


S7C.  Iitegratiei  der  sechstel  Uelchiig.  Die  Gleichung  habe  die  Form 

dx«  ^^dx 

Hierin  kOnnen  nun  die  Grössen  A  und  B  konstant  oder    auch 
Funktionen  von  y  sein,  dürfen  aber  x  nicht  enthalten. 


(1)  4^  +  A4f  +  By  =  o. 
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I.  Bs  seien  A  ond  B  koostant.  Da  in  (1)  die  Grössen  y  and 
ihre  Ableitungen  in  der  ersten  Potenz  vorkommen,  nennt  man  sie  eine 
lineare  Gleichung. 

Behufs  der  Integration  nehme  man 

(2)  y  =  ce»S 

wo  c  and  m  konstante  Zahlen  bezeichnen,  so  wird  sein 

-v^  =  c  m  e"  * ;    -r-^  =  c  m '  e"  * . 
dx  dx^ 

Setzt  man  diese  Werte  in  (1),  so  geht  diese  Gleichung  über  in 

(3)  m«  +  A  m  +  B  =  0. 

Hiernach   ist  die  Grösse  m    in  (2)   nur  abh&ngig   von  A  und  B.     Die 
Wurzeln  der  Gleichung  (3)  sind 


(4)  „__4±l/^_B. 


Hier  begründet  nun  die  Grösse  unter  dem  Wurzelzeichen  drei  F&lle. 

A* 
Erster  Fall:  — B   sei  positiv.     Es  entstehen  zwei  Wurzel- 

4 

werte  für  m.     Diese  seien  a  und  b,   so  entsprechen   ihnen   nach   (2) 
auch  zwei  Werte,  die  mit  y'  und  y''  bezeichnet  seien;  daher  gibt  (2) 

y'  =  ce»*;    y"  =  c'e'*''. 

Jeder  dieser  Werte  leistet  der  Gleichung  (1)  Genüge;  dasselbe  ist  auch 
der  Fall  mit  ihrer  Summe 

(5)  y  =  ce"  +  c'e»>S 

welche  mit  ihren  zwei  willkürlichen  Konstanten  c  und  c'  als  das  all- 
gemeine Integral  von  (1)  zu  betrachten  ist. 

Zweiter  Fall:  — B  sei  negativ.    Es  entstehen  zwei  Wurzel- 

4 

werte  von  der  Form 

a+bK^     und     a  — bF"^. 
Daher  werden  die  entsprechenden  Werte  von  y  sein 

y'  =  c e**  •  e^^y^ ;     y"  =  c' e»*  •  q-^^Y^ ^ 
welche  nach  §  72  übergehen  in 

y*  =  c  e*'  (cos bx  +  sin b  X  V  —  l) ; 

y''  =  c' e** (cos b X  —  sin b X  K—  l). 
Daher  die  Summe  y  +  Y'  oder  das  allgemeine  Integral 

y  ==  e*'  [(c  +  cO  cos b X  +  (c  —  c') sinb  X  V  —  l]. 

Bezeichnet  man  nun  die  konstanten  Faktoren  von  cos  b  x  und  sin  b  x 
mit  M  und  N,  so  wird 

(6)  y«e*'(Mcosbx  +  Nsinbx). 
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Dritter  Fall:    — B  =  0.      Daher    wird    jede    Wurzel    der 

A 

Gleichang  (4)  = —  und  die  Gleichung  (5)  gibt  als  Integral 

y  =  (c  +  cOe    "2    =  c"e     »'. 

Allein  hierin  kommt  nur  eine  willkürliche  Konstante  cf'  vor.  Es 
kann  also  dieser  Wert  von  y  nicht  als  das  allgemeine  Integral  von  (1) 
angesehen  werden. 

Man  mache  daher  statt  der  Voraussetzung  (2)  die  folgende 

(7)  y  =  (cx  +  cOe'»% 

so  leistet  dieser  Wert  der  Gleichung  (1)  Genüge.    Denn  es  folgt  aus  (7) 

JX.  =  ce"»  +  (ex  +  cOme"% 
d  X 

4-T  =  2cme»*  +(cx  +  cOm*e"'^ 
dx 

Führt  man  diese  Werte  in  (1),  so  gibt  die  linke  Seite 

(ex  +  cO[m*  +  A  m  +  B]  +  c  (2  m  +  A). 

Da  nun  der  Voraussetzung  nach  m  = r-,  so  werden  die  zwei 

Ja 

letzten  Klammerfaktoren  =  0,  also  wird  die  ganze  linke  Seite  von  (1) 
zu  Null. 

Setzt  man  daher  m  = ^  in  (7),  so  wird  das  allgemeine  In- 

tegral  von  (1)  sein 

A_x 

(8)  y=(cx  +  c')e"~»~. 

II.  Es  seien  A  and  B  Panktionen  Yon  y.     Man  habe 

Für  d  y  =  p  d  X  wird  diese  Gleichung  sein 

-|^  +  f(x)p  +  9>(y)  =  0. 

dy 
Ersetzt  man  hierin  noch  dx  durch  — —.  so  erh&lt  man 

P 
pdp  +  pf(y)dy  +  9(y)dy  =  0. 

Kann  diese  Gleichung  integriert  werden,  so  verfahre  man  damit  wie 
mit  der  Gleichung  in  §  375. 

Beispiel.     Es  sei  gegeben 

dx«     i»-t-y^dx 


(1)  ^-(a  +  y)4r-  =  o, 
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80  wird 

dp  =  (a  +  y)dy;    p  =  ay  +  -^  +  c 

and  indem  p  ersetzt  wird 

2dy 


(2)  d  X  = 


y^+  2ay +  2c  ' 


dz 
Dieses   Differential   kann    wie    folgt   aaf  die  Form         .     ^     Ab- 


bracht werden.    Zan&chst  ist 

2  c  4-  2  a  y  +  y  *  =  (2  c  -  a»)  +  (a  +  y)* 


l  +  z' 


-<— *>h(i^^)"]- 


a  ~4~  y 
Nun  setze  man   .,  -  =■  =  z,  so  wird 

K2C-- a« 

d  y  =  d  z  F'2T^a^ 
Ffihrt  man  diese  Werte  in  (2),  so  folgt 

_  2 d  z_ 

also  dnrch  Integration  als  gesuchte  Gleichung 

2  A     ♦  a  +  y        ,   ^, 

X  =    ,^  Are  tang -77==-  +  C. 

K2  c  -  a  K  2  c  -  a^ 

Vn.  Iitegratl«!  der  slebeitei  Meichiig.    Diese  Gleichung  sei 

-^  +  ayf(i)  =  0. 

Man  setze  y  ~  e*,  wo  z  eine  Funktion  von  z  sein  soll,  so  wird 

dy  _  dz    ,       d^y  __  d^ z    ,   ,  ^^^    ^ 
"dl"  dY®'     dx«  "'d?'^  ■*"d7«"'^ 

und  dnrch  Einfuhren  dieser  Werte  in  die  gegebene  Gleichung 

d^z    .    dz* 


+  -Tzr  +  af(x)  =  0. 


dx*    '    dx« 

dz 
Wenn  -r —  =  p  angenommen  wird,  so  geht  diese  Gleichung  aber  in 

|£-  +  p«  +  af(x)  =  0, 

also  in  eine  solche  der  ersten  Ordnung,  die  indessen  nur  in  besondern 
Fällen  integriert  werden  kann. 
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378.    litegratidB    itt   acbtei    UelchiiBg.      Diese    Gleichnng   habe 
die  Form 

<*)  -'^-2fw{j  +  y9(x)  =  o. 

Man  snche  sie  auf  eine  der  froheren  Formen  znrfickzafdhren,  was 
darch  verschiedene  Sabsütationen  erreicht  wird. 

I.  Es  sei 

(2)  y  =  Q  z, 

in  welcher  Gleichnng  n  and  z  von  x  abh&ngige  Grössen  bezeichnen. 
Durch  Differentiation  von  (2)  folgt 

dy  du,       dz        d*y  d^n.^dndz,       d*z 

dx  dx  dxdx*  dx^  dxdx  dx^ 

Führt  man  diese  Werte  in  (1),  so  kommt 

Man  wähle  nan  die  Grösse  a  so,  dass  sie  der  Bedingung 

(4)  .^-af(x)  =  o. 

dz 
entspricht,    so   verschwindet  in  (3)  das   Glied   mit  dem   Faktor  — — . 

Aus  (4)  aber  folgt  sofort 

-^  =  f(x)dx;     logu=Jf(x)dx, 

und  daher,  wenn  von  den  LiOgarithmen  zu  den  Zahlen  übergegangen  wird 

(6)  u«e/'<»)*\ 

Durch  diesen  Wert  von  u  kann  nun  die  Gleichung  (3)  umgeformt 
werden.     Zunächst  folgt  aus  (5)  durch  Differentiation 

1^  =  fWef'Wo^    ii?-=  [P(x)  +  f(x)»]e^'Wd.. 

Mittels   dieser  Werte   und  derjenigen  aus  (5)  und  (4)   geht  Glei- 
chung (3)  über  in 

(6)  -^  +  [C(x)-f(i)«  +  9P(x)]z  =  0, 

welche  Gleichung  mit  der  des  §  377  übereinstimmt.  Wenn  in  beson- 
dern F&llen  die  Klammergrösse  konstant  wird,  so  stimmt  die  Gleichung 
mit  der  in  §  373  überein. 

II.  Es  sei  ferner 

(7)  y  =  ue% 

wo  u  und  V  Funktionen  von  x  sein  sollen.  Die  Differentiation  von  (6)  gibt 
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dy    ^  du      dv 


dx     dx       dx  ' 

d*v     d^a  .     da  dv       d^v  ,     dv^ 
dx^     dx**       dx  dv       dx*       dx* 

Darch  EinführeD  des  Wertes  von  y  aus  (7)  uud  dessen  Ableitungen 
iu  (1)  kommt 

dx^  dxdx  dx*  '\dx  dx/ 


+  a(^  +  y«)  =  0. 


Nun  bestimme   man  die  Grösse  v  dadurch,  dass   man  die   letzte 
KlammergrOsse  zu  Null  macht.     Dies  gibt 

(9)  i!l-  +  y(x)  =  0. 

Diese   Gleichung  stimmt  nun   der  Form  nach   mit  der    in  §  372 
fiberein.     Man  erhalte  durch  zweimalige  Integration  von  (9) 

(10)  v  =  F(x), 

also  auch  durch  Differentiation  dieser  Gleichung 

Mit  Hilfe  dieser  Werte  und  der  Relation  (9)  geht  nun  Gleichung  (8) 
über  in 


C")   ■5-|-  +  8[F-«-t(x)l-Jr  +  [F'W'-a'C»)^Wl"  =  »- 


0  +  »[P-«-f(,)lii 

Diese  Gleichung  hat  die  n&mliche  Form  wie  (1),  allein  die  Klammer- 
grossen  können  unter  Umständen  auf  spezielle  Formen  führen. 

Gesetzt  man  finde  aus  (11)  als  Integral  u==X,  so  erhält  man 
schliesslich,  indem  man  diesen  Wert  von  u  und  denjenigen  von  v  aus 
(10)  in  (7)  einfuhrt,  das  gesuchte  Integral 

y  =  X  e^  <*). 

Beispiel.     Es  sei  die  Gleichung  zu  integrieren 

d^y         2n    dy,rn(n  — 1) 


+^{^4=^+^']'-<'- 


dx' 
Darch  Vergleichung  mit  (1)  ergibt  sich 

N     /  X  X^ 

Man   benutze  die  erstere  der  beiden  Substitutionen,  so  wird  der 
Exponent  in  Gleichung  (5) 

j  f  (x)  d  X  =  I  —  n  ~ —  =  —  n  log  X. 


r —  n 


—     417     — 
Daher  gibt  Gleichung  (5) 

Man   kaDD  aber  diese  BxpoDeDÜalgrösse  noch  umformen.     Nimmt 
man  n&mlich  die   Logarithmen ,  so   wird   logu  = -- nlogx  =  logx~ 
Daher,  indem  man  wieder  zu  den  Zahlen  surückgeht 

(12  u  =  x-". 

Zur  Bestimmung  der  Elammergrösse  in  (6)  hat  man 

Daher  geht  Gleichung  (6)  über  in 

d^z 


deren  Integral  nach  Formel  (7)  des  §  373  ist 

(13)  z  =  A  sin  bx  -|-  B  cos  b  X. 

Da  aber  nach  (2)  sein  soll  y  =  uz,  so  wird  durch  Multiplikation 
der  Gleichungen  (12)  und  (13)  das  gesuchte  Integral  sein 

y  =  x""°(Asinbx  +  Bcosbx). 

87f.   Abieiteig  des  allgeneiMB  Utegralt  aas  ebeM  partlkilirea. 

Für  die  Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung 

sei  ein  partikul&res  Integral  gefunden,  d.  h.  ein  solches,  das  der  Glei- 
chung (1)  Genüge  leistet  und  nur  eine  willkürliche  Konstante  enthält. 

Es  sei  P  dieses  partikuläre  Integral,  so  wird  P  eine  Funktion 
von  X  sein,  so  beschaffen,  dass,  wenn  die  Grössen  P,  dP  und  d^P 
in  (1)  eingesetzt  werden,   der  Ausdruck  links  sich  auf  Null  reduziert. 

Nun  sei  aus  P  ein  allgemeines  Integral  zu  (1)  abzuleiten.  Man 
gehe  von  der  Voraussetzung  aus,  es  lasse  sich  darstellen  durch 

(2)  y  =  Pz, 

worin  der  Faktor  z  eine  Funktion   von  x  bezeichnet,  welche  bestimmt 
werden  soll.     Durch  Differentiation  von  (2)  erhält  man 


dx  dx  dx 

d^y  _pd»z  dP    dz  d^P 

dx»  -^^dx»  ^^  dx    dx  "^     dx^ 


Führt  man  diese  Werte  von  y,   -^  und  -j^   in    (1)    ein ,    so 


dy        ,    d*y 
-T^  und  -r- 
dx  dx 

kommt 
z 


Autenheimer,  BlemenUrbnch.  27 
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Hier  ist  dud  die  erste  RlammergrGsse  =  0,  weil  P  ein   Integral 
von  (1)  ist,  ihr  also  Genäge  leistet.     Daher  muss  sein 

_^d^z    ,/^dP     ,„-,Adz 

dz 
Man   setze  nun    i   '  =  P«  so  S^^^  diese  Gleichung  über  in 


^al+Oll- +  ■"«)'-» 


und  durch  Sonderang  der  VerSnderlichen  in 

:^+2^  +  f(x)dx  =  0. 

Die  Integration  dieser  Gleichung  gibt 

logp  +  21ogP  — logk  =  —  rf(x)dx, 

worin  logk  die  Eonstante  der  Integration  bezeichnet.  Das  Integral 
rechts  könne  ausgeführt  werden;  man  bezeichne  es  mit  F(x),  so 
wird  sein 


(3)  log  -^  =  -  Jf  (x)  dx  =  F  (x). 


Geht  man  von  den  Logarithmen  zu  den  Zahlen  über  und  ersetzt  p 

durch  -r-    ,  so  wird 
dx 

dz  =  kP-«e^(*>dx 
und  daher  der  gesuchte  Wert 

(4)  z  =  k  rP-^e^(»>dx, 

der  nur  noch    mit  P  multipliziert   werden  muss,    um   das  allgemeine 
Integral  zu  geben. 

Beispiel.     Für  die  Gleichung  des  §  376 

(^)  S-+^d-x+«y=^' 

worin  A  und  B  konstant  sind,  wurde  das  partikuläre  Integral 

Ax 

(6)  P  =  ce     * 

A^ 
für  den  Fall  gefunden ,   dass  — r B  =  0  ist.     Bs    soll    aus    diesem 

4 

Werte  (6)  das  allgemeine  Integral  von  (5)  abgeleitet  werden. 
Hier  ist  f  (x)  =  A;  daher  nach  (3) 


(x)  =  —  I  Adx  =  —  Ax; 


e 


F(x)^ft-Ax_ 
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Ferner  folgt  aas  (6) 

P-«  =  ^e^\ 

Mithin  nach  (4) 

/l  k 

Das  gesachte  allgemeine  Integral  nach  (2)  ist  daher 


=  (yx+c')e 


Ax 

2 


Es  stimmt  dasselbe  mit  dem  in  §  376  in  Formel  (7)  angegebenen 
dberein. 

3S9.  Iitegratiti  nach  der  Methode  der  aibestiMMten  Kteffiiieiten. 

Wie  die  DifFerentialgleichangen  der  ersten  Ordnung,  so  können  aach 
solche  höherer  Ordnnng  durch  Reihen  integriert  werden.  Man  wendet 
hierzu  vorzugsweise  die  Methode  der  unbestimmten  Koeffizienten  an. 

Es  sei  folgende  Gleichung  zu  integrieren 

Man  setze  voraus,  das  Integral  habe  die  Form 

(2)  y  =  Ao  X»  +  Ai  x»  +  ^  +  A2  x°+»  +  A3  x»"»"»  +  . .. 

worin  sowohl  die  Vorzahlen  A,Ai,A2,..  als  auch  der  Exponent  n  als 
konstant,  jedoch  als  noch  unbestimmt  vorausgesetzt  werden.  Die  Diffe- 
rentiation von  (2)  gibt 

(3)  4^  =  n  Ao  x°-i  +  (0  +  1)  Ai  x°  +  (n  +  2)  A2  x°+^  +  . . 
ax 

(4)^=n(n-l)Aox"-''  +  (n  +  l)nAix°-'  +  (n  +  2)(n  +  l)A2X»  +  .. 
dx* 

d  y  d  V 

Fuhrt  man  nun  die  Werte  von  y,  -^-^  und    ^   i  aus  (2),  (3)  und 

•^     dx  dx*         N  /'  ^  / 

(4)  in  (1),  so  entsteht  eine  Gleichung,  welche  es  möglich  macht,  die 
Ronstanten  bis  auf  zwei  oder  eine  zu  bestimmen.  Die  unbestimmt 
verbleibenden  Eonstanten  sind  dann  diejenigen  der  Integration.  Ver- 
bleiben zwei,  so  ist  das  Resultat  das  allgemeine  Integral  von  (1);  bleibt 
nur  eine  Konstante  unbestimmt,  so  entsteht  ein  partikuläres  Integral. 

I.   Die  gegebene  Differentialgleichung  sei 

d^y 

(5)  _l-  +  axy  =  0. 

d  y  d*y 

Fuhrt  man  hier  die  obigen  Werte  von  y,  -r^  und     .   1    ein,    so 

^  -^     dx  dx* 

kommt 
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0  =  n  (d  -  1)  Ao  x»-2  +  (n  +  1)  n  Ai  x""^  +  (n  +  2)  (n  +  1)  A2  x" 


+  (n  +  3)(n  +  2)A3 

+  aAo 


x«-i-i  +  (n  +  4)  (n  +  3)  A*   x»+2  4.  .  _ 

-[-  a  Ai 

Da  die  linke  Seite  dieser  Gleichang   fehlt,    so   müssen   die  Vor- 
zahlen aller  Potenzen  von  x  aof  der  rechten  Seite  zo  Null  werden. 

Nimmt  man  auch  n  =  0  an ,  so  geben  zunächst  die  beiden  ersten 
Glieder 

0-Ao=0;     OAi=0. 

Daher   bleiben  Ao  und  Ai  unbestimmt.     Aus  den  folgenden  Glie- 
dern rechts  ergeben  sich  die  Bedingungen 


4 
5 
6 

7 
8 
9 

10 


lAs 


=  0 ;     somit     A2    =  0. 


2  As  +aAo  =0 

3  A4  +aAi  =0 
4A6  +aAa=0 

5  Ae  +  a  As  =  0 

6  A7  +  a  Ai  =  0 

7  As  +  a  As  =  0 

8  A9  +  a  Ae  =  0 

9Aio  +  aA?  =  0 


As 



aAo 
23* 

A« 



aAi 
34- 

A5 

= 

0. 

As 

= 

+ 

a*Ao 
2-3-5-6' 

A7 



a^Ai 
3«  4*  5 ' 6 

As 



0. 

As 



.   a»Ao 

2-3-5-6' 

8 

•9 

Aio 

• 

. 

• 

a'Ai 

3.4. 6-7- 

... 

9- 

10 

Setzt  man   diese  Werte   von  n,  Ao,Ai  etc.  in  (2),  so  eihält  man 
als  gesuchtes  allgemeines  Integral 

8 


=  Ao(' 


1-4^  + 


a^x« 


a»x» 


+  Ai     X 


(■ 


2'3    '   2'3"5'6 


ax" 


+ 


a^x' 


2-3-5-6-8-9 


a»x" 


+ 


••) 


+ 


3-4       3-4-6-7       3-4-6-7-9-10 

Die  Grössen  Ao  nnd  Ai  sind  hier  die  Eonstanten  der  Integration. 

II.   Es  sei  femer  die  Gleichung  zu  integrieren 

d^y    ,    a    dy    ,  , 
dx^         X    dx  ^ 


..). 


(6) 


d  y  d^  y 

Setzt  man  die  Werte  von  y,  --=-^  und        \    aus  (2) ,  (3)  und  (4) 

hier  ein,  so  wird 
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0  =  n(n  — l)Ao 
naAo 


x»-»  +  (n  +  l)DAi 
(n  +  l)aAi 


x»-i  +  (D  +  2)(n  +  l)A2 

(n  +  2)aAa 

bAo 


x»  +  .. 


Hier  müssen   wieder   die   Vorzahlen   der  Potenzen   von   x   gleich  Null 
sein.     Das  erste  Glied  gibt 

n  (n  —  1  +  a)  Ao  =  0. 

Soll  daher  Ao  unbestimmt  bleiben,  so  mass  entweder  n  =  0  oder 
n  =  1  —  a  sein.  Für  diese  Werte  von  n  wird  der  Koeffizient  des  zwei- 
ten Gliedes:  für  den  ersten  aAi  =0,  für  den  zweiten  (2  — a)Ai  =  0. 
In  beiden  Fällen  mass  daher  Ai  =  0  sein. 

Für  n  =  0  bleibt  also  Ao  anbestimmt  and  Ai  wird  za  Null. 
Hierfür  geben  die  folgenden  Glieder 

2(l  +  a)Aa+bAo=0;   folgl.   ^^  =  ^  ^W^Y 

Aa  =0. 

b^Ao 


3(2  +  a)A8+bAi  =0 
4(3  +  a)A4  +bA2=0 
5(4  +  a)A5  +  bA3  =0 
6(5  +  a)A6  +bA4  =  0 


^*  ""2.4(1 +a)(3  +  a)' 
As  =0. 

Ae  = 


2.4.6(l+a)(3  +  a)(5  +  a) 


(7) 


Für  diese  Werte  geht  (2)  über  in 

bx« 


/  bx'* 


2^4 


b'^x 


(1  +  a)   '    2-4(1 +  a) (3 +  a) 

b»x» 


+ 


..). 


2.4-6(1  +a)(3  +  a)(5  +  a) 

Da  diese  Gleichung  nur  eine  unbestimmte  Eonstante  Ao  enthält, 
so  ist  sie  ein  partikuläres  Integral  von  (6).  Zu  einem  solchen  wird 
das  vorstehende  Verfahren  immer  führen,  welchen  Wert  von  n  man 
auch  annehmen  mag.  Es  zeigt  dies,  dass  das  Integral  noch  andere 
Glieder  enthalten  muss  als  solche,  wie  sie  Gleichung  (2)  voraussetzt. 

Das  allgemeine  Integral  soll  nun  aus  (7)  nach  dem  in  §  379  an- 
gegebenen Verfahren  bestimmt  werden.  Dort  ist  mit  P  das  partiku- 
läre Integral  bezeichnet.     Daher  kann  man  aus  (7)  ableiten 

p-'^  =  Ao-^(l  +  «x2  +  /5rx*  +  ..), 

worin  a,  /?, . .  konstante   Faktoren   sind ,   die  sich  durch  a  und  b  aus- 
drücken lassen.     Ferner  ist  im  vorliegenden  Fall 

f(x)  =  ^;        F(x)=-J-^=-alogx; 
daher 


e^ 


F  (x)  __  Q—  » log  X  __  y—  a 
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Da  aber  allgemeiD 


=  k  rp-*e^(*)dx, 


z 

so  wird 

z 


=  k  Ao-*  (*(!  + a  x»  +  j»  X*  +  . .)  X— dx, 

Setzt  man  diesen  Wert  von  z  in  die  Gleichang  y  =  Pz,  so  wird 
das  gesachte  allgemeine  Integral  sein 

r         bx'  b»x* 1 

'~L        2(1+8)"^    2-4(l  +  8)(3  +  a)        "J 


IX.    Aufgaben  ftber  die  Kettenlinie, 

381.  Allgeneiiie  Desetie  der  Kettealliiie.  Wenn  eine  yollkommen 
biegsame  Kette  an  beiden  Bndpaukten  befestigt  wird,  so  senkt  sie  sich 
vermöge  der  Gewichte,  welche  an  ihren  Teilen  hängen  and  bildet  eine 
Kurve,  welche  Ketten li nie  genannt  wird.  Sie  liegt  in  einer  Vertikal- 
ebene, welche  darch  die  Aafhängepankte  geht.  Die  Form  der  Karve 
wird  bedingt  darch  das  Gesetz,  nach  welchem  die  Gewichte  an  der 
Kette  über  ihre  Länge  verteilt  sind. 

Es  sei  GAB  (Fig.  129)  eine  solche  Kettenlinie,  C  einer  der  Aaf- 
hängepankte and  A  der  tiefste  Punkt.  Man  lege  darch  letztern  Pankt 
in  der  Ebene  der  Kurve  zwei  rechtwinkelige  Achsen  Ax,  Ay,  wovon 
Ax  horizontal  ist  und  bezeichne  mit 

X, y  die  Koordinaten  DE  und  AE  eines  Kurvenpunktes  D, 

h,  b  dasselbe  für  den  Aufhängepunkt  0, 

er, 9>  die  Winkel,   welche  die  Kurve  in  den  Punkten  C  und  D  mit 

der  horizontalen  Richtung  bildet  und 
P,  Q  die   Spannungen   der  Kette  in   den   Punkten  C  und  D,  in  der 

Richtung  der  Tangenten  an  die  Kurve  wirksam. 

Man  zerlege  die  Kräfte  P  und  Q  in  die  horizontalen  Seitenkräfte 
P  cos  a,  Q  cos  9>  und  die  vertikalen  P  sin  a,  Q  sin  <p.  Damit  das  Kurven- 
stück CD  keine  horizontale  Bewegung  mache,  müssen  die  Kräfte,  welche 
an  dessen  Endpunkten  in  horizontaler  Richtung  wirken,  einander  gleich 
sein,  so  dass  man  hat 

(1)  Q  cos  9^  =  P  cos  a. 

Da  hierin  P  und  a  konstant  sind,  so  wird  auch  das  Produkt 
Qcos^)  konstant  sein,  wo  auch  der  Angriffspunkt  D  der  Kraft  Q  ge- 
dachtwird.    Hierausfolgt,  dass  die  Spannung  der  Kette  in  hori- 
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zoDtaler  Richtong  koDstaot  ist.  RQckt  der  Puakt  D  abn&rls, 
80  wird  91  kleiner,  also  auch  die  SpaonoDg  Q  kleiner.  Im  tiefsten 
Pankt  ist<iP  =  0,  also  Q  =  Pcosa.  Die  SpanuDüg  der  Kette 
nimmt  somit  von  oben  nach  anten  ab  and  wird  im  tiefsten 
Pankt  ein  MinimDm. 

Die  Kraft  Paina,   welche  das   Enrvenstack  Fig.  139. 

DG  in  C  anfwBrta  zieht,  mass  gleich  sein  der 
Kraft  Qiio^,  welche  in  D  abwärts  wirkt,  ver- 
mehrt am  die  Last  G  des  Eurvenstackes  CD. 
Diese  Last  G  setzt  sich  Eosammen  ans  dem  Eigen- 
gewicht des  Rarveostäckes  nnd  dem  Gewicht, 
das  ausserdem  an  ihm  hangt  oder  aof  dasselbe 
dräckt.     Hiemach  mnss  sein 

(2)  Qsin^'  +  G^Psin«. 

Rückt  der  Punkt  D  der  Kurve  entlang  abwftrts,  so  vergrOssert 
sich  6,  während  f,  also  auch  sin  ^  abnimmt.  Im  tjefsten  Punkt  ist 
y  =  0  and  G  =  pBin«.  Rückt  umgekehrt  D  anfw&rts,  so  nimmt  6 
ah  and  Q  sin  if  zu.     För  den  Punkt  C  ist  G  =  0  nnd  Q  =  P. 

Die  Voraussetzungen,  welche  im  Folgenden  gemacht  werden,  be- 
ziehen sich  ausschliesslich  auf  die  6r9sse  G. 

3SS.  ftie  parsbeliiehe  Ketteallile.  Das  Gewicht  G  sei  der  Länge 
der  horizontalen  Projektion  des  KurvenstSckes  CD  (Fig.  139),  also  der 
AbacisseudiffereDZ  h  —  x  proportional. 

Die  Gesetze  dieser  Kurve  sind  bereits  in  §  132  behandelt  Bs 
entsteht  eine  Parabel. 

383.  kle  gevelae  Hctteilliie.  Das  Gewicht  G  sei  der  LAnge  des 
Kurveostäckes  proportional,  mithin  gleichfOrmig  über  die  Kette  verteilt. 

Es  seien  (Fig.  129)  s,  s'  die  Längen  der  Knrvenslficke  A  D  nnd  C  D 
und  q  das  Gewicht  der  Kette  fSr  jede  Längeneinheit  derselben,  also  qs 
das  Gewicht  des  Stockes  AD  nnd  qs'  =  G  dasjenige  des  Stückes  CD, 
Für  diesen  letztem  Wert  geht  (2)  von  §  381  über  in 

(1)  Qsiny  +  qs'  =  Psinu., 

Da  die  Länge  der  Kette  s -|- s',  also  ihr  Gewicht  q(s-[-s')  ist,  so 
erhält  man  für  den  tiefsten  Punkt 

(2)  q  (s  +  sO  =  P  sin  «, 

und  für  den  Punkt  D,  indem  man  diese  Gleichung  von  (l)  abzieht 

(3)  Qsiny  =  qs, 

d.  h.  die  Vertikalkraft  Q  sin  91  in  D  ist  gleich  dem  Gewicht  des  Knrveo- 
atückes  AD. 

Dividiert  man  (3)  durch  Gleichung  (1)  des  §  381,  so  folgt 

(4)  lang  9 
Der  Abkürzung  wegen  setze  man 

(6) 


PCOB«   * 


Pcosa 
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dy 
in  (4)  und  berücksichtige,  dass  tang  9  =  -^,  so  geht  (5)  aber  in 

(6)  4^  =  niß- 

^  dx 

In  dieser  Gleichung  kommen  die  drei  Variabein  x,  y  ond  s  vor. 
Man  kann  aber  die  letztere  darch  die  beiden  erstem  aasdrücken  darch 
die  Relation  ds^  =  dx' -f  <)7^*  Za  diesem  Zwecke  differentiiere  man 
Gleichnng  (6),  indem  man  dx  als  konstant  ansieht  and  ersetze  ds, 
so  folgt 


(7) 


-^  =  mV-dx«  +  dy«  =  mdx|/l  +  -^. 


dy  d'y  d  y 

Nun  setze  man  -r^  =  p,  also  auch     ,      =  dp  und  dx  =  — —.  so  wird 

dx       *^  dx  '^  p 

=  mdy. 


VT+P 


^2 

Das  Integral  dieser  Gleichung  ist  nach  §  80 

(8)  VTlV=my  +  C. 

Für  y  =  0   wird  7  =  0,  also   auch  p  =  0;  daher  die   Konstante 
G  =  1.     Hiemach  wird  die  letzte  Gleichung  zu 

(9)  FT+p  =  my  +  l. 

Die  Ordinate   des  Aufhängepunktes  G  werde  mit  b  bezeichnet,  so 
wird  für  diesen  Punkt  p  =  tang  a  und  die  letzte  Gleichung  zu 

Vi  +  tong'a  =  m  b  +  1 
oder  indem  man  den  Wert  von  m  aus  (6)  einführt 

P  cos  a  V  1  +  tang^a  =  qb  +  P  cos  a. 

Aliein   es   ist  cos  a  V  1  +  tang'a  =  1 ;  daher  wird 

(10)  b  =  —  (1  -  cos  «). 

Man  quadriere  (9),  so  kommt 

p2  =  jn2y2  ^  2my. 

Ersetzt    man  hierin  p  durch  seinen   Wert  und   zieht  die   Wurzel 
aus,  so  ist 

1  dy 


(11)  dx  =  ± 


'°\/,'+"' 


m 


Allein  in  dieser  Gleichung  darf  für  den  Bogen  AG  von  beiden 
Zeichen  nur  das  obere  genommen  werden,  weil  dy  mit  dx  zunimmt. 
Lässt  man  also  das  untere  Zeichen  weg  und  integriert  nach  §  332, 
Formel  (2),  indem  man  daselbst  A  =  0  nimmt,  so  wird 
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Für  den  tiefsten  Punkt  wird  x  =  0  and  y  =  0,  also  auch 

0  =  — log— +  C. 
Darch  Subtraktion  dieser  Gleichung  von  der  vorigen  wird 

(12)  x  =  -i-log(l  +  my  +  in|/y»  +  ^). 

Diese  Gleichung  erscheint  aufgelöst  in  Hinsicht  x.  Man  kann 
aber  auch  y  durch  x  ausdrücken.  Zu  diesem  Zwecke  multipliziere  man 
mit  m  und  gehe  von  den  Logarithmen  zu  den  Zahlen  über,  so  ist 

e»»  =  1  +  my  +  ml/y^  +  ^, 
oder  auch  

m  ^       y    ^         m 

Quadriert  man  diese  Gleichung,  so  folgt 


\      m      /         m 


e" 


und  daraus  die  gesuchte  Gleichung 

y  =  --i--(e««  +  e-»»-2), 
J  m 

welche  genau  mit  der  in  §  132  übereinstimmt. 

p 

Setzt  man  y=b  =  — (1  — cosa)  aus   (10)  in  (12),  so  wird   x 

zur  Abscisse  des  Aufhängepunktes,  welche  mit  h  bezeichnet  werde,  so 
folgt  nach  einigen  Reduktionen 


,         Pcosa 
n  = 


log  (1±Ü£^\ 

V    cos  a    / 


dy 
Setzt  man  die  beiden  Werte  von  -r^  aus  (6)  und  (11)  einander 

dx 

gleich,  so  folgt 


1  /  o  ,    2y       1  /  o  ,  Pcosa 


q 

Der  Ausdruck  für  den  Krümmungshalbmesser  q  einer  ebenen  Kurve 
ist  nach  §  315 


[ 


3 

1  + 


d^y 
dx« 
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dy  d'y 

Setxt  man  hierin  die  Werte  Ton  -^  ans  (6)  and  von    ,  i    aas  (7), 

dx  dx' 

80  folgt  anmittelbar 

p  = h  ma*. 

^       m 

Für  8  s=  0  erhftit  man  als  Wert  des  Krammangshalbmessers   im 
tiefsten  Pankt 


m  q 

Setzt  man   för  s  die   Lange  der  Karve   vom  Aafhängepnnkt   bis 

zam  tiefsten  Punkt,  also  nach  (3)  die  GrOsse  ,  so  erh&lt  man 

q 

als  Krümmnngsbalbmesser  im  Anfhängepankt 

«"-  p 

^         qcosa 
Daher  die  Proportion 

p' :  p"  =  cos*a :  1. 

W4.   Pem  einer  Kette,  bei  welcher  der  tierscknict  pr^pertlanal 

der  Spananng  sich  ändert.  Die  Kette  habe  nnr  ihr  eigenes  Gewicht 
za  trsgen,  soll  aber  in  allen  Qoerschnitten  einen  gleichen  Grad  der 
Sicherheit  gegen  das  Zerreissen  besitzen;  also  wird  jede  Flächenein- 
heit der  Qaerschnitte  gleich  stark  gespannt  sein  müssen. 

Es  seien  z,z'  die  Qaerschnitte  der  Kette  in  G  and  D  (Fig.  129), 
q  das  Gewicht  der  Volameneinheit  der  Kette,  so  müssen  der  Voraas- 
Setzung  nach  die  Qaerschnitte  in  G  und  D  sich  verhalten  wie  die 
Spannungen  P  und  Q.     Daher 

Allein  aus  der  Gleichung  (1)  des  §  381  folgt  Q:P  =  cosa:cos  9>; 
folglich  wird 

,  .  ,  cosa 

(1)  z' =  z . 

cosy 

Wir  nehmen  hier  den  Aafhftngepunkt  G  als  Anfangspunkt  der 
Koordinaten,  lassen  x  zunehmen  um  d  x,  so  rückt  der  Querschnitt  in  D 
abwärts  um  den  Weg  ds.  Längs  dieses  Weges  kann  der  Querschnitt  z' 
als  konstant  betrachtet  werden ;  es  entsteht  daher  während  dieses  Vor- 
ganges das  Volumenelement  zM8^  Dieses  ist  daher  mit  Rücksicht 
auf  (1)  gleich 

cosa  .   . 

z d  s'. 

cos  SP 

dx 
Nun  ist  d  s'*  =  d  X*  +  d  y^  und  cos  y  =  -j-;- ;  daher  das  Element  d  v 

des  Volumens 
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(2)  d  V  =  z  cos  afl  +  -^-^  j  dx. 


Maltipliziert  man  den  Wert  (2)  mit  q,  so  erhält  man  das  Gewicht  des 
Volamenelementes ;  integriert  man  sodann,  so  entsteht  das  Gewicht  des 
Eettenstnckes  CD  von  der  Länge  s^  Dieses  Gewicht  ist  aber  nichts 
anderes  als  die  Grösse  G  der  Gleichung  (2)  des  §  381.  Daher  wird 
diese  Gleichang  im  vorliegenden  Fall 

Qsin  y  +  qzcos«  j  (l  -\-     \jdx  =  Psina. 

Versetzt  man  das  zweite  Glied  von  links  nach  rechts  and  dividiert  mit 
Q  cos  9  =  P  cos  a,  so  wird 

Psina  —  qzcos  a  |  (l  +  ^-y  )^^- 

(3)         tang  (p  = 5 . 

^  P  cos  a 

Für  <p  =  0  wird 

P  sin  a  =  qz  cos  a  I     f  1  +  -py  )  ^ ^ 

zom   Gewicht  des  Eettenstückes  vom  Anfhängepankt  bis  zum  tiefsten 

Punkt. 

dy 
Setzt  man  tang  q>  =  ~-  in  (3)  und  differentiiert  man  sodann,  so 

dx 

folgt,  da  Psina  und  Pcosa  konstant  sind 

Nun  setze  man 

(5)  p    """*     '^"^      dt'^P' 

d^y 
so  wird  —r-  =  d  p ;  daher  geht  (5)  über  in 

^P  A 

=  —  mdx. 


1+p^ 
Hieraus  folgt  durch  Integration 

Are  tang  p  =  —  mx  +  C. 
Für  X  =  h  ist  aber  p  =  0;  daher  gibt  die  letzte  Gleichung 

0  =  —  mh  +  C. 
Man  erhält  daher  durch  Subtraktion 

Are  tang  p  =  m  (h  —  x). 
Geht  man  vom  Bogen  zur  Tangente  über,  so  gibt  diese  Gleichung 
(6)  p  =  tang  m  (h  —  x). 
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Für  X  =  0  wird  aber  p  =  taog  a;  daher 

tanga  =  tangmh 
und  hieraus  er  =  mh  oder 

(7)  m  =  f 

Setzt  mao   die    beiden  Werte   von  m   ans  (5)  und   (7)   einander 
gleich,  80  folgt 

(8)  «  =  -^. 

Allein  hz  ist  das  Volumen  eines  Prismas  von  der  Länge  h  und  dem 
Querschnitt  z,  also  qhz  das  Gewicht  desselben.  Das  Verhältnis  dieses 
Gewichtes  zur  grössten  Eettenspannung  P  gibt  daher  den  Bogen  a. 

Für  p  =  -j^  gibt  Gleichung  (6) 

(9)  dy  =  tang  m  (h  —  x)  dx. 

Dm  diese  Gleichung  zu  integrieren,  beachte  man,  dass 

/,          P  sinxdx  , 

tang  X  dx  =  I =  —  log  cos  x, 
J      cos  X 

und   da  tang  m  (h  —  x)  dx  = tang  m  (h  —  x)  d  (—  mx),  so  gibt  (9) 

m 

y  =  —  log  cos  m  (h  —  x)  +  C. 
m 

Fär  x  =  h  wird  y  =  b;    daher  die  Eonstante   C  ==  b.      Hierfür 
wird  die  letzte  Gleichung 

b  —  y  = log  cos  m  (h  —  x), 

oder  auch,  indem  man  den  Wert  von  m  aus  (7)  einführt 

(10)  b  —  y  = log  cos  — r —  «• 

a  h 

h  —  X 
Dies  ist  die   gesuchte  Gleichung  der  Kurve.     Darin   ist  - 


h 

ein  echter  Bruch,  dessen  Wert  für  x  ==  0  auf  1  steigt.  Daher  ist  der 
Cosinus  zu  nehmen  von  einem  Winkel,  der  kleiner  als  a  ist.  Der 
Logarithmus  davon  ist  negativ,  weshalb  b  — y  positiv  erscheint,  wie 
es  sein  soll. 

Für  X  =  0  wird  auch  y  =  0.     Hierfür  gibt  Gleichung  (10) 
(11)  a= — r- log  cos«. 

Durch  Gleichsetzen  der  beiden  Werte  von  a  aus  (8)  und  (11)  gelangt 
man  zu  folgender  Relation 
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1  qbz 

log  cos  a  = ^2y~, 

welche  ähnlich  wie  (8)  aufgefasst  werden  kann. 

Sind  b  und  h  gegeben,  so  kann  aas  (11)  die  Grösse  a  berechnet 
und  hierauf  mit  Hilfe  von  (10)  die  Kurve  konstruiert  werden. 

Um  das  Volumen  v  der  Kette  zu  finden,  hat  man  nur  Gleichung  (2) 

zu   integrieren.     Zu  diesem  Zwecke  fuhrt  man  vorher  den  Wert   von 

dy 
-j-^  aus  (9)  ein,  so  folgt 

(12)  V  =  z  cos  a  j  [1  +  tang^m  (h  —  x)]  d  x. 

Nun  ist  I  tang^xdx  =  tangx  —  X,  wie  man  sich  durch  Differen- 
tiation überzeugt,  daher  auch 


/ 


tang^m  (h  —  x)  d  x  = tang  m  (h  —  x)  —  x. 


Daher  gibt  (12) 


zcosa    .  ,,  \    I   n 

V  = tang  m  (h  —  x)  +  C. 

m 


Für  X  =  0  wird  auch  v  =  0;  daher 

zcosa    ^  , •  ,   r^ 

0= tangmh  +  C 

m 

und  durch  Subtraktion,  indem  man  noch  m  mittels  (7)  ersetzt 

cosaf  h  — X    1 

V  =  zh tang  a  —  tang  — - —  a  . 

Dehnt  man  x  bis  h  aus,   so   erhält  man  das  Volumen  der  Kette  vom 
Anfhängepunkt  bis  zum  tiefsten  Punkt.     Dieses  ist  daher 

,        .    sina 
v'  =  zh 


a 
Zur  Bestimmung  der  Länge  benutzt  man  die  Gleichung 


i'  =  dxl/: 


ds'  =  dx|/l  +  ||i, 


von  der  schon  bei  Ableitung  von  (2)  Gebrauch  gemacht  worden.    Führt 

dy 
man  den  Wert  von  -r^  aus  (9)  ein,  so  folgt 

ds'  ==  Kl  +  tang2m(h  -  x)dx  =         ^^ 


C08m(h— x)' 
Allein  es  ist  nach  §  333,  Formel  (2) 


/ 


dx         1  ,     1  +  siox 
=  ■77  log 


cos  X        2        1  —  sin  x* 
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Daher  auch 


8'=  — 


log 


1  +  «in  m  (h  —  x) 


2  m  ""**    1  —  sin  m  (h  —  x) 
Für  X  =  0  wird  auch  s'  =  0;  mithin  wird 


+  C. 


0=  — 


2m 


logj^ 


1  +  810  m  h 
8inmh 


+  C 


nnd  darch  Sabtraktion 


1   r    i  +  8i 

8  =  -i: —    log : 

2  ra  L       1—81 


1  +  sio  m  h 
8iD  mh 


log 


1  +  sin  m  (h  —  x) 


1  —  sin  m  (h 

Ersetzt  man  m  durch   seinen   Wert  aus  (7),   so  erh&lt  man  als 
gesuchte  Bogenlänge  der  Kurve 


s'  = 


2a 


l+sin« 

log  z ;7—  ~  log 

1  —  sm  a 


,     .    h  —  x     n 
1  +  sin  — r —  « 
b 

^         .    h  —  X 
1  —  sm  — : —  a 


Fär  X  =  h   entsteht  hieraus  die  Länge  s''  der   Kurve  vom   Auf- 
hängepunkt bis  zum  tiefsten  Punkt.     Daher 


8''  = 


2a 

dy 


log 


1  +  sin  a 
1  —  sin  a 


Setzt  man  den  Wert  von  -j^  aus  (9)  und  denjenigen  von 


d« 


^^    ™  ,., ^,™^_   ._    ^^^ 

aus  (4)  in  den  Ausdruck  für  den  Krümmungshalbmesser  (§  315),  so 
folgt  unmittelbar  für  irgend  einen  Kurvenpunkt 


-Ai/i+.»,-4i. 


femer  für  den  Aufhängepunkt,  wo  x  =  0  ist 


p'  =  ^Vl  +  tang2«, 

und  endlich  für  den  tiefsten  Punkt,  wo  x  =  h  wird 

h_ 

a  ' 


ji 


88S.  P«rH  eines  ?•■  %\tu  kelasteten  Taebes.  Bin  Tuch  sei  an 
zwei  parallelen,  vertikal  stehenden  Wänden  längs  horizontaler  Linien 
festgehalten  und  zwischen  den  Wänden  durch  eine  Masse  belastet, 
deren  Teile  lose  neben  einander  liegen  (wie  trockener  Sand,  Wasser  etc.)» 
so  dass  die  obere  Begrenzung  dieser  Masse  eine  horizontale  Ebene  bilde. 
Das  Tuch  soll  in  gespanntem  Zustande  so  geformt  sein,  dass  Vertikal- 
ebenen, senkrecht  zu  den  Wänden  gedacht,  dasselbe  längs  kongruenter, 
gleich  tief  liegender  Kurven  schneiden.  Man  soll  die  Form  dieser 
Kurven  bestimmen  unter  der  Voraussetzung,  dass  das  Gewicht  des 
Tuches  und  seiner  Steifigkeit  nicht  in  Betracht  komme. 
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Es  gelte  die  bisherige  Bezeichoniig.  Es  sei  also  GAB  (Fig.  180) 
die  Earve,  AE  — y  die  Ordinate  and  DE  =  x  die  Abscisse  den  Kar- 
veopDoktes  D,  so  wird,  veno  die  Vertiliale  AP=b,  die  Vertikale 
D  H  ==  b  —  y  sein. 

I.   Die  anf  dem  Tnche   liegende  Last  reiche  von  anten 
bis  zam  Punkte  C.     Daher  wird  das  RurvenstSck  CD  eioen  KOrper 
trageo   von  der  Perm  eines  Prismas.     Grandflftche  desselben   ist   die 
Plfiche  CDH  and  HOhe   der  Abstand  zweier 
Vertikalebenea ,    welche    senkrecht    za    den  ^*^-  ^^■ 

Wänden  stehen.  Ebenso  liegt  anf  dem  Knrven- 
BtQck  DA  ein  Prisma  von  der  Grandflftche 
DAFH  and  gleicher  Höhe. 

Man  nehme  die  Hohe  dieser  Prismen 
=  1  an  and  bezeichne,  wie  in  der  letzten 
Aafgabe,  mit  q  das  Gewicht  der  Volumen* 
einheit  der  Hasse,  so  ist  das  Gewicht,  das 
auf  CD  drückt  =  q  x  Fläcbe  CDH;  das- 
jenige, das  anf  DA  drückt  =  q  x  Fläche  DAFH.  Daher  gibt  Glei- 
chung (2)  des  §  381 

qx  DAFH  +qxDCH  =  P sin«  and 
(1)  Qsin9'  =  qxDAFH. 

Lässt  man  s  zanehmen  am  dx,  so  beschreibt  die  Vertikale  DH 
ein  Pläcbonelemeot  von  der  Breite  dx  and  der  Hohe  b  —  y,  also  vom 
lobalt  (b-'y)dx.  Diese  GrSsse  ist  das  Differential  der  Fläche  ADHF; 
folglich  das  Integral  von  (b  — y)dz  die  Fläcbe  ADHF.  Hierfür  gebt 
(1)  über  in 

Q«iny  =  qJ(b-y)dx. 
Dividiert  man  diese  Gleicbong  durch  Q  cos  9'  =  P  cos  oe  (§  381),  so  folgt 

Für  9"  =  0  muBB  auch  die  Fläcbe  DAFH  sich  anf  Hall  reduzieren, 
also  I  (b  — y)ds  =  0  sein;  fvi  f>  =  a  aber  dehnt  sich  diese  Fläche 
über  A  C  F  aus.     Daher  mass  sein 

(3)  Fläche  AGF=  f  Cb-y)dx. 

Man  setie  in  Gleichnag  (3) 

SO  geht  sie  über  in 

j^  =  ./(b-,)dx. 
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Die  DiffereDtiation  dieser  Gleichang  gibt,  da  d  x  konstant  ist 

(5)  -^  =  m(b-y)dx. 

d  y  d^  y 

Führt  man  -7^  =  p,  also  — r-^  =  d  p  ein  und  ersetzt  d  x  dareh 
dx  dx 

dy 

— —.  80  wird 

P 

p  d  p  =  m  (b  —  y)  d  y. 

Folglich  darch  Integration 

^2  /  «2 


=  n.(by-|-) 


Ffir  y  =  0  wird  anch  p  =  0;   daher  ist  die  Eonstante  der  Inte- 
gration weggelassen.     Man  mnltipliziere  mit  2,  ziehe  die  Warzel  ans 

dy 
and  ersetze  p   durch  -r^,  so  folgt 

dx 


(6)  dx"K^  = 


dy 


V2by-y2  ' 
welche  Gleichnng  folgendes  Integral  liefert  (§  77) 

X  Km  =  Are  sin  ^—r h  C. 

D 

Für  X  =  h  wird  y  =  b.    Hierfür  gibt  die  letzte  Gleichnng 

Daher  durch  Subtraktion 

(h  —  x)  Vmi  =  Are  sin  — 5—^, 

b 

oder  anch,  wenn  man  vom  Bogen  zum  Sinus  übergeht 
(7)  b-y  =  b8in(h-x)Km. 

Für  den  tiefsten  Punkt  wird  x  =  0  und  y  =  0;   ihm  entspricht 

=  sin  h  V^m ,  welcher  der  Bogen 
Es  muss  daher  sein 


also  die  Gleichung  1  =  sin  h  K  m  9  welcher  der  Bogen  —-  Genüge  leistet. 


(8)  hV1^  =  ^. 

Führt  man  den  Wert  von  m  aus  (4)  hier  ein,  so  ergibt  sich   als 
Spannung  des  Tuches  in  horizontaler  Richtung 

Pco8«  =  q(^). 

Setzt  man  aber  den  Wert  von  V^m  aus   (8)   in   (7),   so   erh&lt   man 
als  gesuchte  Gleichung  der  Kurve 


—   isi 


W  b-,-b^.(!4^.i). 


Id  der  Figur  ist  h  —  x  =  C  H  and  b  —  y  =  D  H.  Nimmt  man 
den  Punkt  G  zum  Anfangspunkt  der  Koordinaten  und  bezeichnet  die 
genannten  Werte  mit  x'  und  y',  so  geht  Gleichung  (9)  über  in 

(10)  y'  =  b  sin  ^  ^. 

dy 
Aus  (6)  folgt,  indem  man  -r-^  durch  tang9>  ersetzt 


n 


(11)  tangy  =  -— -K2by- 


y 


2 


2h 

und  hieraus  fär  y  =  b,  da  9>  in  a  übergeht 

7t     b 
UDga  =  — .-g-. 

Diese  letzten  Werte  können  ebenso  aus  (9)  oder  (10)  abgeleitet  werden. 
Reduziert  man  die  obere  Grenze  des  Integrals  (3)  auf  x,  so  erhält 
man  als  Ausdruck  für  die  Fläche  A  D  H  F 

(12)   J^  (b-y)dx  =bj^  8,n(-^-)dx=  — cos^^j--) 

und  hieraus  als  Wert  der  ganzen  Fläche  ACF 


X 


\k         \a  2bh 

(b  -  y)  d  X  =  — — 

0  ^ 


Nun  ist  bh   das  um   die  Fläche  beschriebene  Rechteck;    folglich 

2 

die   Fläche  —  =  0,636  . .  von  diesem  Rechteck. 

TT 

Das  Gewicht  der  Hasse,  welche  das  Tuch  auf  eine  Länge  =  1, 
der  Wand  nach  gemessen,  zu  tragen  hat,  wird  erhalten,  wenn  man 
diese  Fläche  mit  q  multipliziert  Mithin  wird  z.  B.  [das  Gewicht  der 
Masse  GDH  nach  (12)  sein 

qj\b-y)dx  =  q^[l-C08(l4Li^)]. 

Die  Länge  der  Kurve  ergibt  sich  wie  folgt.  Es  ist  das  Bogen- 
element 


dy 


2 


d8  =  dxj/l+^^,. 


dy        nb        /h  —  x  tt 


dx' 
Aus  (9)  folgt  aber  durch  Differentiation 

\    h       2/ 
Folglich  wird  das  Bogenelement 

Antonhaimsr,  BlemenUrbaoh.  98 
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Um  dieses  DiffereDtial  za  integrieren ,  wende  man  die  Methode 
der  Quadratur  an,  indem  man  Fiächenelemente  von  der  Form  u  d  x 
an  einander  reiht  nnd  zwar  mit  der  Grundlinie  dx  und  der  Höhe  u 
=  der  Wurzelgrösse  in  (13).  Dadurch  entsteht  eine  Fläche,  ähnlich 
derjenigen  auf  S.  362,  mit  der  Grundlinie  h,  zwei  Endordinaten  und 
einer  Kurve.     Die  erste  Endordinate  entspricht  der  Abscisse  x  =  0  und 

hat  einen  Wert  =  1 ;  die  letzte  wird  =  1/  1  +  ( -^r- )  für  x  =  h. 
Der  Abscisse   x  =  -^  h    entspricht    ein    Bogen  =  — ;    allein    es   ist 

—  =  1/  — ;  also  wird  diese  Ordinate  =  1/  1  +  "S"  (  ^rr)  •   ^'^^e 

Ordinate  ist  nun  das  arithmetische  Mittel  aus  den  Höhen  aller  Fiächen- 
elemente. Denn  geht  man  von  dieser  Ordinate  ans  um  eine  Grösse 
h'  <  ^  h  rückwärts  nnd  vorwärts,  so  trifft  man  auf  Ordinaten,  die  um 
gleichviel  abweichen  von  der  mittleren  und  zwar  im  positiven  nnd  nega- 
tivem Sinne,  was  sich  aus  der  Eigenschaft  der  Funktion  'leicht  nach- 
weisen  lässt.      Daher  ist  die   Fläche  gleich  einem  Rechteck   mit  der 

Grundlinie  h  und  der  Höhe  1/  1  +  -5-  f  -^  )  ;  also  ^^^  Integral  von 
(13),  d.  h.  die  Kurvenlänge  vom  Aufhängepnnkt  bis  zum  tiefsten  Punkt 


n 
cos-T- 


'='-V^^W)'- 


Der  Ausdruck  für  den  Krfimmnngshalbmesser  einer  Knrve  ist 

_      ds» 
^""   dxd^y  • 

Nun  gibt  Gleichung  (5)  d^y  =  m(b  —  y)dx*;  daher  wird 


=        ^        /dsy 
^       m(b-y)Vdx>/* 


Da  aber  gemäss  der  Figur  d  x  ==  d  s  cos  9,  so  ist  auch 

^^^^  ^  ^  m(b-y)co8»y* 

Hier   kann  nun  cos  9  nach   (11)    durch    tangf'    ausgedrückt  werden. 
Es  ist  nämlich 

1  1 


2«)  — 


coB^g>  = 


1  +  Uug»y        l  +  (^y(2by-y«) 


Mittels  dieses  Wertes   und   dem   von  m   aus  (8)  erhält   man  ans  (14) 
den  gesuchten  Krümmungshalbmesser 

2  n2 


\  7t  J  b  — y 
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Für  y  =  0  erhält   maD   als  Erämmnngshalbinesser   der  Kurve  im 
tiefsten  Punkt 

2 


1  /2hY 


und   für  y  =  b  als  Krümmungshalbmesser   im  Aufhängepunkt  p  =  oo. 

IJ.    Die  Last  reiche   um  a   über  die  Ebene  CP   hinauf. 
Dadurch  wird  die  Höhe  des  Flächenelementes  in  DH  =  a-fb  —  y  und 

daher  die  Fläche  über  dem  Bogen  A  D  =?  1  (a  +  b  —  y)  d  x.   Also  geht 

Gleichung  (5)  über  in 

d^y 


,       =m(a  +  b  —  y)dx 
dx  ^ 


und  Gleichung  (6)  in 


dxl/^  = 


dy 


K2(a  +  b)y--y2' 
deren  Integral  ist 

X  V^  =  Are  sin  — p-r h  C. 

a  +  D 

Für  X  =  0  wird  y  =  0  und  die  letzte  Gleichung  gibt 

o--i  +  c. 

Folglich  durch  Subtraktion 

\r~       ^        A     «•     a  +  b  — y 
X  K  ni  =  -r Are  sin  - 


a  +  b 

7t 

Versetzt   man  —  und  geht  vom  Bogen  zum  Sinus  über,  so  wird 

a  +  b  —  y         .   f  n         ^r~\ 

woraus  als  gesuchte  Gleichung  der  Kurve  folgt 
(15)  a  +  b  —  y  =  (a  +  b)  cos  X  V^m. 

Für  X  =  h  wird  y  =  b.     Dafür  gibt  (15) 


(16)  coshKm^ 


a 


a  +  b' 

eine  Gleichung,  aus  welcher  V^m  bestimmt  werden  kann.  Dabei  ent- 
spricht   dem    Bogen   h  V^m  eine  Anzahl  Grade.     Man  kann   nun  für 

numerische  Rechnungen  die  Grösse  Km  in  Graden  ausdrücken  und 
diese  mit  x  multiplizieren,  so  erhält  man  die  Anzahl  Grade,  deren 
Cosinus  zu  benutzen  ist,  um  mittels  (15)  die  entsprechende  Ordinate 
zu  erhalten.     Da  ferner 

tang ?>  =  Km  K2(äTb)7^^, 

28* 


so  ei^ibt  sich  zur  Beatimmaag  des  Bogeos  a  die  Gldcbang 

(17)  taoga  =  KniK(2:a  +  b)b. 

Di«  Fläche,   vertiical   über  dem  Bogeo  A  D  gelpgen,   ist  anter  Be 
DÜtzuDg  von  (16) 

r(a+b  — y)dx  =  (a  +  b)  f  cosx  Km  dx  =  ^T^^sin  xKm, 

and  daher  die  Gewichte  der  Massen  ober  dea  Bogeo  AD  uad  AG: 

(18)  ql+^,in.ym      uüd     q^sinh^m. 

Km  Km 

Das  BogeoelemeDt  der  Knrv?  ist  mit  Rücksicht  auf  (15) 

ä,  =  .ii^l  +  -^'-  =  d>j/l+(a  +  b)>i..i.i>jK».. 
Daher  lius  Integral  uach  dem  auf  S.  434  aogeweudeten  Verrühren 


._-./ 


Ans  den  Werten  ' 
ha  Ibmesser  der  Earve 

_[l  +  m(2(a+b)y-y')]^ 
^  m  {a  +  b  -  y) 

Für  a  =  0  gehen  die  unter  11.  aufgestellten  Gleichungen  nber  in 
die  beza  glichen  der  VoraussetiaDg  I. 

SM.  tum  tltitt  Tai  iitei  belastete!  Tachci.  Das  Tuch  sei  wie 
in  der  vorigen  AuTgabe  augebracht,  die  Last  jedoch  von  unt«n  aoge- 
hängt,  so  dass .dieselbe  bis  auf  eine  naagrecbte  Ebene  A'C  (Fig.  131) 
reiche.  Statt  dass  die  homogene  Masse  den  Ranm  ADCP  über  dem 
Tuch  aasfslle,  nehme  sie  jetzt  den  Ranm  GDAA'C  ein,  wo  CG'  uad 
AA'  als  vertikale  Ebenen  zu  denken  sind. 

Im  öbrigen  gelte  die  bisherige  Bezeichnung.    Es  seien  also  A  der 
Anfangspunkt,   A  E  =  y   and    E  D  =  x   die   Koordinaten   des    Kurven- 
punktes  D   und   Abstand  AA'  =  a.     Mao   ziehe   DD'   vertikal,   so  ist 
D  D'  =  a  -I-  y.     Geht   sodann   x  in  x  +  d  x 
Pig-  1^1.  über,  so  beschreibt  D  D'  das  Fiachenelement 

(a  +  y)  d  X  vom  Gewicht  q  (a  +  y)  d  x ;   folg- 
lich  ist  das  Gewicht  der  Last  A  D  D'  A'  = 

q /(a  +  y)d  X.    Daher  nach  (2)  des   §  381 
Q8in¥  =  qJ(a  +  y)dx. 

Dividiert   man    mit   Gleicbnog  (1)    des 
§  361,  so  folgt 
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(1)  t«"8  9' =  pi;  r^"  +  y^  **  ^ 

r  COS  ccj 
Setzt  man  wieder  zar  Abkärzang 


m  = 


Pcos  a 


d  Y 
und  schreibt  -j^  fär  taDgf^,  so  geht  (1)  über  lo  folgende  GleichoDg 

d  X 


dy 
dx 


=  mj  (a  +  y)dx, 


woraas  darch  Vornah we  der  DifferentiatioD  folgt 

(2)  4r^  =  m(a  +  y)dx. 

d  X 

Fär  p  =  4^,   also  d  x  =  ^  gibt  Gleichung  (2) 
'^       dx  p 

p  d  p  =  m  (a  +  y)  d  y. 

Mithin  darch  Integration 

p^  =  m(2ay +  y*). 

Die  Eonstante  der  Integration  fällt  weg,  weil  far  y  =»  0  auch  p  ="  0  wird. 
Diese  Gleichung  gibt,  wenn  p  ersetzt  wird 

(3)  d X  Vm  =  .,,     ^^ 

^  V2ay  +  y«' 

also  auch,  indena  man  integriert 

(4)  X  "Km  =  log  (a  +  y  +  1^277+7')  +  C 

Zur  Bestimmung  der   Konstanten  C   nehme  man  x  =  0,   so   wird 
y  =  0;  daher 

0  =  log  a  +  C, 
und  durch  Subtraktion  folgende  Gleichung  der  Kurve 

(5)  .  V^  =  log  a  +  y+>^2^+?. 

a 

Für  y  =  b  wird  x  =  h.     Hierfür   liefert  (5)   zur  Bestimmung  der 
Grösse  m  die  Gleichung 

(6)      Y^^^io,--±^±yi^HR, 

a  a 

Die  Gleichung  (5)  kann  auch  auf  folgende  Form   gebracht  werden 

Aus   (3)   folgt,    da  — ^  =  tang 9  ist,  tang y  =  Ym  Y2Vy+^ 

a  X  j       j 

und  daher  für  die  Aafhängestelle  G 
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(8)  tang  «  =  Km  K(2  a  +  b)  b, 

eine  RelatioD,  mittels  welcher  der  Winkel  a  bestimmt  werden  kann. 
Die  Fläche  ADD'A^  wird  anter  Benötzang  von  (7) 

(9)   fCa  +  y) d  X  =  I  r(e»'^»+e-'^V^)  dx  =  -^  (e»V^-e-^V"m), 

Die  Konstante  der  Integration  ist  =  0,  weil  für  x  =  0  die  rechte 
und  linke  Seite  der  Gleichnng  verschwinden. 

Diese  Fläche  kann  aber  auch  noch  wie  folgt  gefunden  werden. 
Setzt  man  den  Wert  von  d  x  aas  (3)  in  den  Ausdruck  (a  -h  y)  d  x  für 
das  Flächenelement,  so  wird  dieses  gleich 

(10)  „  yy^'y  ■ 

Km  V2ay  +  y2 
Nun  ist  nach  §  332 


iTT-—--,   =log(a+y  +  y'2ay  +  y^), 

K  2ay4-y2 


j  K2ay  +  y2  jK2ay  +  y« 

Folglich  das  Integral  von  (10)  als  gesuchte  Fläche 


(11) 


r(a  +  y)dx  =  -|^K2ay  +  y2, 


ein  Ausdruck,  der  etwas  einfacher  erscheint  als  der  obige. 

Hiernach  wird  das  Gewicht  der  am  Bogen  A  C  angehängten  Last  sein 

(12)  P  sin  a  =  -^^  K2ab  +  b^ 

Km 

Für  den  Krümmungshalbmesser  der  Kurve  ergibt  sich  mit  Hilfe 
von  (2)  und  (3) 

^  ^  [l  +  m(2ay  +  y^)P 
m(a  +  y) 

Im  tiefsten  Punkt  ist  y  =  0;  daher  der  Krümmungshalbmesser  daselbst 

a  m 

Für  den  Aufhängepunkt  ist  y  =  b;  daher  der  bezügliche  Krüm- 
mungshalbmesser 

[l  +  m(2ab  +  b«)]^ 
^  m(a  +  b) 

Für  den  speziellen  Fall,  da  a  =  0  ist,  d.  h.  die  untere  Be- 
grenzung der  aufgehängten  Masse  durch  den  tiefsten  Punkt  der  Kurve 
geht,  wird  nach  (8) 

tang  a  =  h  V^m ; 
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ferner  nach  (12)  das  am  Bogen  AC  hängende  Gewicht 

P sm  a  =  .^ 

V  m 

and  endlich  als  bemerkenswert  der  Krömmangshalbmesser  q'  im  tief- 
sten Pankt  nach  (13)  unendlich  gross,  d.  h.  dieser  Punkt  und  die 
beiden  benachbarten  Punkte,  welche  um  +  d  x  und  — dx  von  ihm 
abstehen,  liegen  in  gerader  Linie. 

Dagegen  werden  die  Gleichungen  (5),  (6),  (7)  und  (9)  unbrauchbar. 
Um  eine  allgemeine  Gleichung  der  Kurve  zu  erhalten,  welche  auch  auf 
den  genannten  speziellen  Fall  angewendet  werden  kann,  bestimme  man 
die  Eonstante  C  in  (4)  so,  dass  man  x  =  h  und  y  =  b  einfuhrt.  Dadurch 
geht  (4)  über  in 

hy^=  log(a  +  b  +  K^ab  +  b«)  +  C 

und  daher  durch  Subtraktion  die  gesuchte  Gleichung 

(x-h)|^=logA±y  +  ]^SSl. 

*a  +  b  +  K2ab  +  b^ 

Wird  hierin  a  =  0  angenommen,  so  erhält  man  als  Gleichung  der 
Kurve  für  den  speziellen  Fall 


(x~h)Km  =  log(^). 


£s  werde  die  Kurve  CDA  durch  eine  starre  Linie  ersetzt  und  um 
0  F  als  Achse  gedreht,  so  dass  sie  vertikal  über  C  F  zu  liegen  komme. 
Dabei  gehe  die  Last  mit,  so  wird  sie  von  oben  die  Kurve  zusammen- 
drücken und  zwar  mit  den  gleichen  Kräften,  mit  welchen  sie  vorher 
verstreckt  wurde.    Die  Kurve  bildet  dann  die  Drucklinie  eines  Gewölbes. 


X.  Aufgaben  Aber  die  elastische  Linie. 

387.  RriMBiig  dler  eiaitischei  Lille  \m  MgtmtXmtm.  Wird  ein 
prismatischer  Stab  von  elastischer  Beschaffenheit  gebogen,  so  dehnen 
sich  die  Fasern  desselben  auf  der  einen  Seite  ans  und  verkürzen  sich 
auf  der  andern.  Wo  die  Ausdehnungen  in  die  Verkürzungen  übergehen, 
liegt  eine  neutrale  Schicht,  welche  keine  Längenänderung  erfthrt.  Die 
neutrale  Schicht  ist  eine  Cylinderfläche.  Ein  ebener  Schnitt  durch 
diese  Fläche,  senkrecht  auf  den  Kanten  der  Cylinderfläche,  heisst 
elastische  Linie. 

In  den  §  208  und  209  sind  die  Biegungs Verhältnisse  betrachtet, 
welche  an  einem  Stabe  von  rechtwinkeligem  und  kreisförmigem  Quer- 
schnitt eintreten,  der  am  einen  Ende  eingespannt  und  am  andern  durch 
eine  Kraft  verbogen  wird,  welche  senkrecht  zur  Längenrichtnng  des 
Stabes  einwirkt.     Es  wurden  daselbst  folgende  Gleichungen  abgeleitet. 
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E 
für  den  rechtwinkeligen  Stab    .     .     .     pPx  =  --^bh', 

E 
für  den  Stab  mit  Querschnitt  Fig.  71     p Px  =  -^b (h»  —  h'»), 

E 
für  den  cylindrischen  Stab    .     .     .     .     p  P  x  =  -  -  n  d*, 

64 

für  den  hohlen  Cylinder P  P  x  =  -^  tt  (d*  —  d'*) 

und  die  Grössen  rechts  Momente  der  Elastizität  genannt.  Da 
diese  nur  vom  Modal  E  und  den  Qaerschnittsdimensionen  abhängen, 
so  bleiben  ihre  Werte  dieselben,  wie  auch  der  Stab  in  Ansprach  ge- 
nommen wird.  Daher  gilt  aach  das  in  diesen  Gleichangen  enthaltene 
Gesetz  allgemein  für  irgend  einen  Teil  eines  gebogenen  Stabes  mit 
irgend  einem  Qaerschnitt,  wenn  nar  anter  p  der  Erümmangshalbmesser 
der  elastischen  Linie  an  einem  bestimmten  Punkte  und  anter  Px  das 
statische  Moment  der  Kraft  verstanden  wird,  das  diese  Krümmang 
veranlasst.  Dabei  kann  Px  aach  als  eine  Summe  von  statischen  Mo- 
menten aufgefasst  werden,  deren  Glieder  gleiche  oder  entgegengesetzte 
Vorzeichen  haben. 

Das  Moment  der  Elastizität  kann  für  jeden  Qaerschnitt,  der  auf 
eine  gesetzmässige  Weise  geformt  ist,  abgeleitet  werden.  Wir  setzen 
dasselbe  daher  im  Folgenden  als  bekannt  voraas,  bezeichnen  es  mit  M 
and  erhalten 

(1)  g-Px  =  M. 

Nun  ist  der  Krümmungshalbmesser  der  Kurve  nach  §  315 

3 


J-<^^'^ 


d«y 
dx« 

Allein   in   den  Anwendungen  kommen  nur  sehr  schwache   Krüm- 

d  y 
mungen  vor;  daher  ist  die  Grösse  -    -  im  Zähler  rechts  gegenüber  der 

Einheit  sehr  klein.  Unter  dieser  Voraussetzung  entwickele  man  die- 
sen Zähler  nach  dem  binomischen  Satze  in  eine  Reihe  and  vernach- 
lässige  die  Glieder   von   der    vierten    oder   zweiten  Potenz  der  Grösse 

dy 

--^  an.     Für  letzteres  erhält  man  aus  (2)  als  Annäherungsausdruck 

d  X 

^^^  dx»         p- 

388.  Blastische  Lille  eiies  Stabes,  itr  !■  herlMitaler  Lage  um 
eiiei  Eide  eiigetpaiit  and  um  aaden  belastet  ist.  Es  sei  AB 
(Fig.  132)  die  elastische  Linie,  A  die  Befestigungsstelle  und  B  der 
Aufhängepunkt  der  Last  P. 
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Mao  lege  durch  B  zwei  rechtwiakelige  Achseo  Bx  Dod  B;  in  d«r 
Ebene  der  Earve,  wovod  die  erstere  borizootal,  die  letztere  vertikal 
snfwSrts  gerichtet  ist.     EU  seien 

s,y  die  Koordinaten  BD  nnd  CD  eines  Knrvenpnnktea  G, 

L,  n  dasselbe  fSr  den  Karvenpnnkt  A, 

a,f  die  Heigang  der  Knrve  in  B  und  C  znr  Achse  Bs. 

Denkt  man  sieb  den  Stabteil  AG  von  ver&Dderlicher  L&nge  fest 
eingemanert,  ohne  dasa  er  seine  Form  ändert,  so  ragt  das  Stack  CB 
aber  die  Maner  hervor  nnd  «ird  somit  gedreht  am  C  mittels  der 
Kraft  P  am  Hebelsarm  x,  also  mit  dem  Momente  P  x.  Daher  gilt  nn- 
mittelbar  die  Gleichang  (l)  des  vorigen  Paragraphen,  norans  folgt 

(1)  p  =  -^.  Fig.  132. 

Pär  2  =  0  wird  9  =  oo,  d.  h.  der  Stab  ist 
am  freien  Ende  geradlinig.  W&chst  x,  so  nimmt  p 
ab;  die  Rrömroong  nimmt  also  von  B  nach  A 
hin  zu.  Der  kleinste  Krümmnngsbalbmesser  wird 
erhalten,  wenn  man  L  ffir  i  in  (1)  einfahrt. 

Setzt  man  den  Wert  von  p  aas  (l)  in  Gleichang  (3)  des  letzten 
Paragraphen,  so  folgt 

(2)  mÄ-P'- 
Nan  ist  aber 


i-Am- 


dl 

rentiale  dieser  zwei  GrOssen  entgegengesetzt«  Zeichen.     Man  wird  des- 
halb in  der  Gleichnng  (2)  das  Zeichen  rechts  ändern,  so  dass  man  bat 


(3)  M-A^ 


Multipliziert  man  mit  di  nnd  integriert,  so  kommt 


ird  wegen  der  horizontalen  Lage  des  Stabes   au  der 
^ür  erl: 
PL" 


d  V 
befestigten  Stelle  -^  =  0.     Hierfür  erhält  man  ans  (4) 


^  -  +  c. 

Zieht  man  diese  Gleichnng  von  der  vorigen  ab,  so  kommt 
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Multipliziert  man  mit  dx  and  integriert,  so  erhält  man  als  Gleichnng 
der  elastischen  Linie 


(6)  My  =  f(L«x-^) 


Die  Konstante  der  Integration  ist  wei^elassen,  weil  fär  x » 0 
auch  y  «=  0  ist. 

Setzt  man  x  b=  L  in  (6),  so  wird  y  ==  n.  Mithin  hat  man  zar 
Bestimmung  der  grössten  Senkung 

PL» 

"^ITm- 

dy 
Da  -p-  =  tang  y,  so  folgt  aus  (6) 

S8f.  Stab  der  T«rigei  Aifgabe,  der  mtk  eiie  iber  seiie  Laage 
gleichfftrwig  ferteilte  Last  ra  tragen  hat.  Bs  gelte  die  bisherige  Be- 
zeichnung und  Fig.  133. 

Die  Last,  welche  über  die  Länge  gleichförmig  verteilt  ist,  sei 
per  Längeneinheit  =  p;  so  ist  die  Last,  welche  auf  dem  Kurvenstuck  BG 
liegt  =  p  X,  da  x  für  B  C  genommen  werden  kann.  Den  Angrififspunkt 
dieser  Last  px  kann  man  in  der  Mitte  von  BG  voraussetzen;  also  ist 
das  statische  Moment  dieser  Last  in  Bezug  auf  G  als  Drehpunkt  =  ^px^; 
somit  das  gesammte  statische  Moment,  welches  den  Stab  um  G  zu 
drehen  strebt  =Px  +  ipx^  Setzt  man  dasselbe  an  die  Stelle  von 
Px  in  die  Gleichung  (1)  des  §  387,  so  kommt 

M 

?""    Px  +  ipx^  • 

Wenn  x  =  0,  so  wird  p  =  oc ;  also  bleibt  der  Stab  am  freien 
Ende  geradlinig.  Die  grüsste  Krümmung  nimmt  er  am  befestigten 
Ende.    Für  diese  Stelle  wird  der  Krümmungshalbmesser 

Fig.  133.  e  -  -p  L  +  i  p  L^  • 

Wenn  p  =  0,  so  werde  p  =  p';  wenn  P  =  0,  so 
werde  p  =  p'' ;  deshalb  wird  sein 

,  _    M_        ,, M 

?  ""   PL'     P    -    JpL«  • 

Setzt  man  die  Last  p  L,  welche  gleichförmig  über  die  ganze  Länge 
verteilt  ist,  gleich  der  Last  P  am  freien  Ende  voraus,  so  wird 

d.  h.  es  wird  die  Krümmung  des  Stabes  am  befestigten  Ende  zweimal 
grösser,  wenn  die  Last  am  freien  Ende  wirkt,  als  wenn  sie  gleichför- 
mig über  die  ganze  Länge  verteilt  ist. 
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Yertaascht  mao  in  Gleichang  (3)  des  vorigen  Paragraphen  das 
Moment  Px-f  ^px^  mit  Px,  so  erhält  man  als  Differentialgleichung 
der  Kurve 


(1^) 


Maltipliziert  man  mit  dx  and  integriert,  so  kommt 

dy  _       Px*        px» 
"dx" 2  6+^' 

dy 
Für  x  =  L  wird  "T^  =  0;  hierfür  gibt  die  letzte  Gleichung 

PL»       pL»       c 

Durch  Subtraktion  folgt 

(2)  m|^  =  -y  (L«  -  X»)  +  i (L»  -  X»). 

Multipliziert  man  mit  dx  und   integriert,  so   erhält  man  als  gesuchte 
Gleichung  der  elastischen  Linie 

(3,  „,_i(L..-4)  +  i(L..-4). 

Die  Eonstante  der  Integration  ist  weggelassen ,  weil  für  x  =»  0 
auch  y  =  0  wird. 

Für  die  grösste  Senkung  ii  =  AF  des  Stabes  erhält  man  aus  (3), 
indem  man  x  =  L  und  y  =  u  setzt 

(4)  .=4^+  "■• 


3M     '     8M  ' 

Ist  keine  Last  am  freien  Bnde  aufgehängt,  so  wird  P  =  0.  Ist 
dagegen  p  =  0,  so  gehen  alle  vorstehenden  Formeln  in  die  betreffenden 
der  letzten  Aufgabe  über. 

Wenn  die  gleichförmig  verteilte  Last  gleich  der  am  freien  Bnde 
ist,  so  wird  p  L  =  P  und  somit  die  Senkung  aus  (4) 

PL»     ,    PL»         11    PL» 


3M     '     SM         24      M 

Beträgt  somit  die  Senkung  8  gleiche  Teile,  wenn  nur  die  Last  am 
freien  Ende  hängt,  so  bewirkt  die  ebenso  grosse  jedoch  gleichförmig 
verteilte  Last  für  sich  allein  3  solcher  Teile. 

Soll  die  Last  pL  gleiche  Senkung  wie  P  hervorbringen,  so  muss 
nach  (4)  sein 

PL»         pL*  ,        p       3     , 

Tr=-8M-'  "'^"  ^=-8-p^' 

d.  h.  es   muss  in  diesem  Falle  die  Last   am  freien  Ende  f  sein  von 
der  gleichförmig  verteilten  Last. 
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Es   sei  a  der  Winkel,  welchen   die  TangeDte   an  die  Kurve  am 

dv 
freien  Ende  mit  der  horizontalen  Richtung  bildet,  ao  ist  tga  =  --r-^ 

fär  X  =0-     FQr  diese  Werte  erhält  inan  ans  (2) 

*  2M    ^    6M 

Hier- 


Für  p  =  0 
erhUt  man 

werde  «  =  «' 
SDS  der  letzten 

and  für  P  . 
Gleiehnng 

.0  »erde 

a 

tgo 

PL« 
2H 

-,    1««"- 

pl.' 
6M  ■ 

Setit  man  nnn  p  L  =  P  vorans,  so  wird 

tga'  =  3t«a". 
Also    wird    die  Tangente  des  Winkels  a  am    freien  Ende    dreimal 
grosser  in  dem  Fall,  wenn  die  Last  an  diesem  Ende  h&ngt,    als  wenn 
dieselbe  Last  gleichfSrmig  über  die  ganze  Lflnge  verteilt  wird. 

SM.   Stib,  der  vsH  iwel  glelck  hafh   gelcgeaM  Stitiei  getragea 

«■4  iattk   die  glcicbfömiK  verteille    »d  elae  k«aie«trlerte  Last  ge- 

bagei  wird.     Die  Stützen  A,  A'  (Fig.  134),  an  den  Enden  des  Stabes 

angebracht,  liegen  in  einer  horizontalen  Linie  A  D  A'.     Es  seien  : 

P  die  in  P  konzentrierte  Last  in  den  horizontalen  Abständen  A  D  ^  a, 

A'  D  =  a'  von  den  Stützen, 
p  die   über  den  Stab  gleichförmig  verteilte  Last  per  L&ogeneinheit, 

das  Gewicht  des  Stabes  inbegriffen, 
z,y  die  rechtwinkeligen  Koordinaten  AG.BC  eines  fiarvenpaoktes  B, 
%',y'  die  Koordinaten  A'C,  B'C  eines  Karvenponktes  B', 
n  die  Senkung  DP  des  Anfhäogepnnktes, 
ß  der  Winkel,  welchen   die  Tangente   an  die  Kurve  durch  den  Auf- 

hBngepnnkt  mit  der  horizontalen  Richtung  AA'  bildet, 
L  =>  a  -{-  a'  die  Entfernung  der  Stützen, 
Q,Q'  die  Pressungen  anf  die  Stützen  A,A'. 

Fig.  134.  Denkt  man  sich  die  Stütze 
lij    ^    ^gg   ijjjij    jgjj    Druck, 

welchen   sie    anSEuhalten    hat, 

durch    die   Kraft   Q,    welche 

aufwärts    wirkt,    ersetzt,    so 

entsteht  ein  Hebel,  der  seinen 

I  Drehpunkt  in  A'  hat.     Daran 

I  wirkt    Q    am    Hebelsarm    L, 

P  am    Hebelsarm    a'   und    p  L 

am  Hebelsarm  ^  L.     Da  nun   das  statische  Moment  von  Q  gleich  sein 

muBB  der  Summe  der  Uomente   der  abw&rts  wirkenden  Kr&fte ,  so  er- 

bült  man 

QL  =  Pa'  +  ipL». 
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Ganz  ebenso  findet  man 

(2)  Q'  =  P-J-  +  -i-pL. 

Hiernach  kann  man  die  Kräfte  Q,  Q'  als  bekannt  betrachten. 

Denkt  man  sich  das  Karvenstdck  A'B  eingemauert  und  AB  her- 
vorragend, so  wirkt  am  letztern  die  Kraft  Q  aufwärts  am  Hebelsarm  x 
und  die  Last  p*AB  oder  annähernd  px  am  Hebelsarm  ^x  abwärts. 
Somit  ist  das  statische  Moment  dieser  beiden  Kräfte  in  Beziehung  auf  B 
als  Drehpunkt  =Qx  — ^px^.  Setzt  man  diesen  Wert  statt  Px  in 
die  Formel  (1)  des  §  387,  so  kommt 

.  _  M 

^  ^  ^""    Qx-ipx«  • 

Ganz  ebenso  findet  man  für  das  andere  Knrvenstuck 

^^^  ^'  ^  Q'x'-ipx'»' 

Für  X  =  0  uud  x'  =  0  erhält  man  p  =  oo  nud  p'  =  oo  ,  d.  h. 
die  elastische  Linie  ist  an  ihren  Enden  geradlinig. 

Last  man  x'  wachsen  bis  x'  =  a' ,  so  nimmt  p'  fortwährend  ab. 
Also  hat  das  kürzere  Kurvenstuck  seine  stärkste  Biegung  im  Auf- 
hängepunkt. 

Lässt  man  x  wachsen  bis  x  =  a,  so  nimmt  g  bis  zu  einer  gewissen 
Stelle  hin  ab.  Um  die  Abscisse  dieser  Stelle  zu  finden,  bezeichne  man 
den  Nenner  Qx  —  ^px^  des  Wertes  von  p  in  (3)  mit  z,  so  erhält  man 
durch  Differentiation 

(5)  77  =  ^-~P"'       d^^^P- 

Wenn  nun  g  ein  Minimum  werden  soll,  so  muss  z  ein  Maximum 
sein.     Dies  ist  nach  (5)  der  Fall  ffir 

d  z       ^  ^ 

^  =  Q-px  =  o, 

woraus  folgt 

_  Q  _  Pa^        L 

""        p   ""   pL  "^  2* 

Dieser  Wert  von  x  ist   grösser   als   — .     Also  wird  die  Stelle  der 

stärksten  Biegung  nie  zwischen  der  Stutze  A  und  der  Mitte  der  Kurve 
liegen.  Sie  wird  aber  zwischen  die  Mitte  der  Kurve  und  den  Auf- 
hängepnnkt  des  Gewichtes  P  kommen,  wenn  dieser  Wert  von  x  kleiner 
als  a  ist.  Sie  wird  in  den  Aufhängepunkt  fallen,  wenn  dieser  Wert 
von  X  gleich  oder  grösser  als  a  wird. 

An  der  Stelle  des  Stabes,  wo  der  Krümmungshalbmesser  der 
elastischen  Linie  ein  Minimum  ist,  werden  die  Fasern  auf  der  kon- 
vexen Seite  am  stärksten  verstreckt  und  auf  der  konkaven  am  stärk- 
sten zusammengedrückt;  es  befindet  sich  also  hier  der  gefährliche 
Querschnitt. 
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Bei  einer  schwacheD  Biegung  des  Stabes  hat  man  auch  hier  wie 
in  den  beiden  vorhergehenden  Aufgaben  nach  (3)  von  §  387  zu  setzen 

dx^        p  * 

dy 
Deshalb  aus  (3)  und  (4),  da  dx  und  -p-  sich   entgegengesetzt  ändern 

(6)  M^]; Qx  +  i-px». 

(7)  M^--Q'x'  +  |px'>. 
Multipliziert  man  (6)  mit  dx  und  integriert,  so  kommt 

dy 
Setzt  man  hierin  x  =  a,  so  wird  -~-  =  —  tg  p.      Das    negative 

a  X 

Zeichen  ist  hier  deshalb  zu  nehmen,  weil  der  Aufhängepunkt  F  zwischen 
der  Stdtze  A'  und  dem  tiefsten  Punkt  der  Kurve  liegt,  weil  also  die 
Ordinate  y  vom  tiefsten  Punkt  an  gegen  F  hin  abnimmt,  w&hrend  x 
wächst.    Für  den  Punkt  P  wird  daher  die  Gleichung  (8) 

Zieht  man  diese  Gleichung  von  (8)  ab,  so  folgt 

(9)  Mi|-  =  |-(a»-x»)--5-(a»-x»)-Mtg/». 
Wird  hier  mit  dx  multipliziert  und  sodann  integriert,  so  kommt 

(10)  My  =  |(a«x-4)--H.(a»x-4)-Mxtg/». 
Ganz  ebenso  findet  man  aus  (7) 

(11)  My'  =  -^(a'V-i^)-^(a'V-^)  +  Mx'tg/?. 

Die  Formeln  (10)  und  (11)  sind  die  Gleichungen  der  Eurven- 
äste  AF  und  A'F. 

Setzt  man  x  =  a  in  (10)  und  x'  =  a'  in  (11),  so  werden  y  und 
y'  zu  u.     Deshalb  erhält  man 

Aus  diesen  beiden  Werten  von  n  folgt 

(13)  tg/>=    Qo'-Q^«^^'   _pa*-pa-* 

^    '  ^'^  8ML  8ML 
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Vermöge  dieser  Gleicbaog  ist  die  Richtaug  der  Kurve  im  Aaf- 
hängepankt  bestimmt.  Wenn  a  =  a' ,  so  wird  aach  Q  =  Q'  nod 
tg/?  =  0;  d.  h.  wenn  die  Last  P  in  der  Mitte  zwischen  den  Stätz- 
pankteD  aafgehftngt  ist,  so  fällt  der  tiefste  Pankt  mit  dem  Aufhänge- 
pankt  zusammen. 

Wenn  aber  a  grösser  ist  als  a^  so  erbftlt  man  den  tiefsten  Pankt 

d  y 
aas  der  Gleicbang  (9) ,   indem  man  -p-  =  0  setzt.     Dies  gibt 

0  =  |-(a»  -  X«)  - -H- (a»  -  X»)  -  M  tg/J. 

Der  Wert  von  x,  welchen  diese  Gleichnng  liefert,  ist  die  Abscisse 
des  tiefsten  Punktes. 

Wenn  der  Aufhängepunkt  des  Gewichtes  P  in  der  Mitte  zwi- 
schen den  Stutzpunkten  liegt,  so  sind  die  Knrven&ste  zu  beiden 
Seiten  der  grössten  Ordinate  symmetrisch  und  man  erhält  ans  (1), 
(3),  (10),  (12) 

Q  =  Q'  =  i(P  +  pL)» 

=    i_  2M 

P      ^        Px  +  pLx-px*' 

Die  letzte  Gleichung  (14)  ist  geeignet,  um  den  Modul  E  der 
Elastizität  eines  Materials  durch  Versuche  zu  bestimmen. 

Man  mache  die  Versuche  mit  einem  rechtwinkeligen  Stabe  und 
bezeichne  seine  Höhe  mit  h,  seine  Breite  mit  b,  und  den  Modul  der 
Elastizität  mit  E,  so  ist  nach  §  208,  Formel  (5)  das  Moment  der 
Elastizität 

Führt  man  diesen  Wert  von  M  in  (14),  so  erhält  man 

Bei  Versuchen  betrachtet  man  die  Grösse  p  als  das  Gewicht  der 
Längeneinheit  des  Stabes,  der  angewendet  wird. 

Sn.  PrItMatiscker  Stab^  gm  eiiei  Ende  In  b«rit«iUler  Lage  eii- 
gespannti  mm  aadern  In  gleicher  Hohe  »terstitit  iid  In  eine ■  P»kte 
belastet.  Das  Stack  A'A  des  Stabes  (Fig.  135)  sei  eingespannt  (ein- 
gemauert), das  Ende  B  unterstützt,  so  dass  BAA'  in  horizontaler 
Richtung  liegen.  Die  Last  P  sei  im  Punkte  D  angebracht;  dadurch 
wird  sich  der  Stab  biegen  und  eine  Kurve  ADB  bilden.  Um  ihre 
Gleichung  abzuleiten,  nehme  man  die  Abscissen  längs  der  Waagrech- 
ten AB  und  die  Ordinaten  darauf  senkrecht  an.     Es  seien 
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L  die  StablSnge  AB  zwischeo  der  BiomsDerang  und  der  Stfltze, 
j,>  die  Koordinaten  Ac,  Cc  des  Karvenpanktes  C,  zwischen  A  nnd 

D  gelegen, 
a,  u  die  Koordinaten  Ad,  Dd  des  ADfh&DgepaDkteg  D, 
x', y'  die  Koordinaten  de, Be  des  Karveopanktes  E,  zwischen  D  nnd 

B  gelegen, 
p,^'  die  KrüminiiDgshaibmesaer  der  Karve  in  C  und  B  nnd 
ß  der  Winkel,  welchen  das  Kurvenelemeot  Id  D  mit  der  Abscisseo- 
richtnng  bildet. 

MaD  ersetze  deo  Widerstand  der  StBtze  in  B  darch  eine  Kraft  Q, 
welche  daher  aafwBrts  gerichtet  ist,  so  wird  das  Gleichgewicht  am 
Stabe  fortbestehen, 

Fig.  135.  ^'"'  ''^»''B  !""■  Bich  das  StBck 

IAG  des  Stabes  eingemaaert,  so  ragt 
noch  das  StQck  c  B  hervor,  das  darch 
die  Kräfte  Q  and  P  in  eotgegeoge- 
setiter  Richtang  gedreht  wird  am 
C  als  Drehachse.  Dabei  wirkt^fP 
ftbw&rts  am  Hebelxarm  c  d  =  a  —  x 
I  Q  aufwärts  am  Hebelsarra  cB 
=  L  —  s.  Daher  ist  das  resnltiereode  statische  Moment  =  P  (a  —  z) 
—  Q(L— x).  Setzt  man  dieseo  Wert  ia  Gleichaog  (1)  des  §  387  an 
Sülle  voD  Px,  so  folgt 

M 

^^^  P  ~   P  (a  -  x)  -  Q  (L  -  x)  • 

Daher  h&ngt  der  KrömmongshalbnieBser  vom  Verhültnis  der  KrSfte 
P  DDd  Q  ab,  das  im  Nachfolgenden  bestimmt  wird. 

Hit  Hilfe  dieses  WerUs  von  p  gibt  Gleichung  (3)  des  §  367 

M0  =  P(a-x)-Q(L-x). 

Wird  mit  dx  mnltipliziert  nnd  integriert,  so  kommt 


(2) 


ix 


■p(.>-4)-q(l.-4). 


Bine   Konstante   der  Integration  ist   nicht  nStig ,   weil   für  x  =  0 
anch  y  =  0  wird. 

V&T   den  Anfh&Dgeponkt  D  wird  x  =  a  and  -~  =  taDgj9;  daher 

(3)  Mtang^=  JPa*-iQa(2L-a). 

Das  Integral  von  (2)  gibt  als  Gleichang  der  elastischen  Linie  AD 

Anch  hier  fällt  die  Konstante  der  Integration  weg,  weil  fGr  x  =  0 
nnd  y  B  0  die  Gloichong  verschwindet. 
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För  den  Pankt  D  gehen  x  in  a  and  y  in  u  über;  daher 
(5)  Mu  =  |Pa»-|Qa^(L-A). 

Man  denke  sich  non  die  Binmaaerung  des  Stabes  von  0  bis  B 
fortgesetzt,  so  reicht  über  die  Mauer  hinaos  noch  das  Stück  B  B.  Das- 
selbe wird  durch  die  Kraft  Q  um  B  als  Achse  gedreht  am  Hebelsarm 
e  B  =  L  —  a  —  x^  Das  statische  Moment  dieser  Kraft  ist  daher 
=  Q  (L  —  a  —  x').  Setzt  man  dasselbe  in  Gleichung  (1)  des  §  387 
für  Px,  so  folgt 

^^^  P'  =  ~  Q(L-a-x')- 

Da  die  Krümmungsmittelpunkte  für  die  Karvenelemente  in  A  und  B 
auf  entgegengesetzter  Seite  der  elastischen  Linie  liegen,  so  haben  9 
und  ß'  entgegengesetzte  Zeichen,  weshalb  ^'  in  (6)  negativ  angenom- 
men ist. 

Mit  Hilfe  von  (6)  gibt  Gleichung  (3)  des  §  387  für  dai^  Kurven- 
stück  DB 

^■^s Q(L-a-x')dx', 

woraus  durch  Integration  folgt 

dv'  Ox'2 

(7)  M-J^=-Q(L-a)x'  +  -^  +  C. 

dy' 
Für  x'  =  0   wird  -j^  ==  tang  ß.     Hierfür  geht  (7)  über  in 

Mtang/J  =  C 
und  durch  Subtraktion  in 

(8)  M-^  =  -Q(L-a)x'  +  -^  +  MtaDg/». 
Diese  Düferentialgleichang  liefert  folgendes  Integral 

My  =-Q(L-a)^4--^  +  Mx'tangiJ  +  C. 

Für  x'  =  0  wird  y'  =  u;  daher  Mu  =  C  und  somit  die  gesuchte 
Gleichung  der  Kurve 

(9)        My'  =  -  Q(L  -  a)  -^  +  -^  +  Mx' tang/J  +  Mu. 

Setzt  man  in  dieser  Gleichung  x'  =  L  —  a,  so  wird  y'  =  0,  ent- 
sprechend dem  Punkte  B.     Dafür  gibt  (9) 

(10)  0  =  -  iQ(L  -  a)'  +  M (L  -  a) tang ß  +  m, 

Autenheimer,  ElemcDtarLuch.  S9 
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Diese  Gleichang  kann  beoutzt  werden,  uro  Q  za  bestimmeD.  Za 
diesem  Zwecke  eliminiere  man  Mtang/}  and  Ma  aas  ihr  mittels  (3) 
und  (5),  so  folgt 

Im  Punkte  A  ist  x  =  0;  hierfür  wird  der  Krämmungshalbmesser 
nach  (1) 

M 

^"    Pa~QL  • 

Nun  ist  der  Nenner  dieses  Brnches  positiv,  wie  sich  mit  Hilfe 
von  (11)  ergibt.     Daher  ist  auch  ^  positiv. 

Im  Punkte  D  dagegen  ist  x  =  a ;  also  der  Krämmungshalbmesser 
nach  (1) 

Daher  ist  dieser  Krümmungshalbmesser  negativ.  Ks  ändert  also  q 
sein  Vorzeichen,  wenn  x  von  0  in  a  äbergeht.  Im  Augenblick  des 
Deberganges  zeigt  die  Kurve  einen  Wendepunkt.  Pur  diesen  muss  der 
Nenner  in  (1)  zu  Null  werden.  Allein  aus  P  (a  —  x)  —  Q  (L  —  x)  =  0 
folgt  als  Abscisse  des  Wendepunktes 

Pa-Qb 
P-Q     • 

Von  A  bis  zum  Wendepunkt  nimmt  der  Krümmungshalbmesser 
zu,  von  da  bis  zum  Punkte  D  wieder  ab. 

Setzt  man  x'  =  0  in  (6),  so  erh&lt  man  als  Krümmungshalbmesser 
der  Kurve  in  D  denselben  Wert  wie  oben  in  (12). 

Von  D  aus  in  der  Richtung  nach  B  hin  wird  der  Nenner  in  (6) 
kleiner,  weil  x'  zunimmt;  daher  wird  der  Krümmungshalbmesser  grösser 
und  wird  in  B,  wo  x'  =  L  —  a  ist,  unendlich  gross. 

Die  Kurve  hat  einen  tiefsten  Punkt ;  derselbe  kann  vor  oder  hinter 
dem  AufhSugepunkt  der  Last  liegen.    Befindet  er  sich  auf  dem  Stück  D  B, 

dy' 
so  muss  für  ihn  das   Differential  Verhältnis  -r-=^-  =  0  werden.    Hierfür 

dx' 

folgt  ans  (8),  wenn   der  Wert  von  Mtangj!^  aus  (3)  eingeführt  wird 

0=-Q(L-a)x'+-^  +  -^--^(2L-a). 

L(^st  man  diese  quadratische  Gleichung  auf,  so  erhält  man  als 
Abscisse  des  tiefsten  Punktes,  diese  von  d  aus  gezählt 


x'  =  L  -  a  i  l/(L  -  a)2  -  -^a«  +  a(2 L  -  a) 
und  nach  Umformung  als  Abscisse,  von  A  aus  gezählt 


..,.=.[._y^r|(Ty], 
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Von  den  beiden  Vorzeichen  der  Wnrzelgröise  enUpriclit  nur  das 
negative  dem  Sinn  der  Anfgabe,  weabalb  aocb  nar  dieses  im  letzten 
Anadrack  beibehalten  ist.  Wird  die  GrOsse  anter  dem  Wurzelzeichen 
negativ,  so  liegt  der  tiefste  Pankt  anf  dem  Karvenstück  AD  and  er 
kann  dann  mit  Hilfe  der  Gleichnog  (3)  bestimmt  werden. 

3t2.   lieg»!   eliei    priiaatlichei  Stabes,  4er  in  der  Liasenrich- 
tiag  niaBBHgedrnckt  wird.     Der  Stab  sei  eine  Säule,  AH  (Fig.  136) 
die  vertikale  Richtnng  derselben,   H  der   ünterstätzangapankt  nnd   A 
der   Angriffspunkt    der    Last  P.      Diese    Last    erteile   dem    Stab   eine 
Biegnng.     Gesetzt  eine  Biegnng   nQrde  nicht  eintreten,  so  wSrden  alle 
Paaern,   welche   man   sich  als   materielle  gerade   Linien,   parallel   zor 
Längen  rieh  tu  ng,  denken  kann,  nm  gleichviel  verkQrat.     Sowie  aber  die 
Biegnng  eintritt,    verkürzen   sieb    die  Fasern  anf  der    konkaven    Seite 
noch    mehr,    während    die    auf    der   konvexen   sich   wieder    ausdehnen. 
Wie  stark  auch  die  Zasammendräckang   auf  der  einen  nnd  die  Ans- 
dehnnng  anf  der  andern  Seite  sein  mag  (immer  eine  schwache  Biegung 
vorausgesetzt),  so  bleibt  der  Wert  des  ElaitixitStsmomentes  M  derselbe. 
Es  sei   ACPH  die  Krümmang  der  elastischen  Linie   des  Stabes. 
Man  bezeichne  mit 
a  die  HChe  der  SBule   im  gebc^enen  Znstande,   also  die  Länge  AH, 
s,y  die  Koordinaten  AB,BC  eines  Punktes  C  der  Enrve, 
p  den  Rrnmmungshalbmesser  der  Kurve  in  C,  und 
n  =  DP  die  grflaste  Anaweichnng  (Pfeilbfihe)  der  Knrve. 

Denkt  man  sich  den  Kurventeil  CH  eingemauert,  so  wird  die  Last 
den  hervorragenden  Teil  AG  nm  G  herum  abzudrehen  streben,  mit 
einem  statischen  Moment  ■=  Pj.     Deshalb  wird  nach  §  387  sein 

CD  fPy  =  M.    i^-j.  Flu». 

l 


m- 


-c»y^ 

wobei  C  die  Konstante  der  Int^ratJon  bezeichnet.  Für  y  =  n  wird 
— —  =  0,  da  die  Tangente  dnrch  den  Pankt  F  der  Knrve  parallel  za 
AH  liegt     Für  den  Punkt  P  wird  daher  die  letzte  Gleichung 

0  =  C  -  c*  u*. 
Hithin  erhSIt  man  durch  Subtraktion 


m- 


K  n»  -  y» 

Id  dieser  Gleichnog  ist  du  Voraeichen  von  dz  and  dy  gleich- 
genommen,  weil  für  den  Bogen  AF  die  Grössen  x  nnd  y  sich  in 
gleichem  Sinne  &ndern.     Das  Int^ral  der  letzten  Gleichaag  ist 


ex  =  Aresin 


Die  KonsUnte  der  Integration  ist  weggelassen ,  weil  für  y  =  0 
anch  1  =  0  wird.  Geht  mu  von  dem  Elogen  inm  Sinns  Sber,  so 
folgt  als  Gleichung  der  Karve 

(2)  y  =  o  sin  ex. 

Setzt  man  hierin  y  =  0,  so  bezeichnet  x  die  Abscisse  aller  Dorch- 
Schnitts ponkte  der  Knrre  mit  der  Absei ssenachse.  Han  erbSlt  för 
diese  Panlcte 


Diese  Gleichaog  erfordert,  daaa  entweder  n  =  0,  wodurch  der  Stab 
geradlinig  bleibt  oder  dass  der  Bogen  ex  ein  VielFaches  von  n  ist. 
Bezeichnet  daher  n  irgend  eine  ganze  positive  Zahl,  so  mass  sein 


Diese  Gleichung  gibt  für  x  so  viele  Werte,  als  n  Einheiten  ent* 
halt.  Für  n  =  0  wird  anch  x  =  0.  Dieser  Wert  von  x  entspricht 
pj     jg^     dem  Anfangsponkt  A  (Fig.  137).   För  n  =  1  werde  x  =  AD, 

so  ist  AD  =  ^ — :     För   n  =  2  werde   x  =  AG,    so    wird 
c 

AG  = ,  woraoB   folgt,  dasa  AD  =  DG.     Ganz  ebenso 

folgt  DG  =  GH, Man  sieht,  dass  die  Absdssenschse 

von  der  Kurve  in  gleiche  Teile  geteilt  wird. 

SeUt  man  der  Reibe  nach  x=^AD,  |AD,  |AD,.. 
in  (3),  so  wird  y   abwechselnd  +  q   nnd  —  n,  d.  h.  die 

Knrventeile  weichen  nach    entgegengesetzter  Seite  gleicbweit  von  der 

Abscissenachse  ab  nnd  zwar  in  ihren  Mitten,  weil  für  y  =  o  in  Formel  (2) 

.       „  TT  3«        5» 

der  Bogen   ex  =  — , ^,    ~^-f  *""d. 

Bezeichnet  D  in  Forme)  (3)  die  Anzahl  aller  Biegungen  A  D,  D  G, . ., 
so  wird  X  =  a  und  man  erh&lt 

(4)  ac  =  nn'. 

Hat  die  Kurve  nur  eine  Biegung,  so  ist  n  =  1  nnd   man  erh&lt 
aa.  (4) 
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Um  die  Ausweichang  a  za  bestimmeD,  berechne  man  die  Länge  s 
der  Knrve.     Man  erhält  aas  (2) 

dy 

=  cacoscx. 


dx 
Hierfür  wird  das  Blement  eines  Bogens  der  Kurve 

ds  =  dxl/l+(j^y  =  dx(l+c2u>co8«cx)^ 

Entwickelt  man  nach  dem  binomischen  Satze   und   vernachlässigt   die 
Glieder  von  der  vierten  Potenz  der  Grösse  u  an,  so  wird 

ds  =  dxfn —  cos'cx  \ 

Um  die  ganze  Länge  s  der  Kurve  zu  erhalten,  muss  diese  Gleichung 

n  TT 
von  X  =  0  bis  x  =  a  = (Formel  4)  integriert   werden.     Nun  ist 

cos^cx  =  ^  (1  +  cos  2  ex), 

(c*  u^        c^  u^  \ 

1 H 1 2 —  cos  2  ex  J 

und  da  -    «         o      j         rk 

cos2cxdx  =  0, 

so  wird 

woraus  die  gesuchte  Ausweichung  folgt 


V- 


Wenn  der  Stab  sich  nicht  biegt ,  so  wird  s  =  a,  also  u  =  0,  wie 
es  sein  soll. 

Setzt  man  den  Wert  von   P  aus  (5)  in  (1),   so   erhält   man  als 
Krümmungshalbmesser  der  Kurve 

a« 


n'y 


An  den  Endpunkten  ist  y  =  0,  also  p  =  oc.  Den  kleinsten  Krüm- 
mungshalbmesser erhält  man  für  y  =  u.  Also  nimmt  die  Krümmung 
des  Stabes  von  den  Endpunkten  nach  der  Mitte  hin  zu. 


XI.    Aufgaben  flher  fortsehreitende  Bewegongen. 

3H.  llfferHlialbrneli  ier  ttmt%tm%.  Diese  Formeln  wordeo 
für  irgeod  eine  Bewegnog  bereits  in  §  153  abgeleitet.     Es  ist  hieraadi 

(1)  dx  =  vdt;     dv  =  gdt;     »dy  =  gdx, 

wobei  X  den  in  der  Zeit  t  durcblaDfeneu  Weg  und  v  nnd  g  die  Ge- 
Bcbwiadigkeit  and  BeschleanigaDg  nach  der  Zeit  t  bezeicbnen. 

Nimmt  man  t  als  die  anabbSngig  Veränderliche,  also  d  t  ala  kon- 
stant an,  so  erfafilt  man  dnrcb  DifFerentiation  der  ersten  der  Formeln  (1) 
d''j  =  dvdt. 

SetEt  man  hierin  den  Wert  »on  d  v  aas  der  zweiten  der  For- 
meln (l),  so  folgt 


(2) 


dt* 


Es  ist  mithin  die  BescbleDoigong  g  gleich  dem  zweiten  Differential- 
verhältnia  des  Weges  in  Hinsiebt  der  Zeit. 

Es  bewege  sieb  ein  Pankt  in  einer  ebenen 
FiB.  138.  Knrve    EC    (Fig.    138),    deren    Gleichnng   für 

rechtwinkelige  Koordinatenachsen  gegeben  sei. 
Die  Koordinaten  eines  Korvenpooktes  C  seien 
z, y,  der  Bogen  BC  =  b.  Es  nehme  z  nm 
di  =  Gn'  zu,  so  lindert  sich  y  nm  dy»an' 
Qud  B  nm  ds  =  Gn.  Der  Weg  s  werde  in  der 
Zeit  t  darchlanfen.     Nach   dieser  Zeit  sei  die 

Geschwindigkeit  =  v.      Man    zerlege    die    Ge- 

Bchwindigfceit  t,  deren  Richtung  in  das  Knrven- 

element  ds  fSlIt,  in  die  zwei  SeitengeBchwindigkeiten  v    —  nnd  v-,- 

parallel  and   senkrecht  znr  AbBcissenacbBe.     Da  nan  aber   v  =  "IT' 

vermCge  der  ersten   der  Gleichungen  (1),  so  erhUlt  man  als  Seitenge- 
Bch  windigkeit 

dz 


in   der  Richtnug   der  Ordinatenachse  ' 
nnd  somit  nach  Formel  (2)  als  Beschlaaaignng 

parallel   zur  Abscissenachse     .     ,     ,  ■■ 

parallel  znr  Ordinatenachse      ,     .     .  = 


d'y 
'  dt»* 
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394.  BewegiBg  eine»  Körpers  !■  einer  Geraden,  welche  die  littel- 
pnnkte  iweier  HiaMelskorper  ferblndet.  Die  Himmelskörper  ziehen 
sich  an,  als  wenn  ihre  Massen  in  ihren  Mittelpunkten  A,B  (Fig.  139) 
vereinigt  wären.     Es  seien 

a  =  AB  der  Abstand  dieser  Mittelpunkte, 

b  =  BC  der  Abstand  eines  Körpers  in  der  Geraden  AB,  der  von 
beiden  Himmelskörpern  nach  dem  Gesetze  der  Gravitation  an- 
gezogen wird, 

X  =  CD  der  Weg,  welchen  dieser  Körper  in  der  Zeit  t  in  der  Rieh- 
tnng  von  C  nach  D  durchläuft, 

vo,  V  die  Geschwindigkeiten  des  Körpers  am  Anfang  und  Ende  der 
Zeit  t,  also  in  den  Punkten  C  und  D, 

g,  g'  die  Beschleunigungen ,  welche  die  Himmelskörper  in  A  und  B 
im  Abstände  1  von  ihren  Mittelpunkten  aus  dem  beweglichen 
Körper  beizubringen  vermöchten. 

Nach  dem  Gesetze  der  Gravitation  sind  die  Beschleunigungen, 
welche  von  A  und  B  aus  in  den  Abständen  AD  =  a  —  b  —  x  und 
B  D  =  b  +  X  bewirkt  werden 

Fig.  139. 


(a-b-x)2'     (b  +  x)2' 

Diese  Beschleunigungen  haben  entgegengesetzte 
Richtungen.  Die  erstere  wächst  mit  t,  die 
letztere  nimmt  ab.     Daher  wird  sein 

d*x  g  g' 


dt«       (a-b-x)«      (b  +  x)*' 
Behufs  der  Integration  dieser  Gleichung  setze  man 

BD  =  b  +  x  =  z,     dx  =  dz,     d«x  =  d*z, 
so  geht  die  vorstehende  Gleichung  über  in 


^*^  dt«        (a-z)«        z«' 

Man  multipliziere  mit  2  dz  und  beachte,   dass  alsdann  die  linke  Seite 

(dzN* 
-j-j    ist,  so  erhält  man  durch  Integration 

\dt/        a  —  z  z 

dz        d  X 
In  dieser  Gleichung  ist  C  die  Konstante  der  Integration  und  -3—  =  -3— 

dt        dt 

die  Geschwindigkeit  v.     Mithin  ist 

a  —  z  z 

Für  z  =  b  =  BC  wird  v  zu  vo.     Für  diese  Werte  wird  die  letzte 
Gleichung 

.  2^    ^g      I    2g'    ,  p 

Vo  "*  = r  i — r r  O. 

a  —  b         b 
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Mithin  erhält  man  darch  Subtraktion  der  beiden  letzten  Gleichungen 

(2)  ,.=  v,^  +  2g(^-^)  +  2g'(|-i-) 

Auf  der  Geraden  AB   gibt  es   eine  Stelle  £,   wo  die   AnziehaDg 
beider  Himmelskörper  gleich  gross  ist.     Man  setze  den  Abstand 

BE  =  c,    AE  =  a  — c, 

so  müssen  die  Beschleunigungen,  welche  beide  Himmelskörper  an  dieser 
Stelle  hervorbringen,  gleich  gross  sein,  so  dass  man  hat 


c«        (a-c)'»' 

Diese  Gleichung  ist  in  Hinsicht  c  eine  quadratische.  Es  ent- 
sprechen also  der  Grösse  c  zwei  Werte.  Der  eine  davon  bestimmt 
die  Stelle  E  zwischen  A  und  B,  der  andere  eine  Stelle  in  der  Ver- 
längerung AB  auf  Seite  des  kleineren  Himmelskörpers.  Der  erstere 
dieser  Werte  ist 

(3)  c  =  -     * 


1  + 


Vv 


Setzt  man  diesen  Wert  von  c  statt  z  in  (2),  so  erhält  man  die- 
jenige Geschwindigkeit  V,  mit  welcher  das  Bewegliche  die  Stelle  E 
passiert. 

Es  bezeichne  uo  den  kleinsten  Wert  von  vq,  welchen  das  Beweg- 
liche in  C  haben  muss,  um  die  Gleichgewichtslage  in  E  gerade  noch 
erreichen  zu  können.  Vertauscht  man  daher  vo  mit  uo  und  z  mit  c 
in  (2),  so  muss  v  =  0  werden.     Dies  gibt  die  Relation 

Ist  vo  kleiner  als  uo,  so  erreicht  das  Bewegliche  die  Stelle  E 
nicht,  sondern  kehrt  nach  B  zurück.  Ist  vo  grösser  als  uo,  so  geht 
der  Körper  über  E  hinaus  nach  A  hin. 

Es  sei  A  der  Mittelpunkt  der  Erde,  B  der  des  Mondes.    Daher  ist 

Man  denke  sich  nun,  es  werde  ein  Körper  von  der  Oberfläche  des 
Mondes  aus  mit  einer  solchen  Geschwindigkeit  uo  in  der  Richtung  BA 
abgeworfen,  dass  er  die  Gleichgewichtslage  in  E  gerade  erreichen  kann. 

Nun  sei  r  der  Halbmesser  der  Erde,  so  ist  sehr  annähernd 

Halbmesser  des  Mondes  =  i^r;    Abstand  -AB  =  60 r. 

Allein  für  b  =  ^r;  g'  =  ^;  a  =  60  r ;  c  =  0,1035  •  60  r 
gibt  (4) 

(6)  uo^  =  0,04489  •  -^. 
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NaD  bezeichne  6  die  Beschleanigang  auf  der  Erdoberfläche.  Da 
die  Grössen  6  und  g  den  Abständen  r  and  1  vom  Mittelpunkt  der 
Erde  entsprechen,  so  erhält  man  nach  dem  Gesetze  der  Gravitation 

G:g=l2:r^ 

(7)  g  =  r«  G. 

Führt  man  diesen  Wert  von  g  in  (6),  so  folgt 

(8)  uo^  =  0,04489 -2 Gr. 

Wird  dieser  Körper  mit  einer  Geschwindigkeit,  welche  no  nur  um 
unendlich  wenig  übertrifft,  vom  Monde  aus  abgeworfen,  so  dass  er  mit 
einer  unendlich  kleinen  Geschwindigkeit  die  Stelle  E  überschreitet,  so 
wird  er  gegen  die  Erde  hin  fallen. 

Die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  dieser  Körper  die  Grenze  der 
Atmosphäre  erreiche,  sei  =  u.  Die  Höhe  der  Atmosphäre  ist  höch- 
stens =  0,01  r.     Führt  man  nun  in  Formel  (2)  die  Werte  ein 

vo=uo;     a  =  60r;     z  =  58,99r;     b  =  — r;     g' =  ;^, 

11  70 

SO  geht  V  in  u  über  und  man  erhält 

u2  =  uo^  + 0,92470.-^. 


Setzt  man  hierin  den  Wert  von  uo  ans  (8)  und  den  von  g  aus  (7), 
so  wird 

(9)  u^  =  0,96959  •  2  G  r. 

Durch  Yergleichung  von  (8)  und  (9)  folgt  das  Verhältnis 

(10)  -^  =  4,6475,       . 

Uo 

d.  h.  der  Körper,  welcher  auf  der  Geraden  BA  die  Gleichgewichtslage 
mit  einer  unendlich  kleinen  Geschwindigkeit  passieren  würde,  träfe  die 
Grenze  der  Atmosphäre  mit  einer  etwas  mehr  als  4V2  mal  grössern 
Geschwindigkeit  als  diejenige  ist,  mit  der  er  abgeworfen  würde.  Setzt 
man  noch 

G  =  9,808  Met. ;     r  =  6365000  Met., 

so  folgt  aus  (9)  und  (10) 

uo  =  2367  Met;     u  =  11003  Met. 

Die  Höhe  der  Atmosphäre  beträgt,  der  obigen  Voraussetzung  ge- 
mäss, höchstens  0,01  r  ==  63650  Met.  Würde  nun  jener  Körper  die 
Atmosphäre  gleichförmig  durchfallen,  so  würde  er  hierzu  nahe  6  Sekun- 
den Zeit  brauchen. 

39S.  lewegnig  eiies  Körpers  ii  einer  Kirre,  die  ii  elier  verti- 
kaiei  Ebene  liegt,  Inf  «ige  seiner  Schwere.  Die  Kurve  AB  (Fig.  140) 
gehe  durch  den  Anfangspunkt  A  der  rechtwinkeligen  Achsen  Ax,  Ay. 
Es  sei  Ax  horizontal  und  Ay  vertikal  abwärts  gerichtet. 
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Id  horiiontaler  Richtnog  vrirkt  keiDO  Kraft  auf  den  KOrper,  also 
ist  die  Beschlennigang  in  dieser  Richtung  =  0.  In  vertilialer  Ricbtong 
wirkt  die  Schwere  anf  ihn.  Die  konstante  Beschleunigang  durch  die 
Schwere  sei  =g,  so  sind  die  Formeln  für  die  Beschleuoignng  in  der 
JUcbtDOg  der  Achsen 

^  =  o-    ^-'- 

Man  nioUiplisiere  die  erste  Formel  mit  d  x ,  die  zweite  mit  d  y 
und  addiere  sie,  so  erb&lt  man 


did' 


•i_Midü„,a. 


(2) 

Fig.  140,  ^"Q  i^t    "^i*   <^^''  ZShIer    links    als  Differen- 

tial von 

i(dK>  +  dy»)  =  ids'. 
Also  kann  man  statt  (2)  scbreibea 

Allein  «  ist  -j —  =  v ;  mithin  erh&lt  man  für  (3) 

4(i(,')  =  gd5. 
Hnitipliziert  man  mit  2  nud  integriert,  so  Icommt 
(4)  .■-2fy  +  C. 

Beginnt  die  Bew^ng  im  Anfangsponkt,  so  ist  fär  diesen  Punkt 
V  =  0  und  y  =  0,  also  ancb  die  Konstante  G  =  0.  Ist  daher  BG  =  y, 
so  erbült  mau  aas  (4) 

(6)  V  =  VJii  =  V2g-BG. 

Beginnt  die  Bewegung  in  einer  Tiefe  GC  =  y«  unter  dem  Anfangs- 
punkt, Bo  ist  in  (4)  v  =  0  fflr  y  =  yo ;  bieritr  folgt  ans  (4) 

0  =  2gyo+G. 
Zieht  man  diese  Gleichung  von  (4)  ah,  so  wird 
(6)  v=V2g(y-y«)  =  V2g-BG'. 

Han  sieht  ans  den  Formeln  (5)  nnd  (6),  dass  die  Geschwindig- 
keit an  jener  Stelle  der  Kurve  dieselbe  ist,  wie  wenn  das  Bewegliche 
die  vertikale  Höhe  des  durchlaufenen  Bogens  frei  durchfallen  b&tte. 

SM.  iiweidiig  it»  eb«i  iachiewIeieieK  fleietiei  aif  die  lewegng 

■■  der  Cjklalde.  Die  Cykloide  liege  in  einer  Vertikalebene,  ihre  Gmod- 
linie  BC  (Fig.  141)  sei  boriiontal,  so  wird  der  Scheitel  A  der  tiefste 
Punkt  der  Enrve  und  A  B  =  2  a  der  Durchmesser  des  Rolllcreisea  sein. 
Mao  lege  die  Abscissenacbse  Ax  horizontal,  die  Ordiuateuacbse  Ay 
vertikal  anfw&rts.  Der  Rollkreis  bewege  sich  von  der  Hitte  B  der 
Grundlinie  l&ngs  des  Weges  BC,  so  dass  BC  =  BogenCD  werde.     Es 
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seien  CHP  ond  DHE  ivei  DDrchmesur  von  der  L&oge  =2a,  so 
wird  Bogen  C  D  =  Bogen  EP  —  a  9>  sein,  wenn  9>  den  Rollwlokel  im 
Bogeomass  bezeichoet.  Ferner  seien  x  =  EG  nnfl  y  =  AG  =  FN  die 
Koordinaten  eines  Kurrenpanktes  B,  so  wird  sein,  da  CF  vertikal  liegt. 

(1)  x  =  EN  +  CB. 
Allein  es  ist 

EN  =  VeM'-NM*  =  Ka'  —  («  -  y)'  =  K2ay~y*, 

OB  =  EF  =  ay=  aArccos-rr-=r  =  aArcco8 K 

Setzt   man   diese   Werte   in  (l),  so   erh&lt  man 

als  Gleichang  der  Cykloide  Fig.  141. 

(2)  X  =  V2ay  —  y'  +  a  Are  cos -. 

Wird  diese  Gleichnng  difTereotiiert,  so  ergibt  sich 
nach  eioigen  einfachen  ReHnktinnen 

^'J        dy  -y^i^f 

In  einem  Knrvenpankt  H,  dessen  Ordinate  AI  =  h  sei,  beginne 
die  Bewegung  eines  materiellen  Ponktes  in  der  Cykloide  infolge  seiner 
Schwere.  Die  Zeit  zum  Darchlsufen  des  Bogens  HE  =  8  sei  t;  in  E 
habe  er  die  Geschwindigkeit  v,  so  wird  diese  Geschwindigkeit  die 
gleiche  sein,  wie  wenn  er  die  Vertikale  IG  =  b  — y  frei  darchfallen 
hätte.     Es  ist  daher 

v'  =  2g(b-y). 

ds 
Da  aber  v  =  -r— ,  so  geht  diese  Formel  über  in 

Um  hieraus  ds  za  entfernen,  beontse  man  die  Relation 
d  8*  =  d  y»  +  d  X*  =  d  y>  fl  +  -^) 

ans  (3),  so  folgt 


Fährt  man  diesen  Wert  von  ds  in  (4),  so  kommt 

oder   indem   man   die  Veränderlichen  sondert   and    die  Quadratwarsel 
aaszieht 


460 


(5)  ^*  =  -l/:V     '' 


g    Vhy-y 


a 


Von  den  beiden  Vorzeichen,  welche  die  Grösse  rechts  allgemein 
haben  sollte,  warde  nar  das  negative  beibehalten,  weil  bei  der  Bewe- 
gung längs   des  Bogens  HE  die  Zeit  t  zanimmt,   während  y  abnimmt. 

Das  Integral  von  (5)  ist  nach  Formel  (8)  des  §  78 

t  =  -  1/  -Aresin  ^^T^  +  C. 


Für  t  =  0  ist  y  =  h ;  folglich 

"-VI 


""  +C. 


2 
Zieht  man  diese  Gleichung  von  der  vorigen  ab,  so  folgt 


(6) 


=  1/  —  \-7i Are  sin  — ^-r . 

r    gL2  h       J 


Um  die  Zeit  T  zu  erhalten,  welche  das  Bewegliche  nötig  hat,  am 

in   den  tiefsten  Pankt  zu  gelangen,  moss   in  (6)  die  Ordinate  y   von 

n 
y  =  h  bis  y  =  0  abnehmen.     Hierbei  geht  der  Arcus  sinus  von  +  -^ 

durch  die  Null  in -r-  über.     Diese   Grenzwerte   von   Arcus  sinus 

heben  sich  daher  auf  und  man  hat 

T 


="Vl- 


Man  sieht  hieraus,  dass  in  der  Formel  für  die  Fallzeit  T  die 
Länge  des  Bogens  HA  nicht  vorkommt.  Es  ist  deshalb  die  Zeit  zur 
Erreichung  des  tiefsten  Punktes  dieselbe,  welcher  cykloidische  Bogen 
durchlaufen  werde.  Eine  Kurve,  welche  diese  Eigenschaft  besitzt, 
heisst  tautochron. 

Wl.  leriioitaler  Warf  eines  Korpers  in  leeres  Kam.  Es  werde 
ein  Körper  im  leeren  Raum  mit  einer  Anfangsgeschwindigkeit  V  in 
horizontaler  Richtung  abgeworfen.  Von  da  an  sei  er  nur  der  Einwir- 
kung der  Schwere  ausgesetzt. 

Die  Bahn  AB  des  Körpers  (Fig.  142)  wird  in  einer  vertikalen 
Ebene  liegen,  welche  durch  die  anfängliche  Richtung  der  Bewegung 
geht.  Diese  Richtung  sei  die  Abscissenachse  A  x  und  A  der  Anfangs- 
punkt der  Bewegung.  Man  nehme  die  Ordinatenachse  A  y  vertikal  ab- 
wärts und  bezeichne  mit  v  die  Geschwindigkeit  nach  der  Zeit  t,  mit 
X,  y  die  Koordinaten  eines  Kurvenpunktes  B  und  mit  g  die  Beschleu- 
nigung durch  die  Schwere,  welche  wir  als  konstant  voraussetzen,  so 
hat  man 

r^\  d^X         ^         d^y 
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Dm  diese  FormelD  iaUgrierea  za  kODiKn,  setze  man  '^'S-  ^^^ 

d  X    _  dy_  _ 

~df~^'       dt    ~"' 
HO  gehen  die  Formela  (1)  aber  io 
dz       .        du 

Holtipliziert  mao  hier  mit  dt  und  iotegriert,  so  kommt 

z  =  Cj     a  =  gt  +  C', 
oder  indem  man  die  Werte  yod  z  nnd  a  wiederherstellt 

«  IT-"'    ll  =  «'  +  '^'- 

För  den  Anfaogspankt  der  Bewegung  ist 

'  =  »>    -aT  =  -'    ^  =  <'- 

HierfQr  erhält  man  aas  (2)  C  =  V  und  C  =  0.  Deebslb  gehen 
die  Formeln  (3)  Qber  in 

Bs  sind  mithin  V  and  gt  die  Geschwindigkeiten  des  Körpers 
parallel  zo  den  Achsen  A  x  nnd  A  y.  Vermittelst  des  Parallelogramms 
der  Geschwindigkeiten  (unter  Anwendung  des  pythagoräischen  Lehr- 
aatzes)  erh&It  man  daher 

'*  =  v>  +  gn«. 

Han  sieht  ans  dieser  Gleichung,  daas  die  Geschwindigkeit  v  in 
der  Richtoog  der  Bahn  vom  Anfangspunkt  aus  im  Wachsen  begriffen 
ist,  da  die  Zeit  t  zunimmt. 

Maltipliziert  man  (3)  mit  d  t  und  integriert,  so  kommt 

(4)  x=Vf,    y  =  -f-t'. 

Die  Konstanten  der  Integration   sind  weggelassen,  weil  für  t  =  0  auch 
1  =  0  und  y  =  0  wird. 

Eliminiert  man  ans  den  beiden  Formeln  (4)  die  Zeit  t,  so  erhält 
man  als  Gleichnng  der  Knrve 

y      2V» 

Die  Bahn  ist  mitbin  eine  Parabel,  deren  Sdieitel  im  Anfangspunkt 
nnd  deren  Achse  in  der  Ordinateoachse  liegt. 

St8.  Schiefer  Wirf  tlati  Kiryert  ia  leer»  Rata.  Es  werde  ein 
Körper  in  schr&ger  Richtung  A  D  (Fig.  143)  unter  einem  Winkel  a 
zum  Horizont  aufw&rts  geworfen  mit  einer  Geschwindigkeit  V  nnd  so- 
dann der  Einwirkung  der  Schwere  nberlassen. 


Die  Bahn  ABF  des  KOrpers  liegt  in  einer  Vertikalebeoe,  welche 
dnrch  die^AnraDgariclilung  der  Bewegung  geht.  Hao  nehme  in  dieser 
Bbene,  vom  AoTangspunkte  A  aas,  die  beiden  Achsen  As,  Ay  an,  wo- 
von die  erstere  horizontal,  die  letztere  vertikal  aafwSrts  geht.  Es 
seien  x,  y  die  Koordinaten  AB  and  BC  eines  Karvenpnnktes  C,  der 
in  der  Zeit  t  erreicht  wird  nnd  v  die  Geschwindigkeit  in  C,  so  nanss 
im  Sinne  der  Aafgabe  sein,  wenn  g  die  Besohlen nignng  beim  freien 
Fall  bezeichnet 


Fig.  143. 


(l) 

dt" 

0; 

d"y 
dl" 

M..  »Ue  Ai  _ 

dt 
Formeln  (1)  aber 

le 

dt 

=  u ,    so  gehen    die 


dz        „        da 

Hnltipliziert  man  mit  d  t  nnd  integriert,  so  kommt 

z  =  C;     u=  — gt  +  C,  also 

«  ^=«--  ^= -'+«■• 

Man  zerlege  die  Anfangsgeschwindigkeit  in  die  horizontale  Seiten- 
geschwindigkeit V  cos  «  nnd  die  vertikale  V  sin  a.     Da  nun  aber  -t-t- 

d  V 
die  horizontale  nnd  -—  die  vertikale  Seitengeschwindigkeit  nach   der 

Zeit  t  bezeichnen,  so  erhält  man  aas  (2)  für  t^O 

Vcosa  =  C;      Vsina  =  C. 

Setzt  man  diese  Werte  der  Konstanten  C,C'  in  (2),  so  kommt 

(3)  4i^-V....,     AL.v,.„_,, 

Diese  Seiteogeschwindigkeiten  sind  die  Seiten  eines  Rechtsecks, 
dessen  Diagonale  die  Geschwindigkeit  v  (in  der  Richtnng  der  Tangente 
an  die  Bahn)  ist.  Man  erhIÜt  deshalb  nach  dem  pythagorftischen 
Lehrsatze 

(4)  v"  =  V"  —  2  V  g  t  sin  tt  +  g>  t'. 

Dieser  Wert  von  v  ist  wegen  der  Einwirkung  der  Schwere  ver- 
ünderlich.  Dm  das  Minimnm  von  v  zn  bestimmen,  dtfferentiiere  man 
diese  Gleichung,  indem  man  t  als  unabhängig  nnd  v  als  abh&ngig 
Variable  hetracbtet,  nnd  setze  den  ersten  Di fferentialqa dienten  —  0, 
so  erh&lt  man 


-  V  g  sin  g  +  g'  t 


=  0. 
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Hieraas  folgt,  da  der  Nenner  v  nicht  anendlich  gross  sein  kann, 
dass  der  Zähler  verschwinden,  also 

—  V  g  sin  a  +  g^  t  =  0 

sein  mass.     Bezeichnet  man   den   hieraas  hervorgehenden  Wert  von  t 
mit  T,  so  ist 

(5)  T  =  -^^^. 

g 

Für  diesen  Wert  von  T  wird  die  Geschwindigkeit  v  za  einem 
Minimum,  weil  das  zweite  Differential  Verhältnis 

d^^_        gi 

dt^  "^    V 

positiv  ist.     Fahrt  man  T  fflr  t  in  (4),   so  erhält   man  den   kleinsten 
Wert  der  Geschwindigkeit 

V  =  V  cos  a. 

Mithin  ist  diese  kleinste  Geschwindigkeit  in  der  Richtung  der  Bahn 
gleich  der  konstanten  horizontalen  Seitengeschwindigkeit  des  Körpers 
(Formel  3). 

Maltipliziert  man  (3)  mit  d  t  and  integriert,  so  kommt 

(6)  x  =  Vco8a-t;      y  =  Vsina  •  t  — -f-t^ 

In  diesen  Wegformeln  sind  die  Eonstanten  der  Integration  weg- 
gelassen, weil  für  t  =  0  auch  x  ==  0  and  y  =  0  werden. 

Die  Ordinate  y  wird  in  den  Punkten  A  und  F,  wo  die  Kurve  die 
Ahscissenachse  schneidet,  zu  Null.  Setzt  man  nun  y  =  0  in  der  zweiten 
der  Gleichungen  (6),  so  muss  alsdann  t  die  Zeit  bezeichnen,  welche 
diesen  zwei  Punkten  entspricht.     Man  erhält  zunächst 


0  =  trVsio« |-t\ 


Das  Produkt  rechts  wird  nnn  aber  zu  Null,  wenn  der  eine  oder 
andere  der  Faktoren  zn  Null  wird.  Setzt  man  den  ersten  Faktor  t  =  0, 
so  entspricht  diese  Zeit  dem  Punkte  A ;  setzt  man  aber  den  zweiten  «  0, 
so  findet  man  als  Zeit 

/„x  2  V  sin  a 

(7)  to  = . 

g 

Die  Länge  AF,  welche  die  Kurve  auf  der  Ahscissenachse  ab- 
schneidet, heisst  Wurfweite.  Also  bezeichnet  to  die  Zeit  zum  Durch- 
laufen der  ganzen  Kurve  A  B  F  über  der  Ahscissenachse. 

Eliminiert  man  t  aus  den  beiden  Formeln  (6),  so  erhält  man  als 
Gleichung  der  Bahn 

2 


(8)  y  ==  X  tang  a 


gx^ 


2  V«  cos*a  • 


—     464     — 

lo  den  Punkten  A  nnd  F  der  Bahn  wird  die  Ordinate  za  Null. 
Setzt  man  daher  y  =  0  in  (8) ,  so  bezeichnet  x  die  Abscisse  dieser 
zwei  Pankte.     Für  diese  wird  daher 


0  =  X  ( tang  a Jl      ..     \ 


Macht  man  den  ersten  der  Faktoren,  nämlich  x,  gleich  Nail,  so 
entspricht  er  dem  Punkte  A;  macht  man  aber  den  zweiten  zu  Nall, 
so  erhält  man  als  Abscisse  des  Punktes  F 

,^.                                        2  V  sin  a  cos  a 
(9)  xo  = 


g 

Es  bezeichnet  daher  xo  die  Wurfweite  AF. 
Die  Gleichung  (8)  zeigt,  dass  die  Wurfbahn  eine  Parabel  ist,  deren 
Achse  vertikal  liegt. 

Um  den  Scheitel  oder  höchsten  Punkt  E  der  Bahn  zu  finden,  kann 
man  nur  den  halben  Wert  von  xo  aus  (9)  als  Abscisse  A6  derselben 
betrachten  und  denselben  in  (8)  einführen,  so  erhält  man  die  Ordi- 
nate 6E  des  Scheitels. 

Es  kann  aber  auch  die  Abscisse  des  höchsten  Punktes  wie  folgt 
aus  (8)  abgeleitet  werden.  Zu  diesem  Behufe  bestimme  man  denjenigen 
Wert  von  x,  welcher  y  zu  einem  Maximum  macht.     Man  erhält  aus  (8) 

AL  =  tan(ra ^ ÜJL  -  _  _«_ 

dx  ^  V^cos^a'      dx«  V^cos»«" 

Setzt  man  das  erste  Differential  Verhältnis  =0,  so  folgt,  indem 
man  x  mit  X  vertauscht 

(10)  X  =  ^''°  "  "^'  « 


g 

Für  diesen  Wert  von  x  wird  y  ein  Maximum,  weil  das  zweite 
Differentialverhältnis  negativ  ist.  Somit  ist  X  =  A  G  die  Abscisse  des 
höchsten  Punktes.  Setzt  man  diesen  Wert  von  x  in  (8)  und  vertauscht 
y  mit  Y,  so  erhält  man  als  Ordinate  GE  des  höchsten  Punktes 

(11)  Y  =  ^^^. 

2g 

Führt  man  den  Wert  von  X  aus  (10)  in  die  erste  der  Formeln 
(6)  ein,  so  findet  man  für  t  gerade  den  Wert  T,  welcher  in  Formel  (5) 
dargestellt  ist.  Mithin  ist  T  die  Zeit  zur  Erreichung  des  höchsten  Punktes 
und  es  ist  die  Geschwindigkeit  des  Körpers  in  diesem  Punkt  ein 
Minimum.  Es  nimmt  somit  die  Geschwindigkeit  vom  Anfangspunkte 
aus  bis  zum  höchsten  Punkte  ab. 

Wenn  der  Parabelpunkt  0  in  der  Zeit  T  —  t'  erreicht  wird ,  so 
muss,  wegen  der  gleich fSrmigen  Bewegung  in  horizontaler  Richtung, 
ein  Punkt  Qf  der  Bahn,  der  mit  G  gleichen  Abstand  von  der  Achse 
E  G  hat,  erreicht  werden  in  der  Zeit  T  -f  f.  Setzt  man  diese  beiden 
Zeiten  für  t  in  Formel  (4),   so  erhält  man  gleiche  Werte  für  v,  d.  h. 
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die  GeschwiDdigkeiteu  des  Eftrpers  in  gleicher  Tiefe  unter  dem  hSchstea 
Paokt  der  Bahn  sind  gleich.     Diese  Werte  sind 

Da  aher  2  sin  et  cos  ce  =  sin  See,  so  ist  die  Wurfweite  nach  (9)  anch 

V>ain2o 

10  =  . 

8 
Man  denke  sich  hierin  die  Grössen  V  and  g  konstant,  dagegen  a 
verUnderlicb,  so  wird  anch  xo  veränderlich.  Fär  2  «  =  90"  ist  sin  2  a 
=  1,  also  X«  ein  Maximnm.  Wird  somit  ein  EOrper  unter  einem 
Winkel  von  46*  zom  Horiiont  abgeworfen,  so  ist  nnter  sonst  gleichen 
Umst&odeD  seine  Wurfweite  grösser  als  f9r  jeden  andern  Winkel. 

Denken  wir  uns  zwei  Warfwiakel ,  welche  ^eich  weit  über  nnd 
unter  45"  liegen,  etwa  am  ß,  so  ist  ffir  den  einen  Winkel 

sin  2  «  =  sin  2  (45  +  ß)  =  sin  (90  +2ß) 
nud  fär  den  andern 

sin  2  «  =  sin  2  (46  —  jS)  =  sin  (90  —  3  ß). 
Allein  diese  beiden  Werte  von  sin  2  a  sind  gleicb  gross ;   also  Ist 
aoch  far  beide  Winkel  45  -|-  jJ  and  45  —  ß  die  Wnrfweit«  gleich]groBa. 

Stf.  Seklefer  Wtrf  eliei  K*r|wri  ia  der  htitL  Der  Luftwiderstand 
sei  dem  Quadrat  der  Geschwindigkeit  proportional  and  wirke  in  der 
Richtung  der  Tangente  an  die  Bahn. 

Wegen  der  letatern  Voraussetznng  wird  die  Bahn  AC  (Fig.  144) 
des  Körpers  eine  ebene  Kurve  sein  und  in  der  Vertikalebene  liegen, 
welche  durch  die  Anfangsrichtnng  der  Bewegung  geht.  Bs  gelte  die 
Bezeichnung  der  vorigen  Aufgabe.  Ausserdem  sei  s  =  A  C  der  Bogen 
der  Kurve,  welcher  vom  Anfangspunkt  bis  zum  Punkte  mit  den  Koordi- 
naten X, y  reicht,  a  =  Vcosa  die  horizontale  Geschwindigkeit  im  An- 
f&ngipnnkt  und  m  die  Beschleunigung,  welche  der  Luftwiderstand  dem 
KQrper  in  der  Richtung  der  Bahn  entzieht,  bei  der  Geschwindigkeit  ^  1. 

Die  Geschwindigkeit  im  Punkte  C  ist  =  -r— ,  also  die  Beschleu- 
nigung,  welche  in   diesem   Punkte  dem  Körper  in   der  Richtung  der 

/ds\' 
Tangente   an  die  Bahn  entzogen  wird  =  ""V^TT/  '  ^^  zerlege  sie  in 

eine   horizontale   und  vertikale   Seitenbe- 
Bchlenaignng,  so  wird  man  dafür  erhalten  ^'^' 

/'dsVdx  /dsV^y 

"'.TTJ  77'    "IdTJ  äs- 

Die  erster«  bewirkt,  dass  die  Bewe- 
gung in  horizontaler  Richtung  verzögert 
wird;  daher  die  Beschleunigung  in  dieser 
Richtnng 

,,.  d's  ds    dx 

f^>  -dT^  =  ""'"drdr- 
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Die  letztere  hat  das  entgegengesetzte  Zeichen  von  d  y,  so  dass  in 
vertikaler  Richtung  sein  mass 

/^N  ^^y  ds    dy 

Man  betrachte  t  als  die  nnabhängig  Variable,  also  d  t  als  konstant, 

dx 
dividiere  Gleichung  (1)  mit  -tt-  und  beachte,  dass  nanmehr  der  Zähler 

d^x  dx 

-,— «-  links  das  Diflferential  des  Nenners  ~—  ist,    so   erhält   man    als 
dt*  dt 

Differential  dieser  Gleichung 


■-(^)- 


ms  +  C. 


um  die  Eonstante  C  zu  bestimmen,   sei  s  =  0,   so  wird   die   Ge- 

dx 
schwindigkeit  -r—  zur  Anfangsgeschwindigkeit  in  horizontaler  Richtung, 

also  zu  u.     Diese  Werte  geben  logu  =  C.     Folglich  durch  Subtraktion 
dieser  Gleichung  von  der  vorstehenden 

dx 

log =  —  m  s, 

u 

oder  indem  man  von  den  Logarithmen  zu  den  Zahlen  übergeht 

Man  multipliziere  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  mit  d  t^,  so  kommt 

d^x=— mdsdx;     d^y=— gdt*  —  mdsdy 
und  hieraus  durch  Elimination  von  m  d  s 

d»y=-gdt«  +  ||-d«x, 

woraus  folgt 

j*2      /dyd^x—  dxd*y\  , 

dy 

Die  Grösse  in  der  Klammer  ist  das  Differential  von ^^ :  daher 

dx 

wird  sein 

(4)  gdt«=~dxd(|j). 

Führt  man  den  Wert  von  4  t  aus  (3)  hier  ein,  so  kommt 


—     467     — 

Gesetzt,  die  Bahn  weiche  Dur  wenig  von  der  horizoDtalen  Achse 

/dy\* 
Ax  ab,  so  dass  man  s  mit  x  verwechseln  und  ( -r^  j   gegen  die  Ein- 
heit   vernachlässigen    kann.      Unter    dieser   YoraassetzuDg   gehen    die 
Formeln  (3)  and  (5)  aber  in 

(6)  dt  =  — e"*dx. 

u 

(7)  ge«-"dx=-n^d(||-). 

Das  Integral  von  (6)  ist 

t=^r-i— e"»  +  C. 
mn 

Dm  die  Konstante  zn  bestimmen,  setze  man  x  =  0,  so  wird  auch 
t  ==  0.     Dies  gibt 

0  =  — i—  +  C. 
mn 

Zieht  man  diese  Gleichnng  von  der  vorigen  ab,  so  erh&lt  man 

(8)  *  =  -;^(«"'-i)- 

m  u 
Die  Integration  der  Formel  (7)  liefert 


ge- 


2m 


=— (©+'=• 


Zar  Bestimmung   der  Konstanten  G  hat    man  die   gleichzeitigen 

dy 
Werte  x  =  0,  -p-  =  taug  a.     Hierfür  wird  die  Gleichung 

-z^=--.u«tanga  +  C. 
2m 

dy 
Folglich  durch  Subtraktion  und  Auflösung  in  Hinsicht    ^ - 

ax 

(9)  JL  =  u„g„  +  _^(l_e-x). 

Multipliziert  man  mit  dx  und  integriert,  so  kommt 

y  =  xtg«+    ^  ^  ,    fx--^r^^  +  C. 
^         ^  2mu*V  2m/ 

Für  X  «  0  wird  auch  y  =  0,  so  dass  diese  Gleichung  wird 

0  =  -    .    \   a   +  C. 
Zieht  man  diese  Gleichung  von  der  vorigen  ab,  so  kommt 

80* 
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Die  Gleichung  (10)  bestimmt  die  Bahn  and  (8)  dits  Zeit. 

d  V 
Für    den    höchsten   Pankt   der   Bahn  ist  -r^  =  0.    Hierfür  folgt 

dx 

ans  (9),  wenn  x  mit  x'  vertauscht  wird 

2  m  u* 
ea"*  =H tga, 

oder  indem  man  die  Logarithmen  nimmt 


='=^"«('+^'«'> 


X' 

:sm      ^\  g 

Dieser    Wert  von   x'   ist  die  Abscisse  AD   des   höchsten    Punktes   E. 

Setzt  man  in  (10)  y  ~  0,  so  wird  x  zur  Abscisse  derjenigen 
Punkte  A  und  P,  in  welchen  die  Bahn  die  Abscissenachse  schneidet. 
Man  bezeichne  diesen  Wert  von  x  mit  x^^  so  erh&lt  man 

Diese  Gleichung  liefert  zwei  Werte  von  x".  Der  eine  x^'  =  0 
entspricht  dem  Anfangspunkt  A ,   der  andere  gibt  die  Wurfweite  A  F. 

Kennt  man  in  einem  besondern  Fall  x'^  a  und  u,  so  kann  ver- 
mittelst (11)  der  Wert  von  m  berechnet  werden.  Ebenso  könnte  m 
aus  (8)  ermittelt  werden,  wenn  man  entsprechende  Werte  von  x  und  t 
durch  Beobachtung  finden  würde. 

Weicht  die  Bahn  von  der  Horizontalachse  so  wesentlich  ab,  dasa  s 

/dy\* 
nicht  mit  x  verwechselt  und  (  ~~-  \    nicht  gegen  1  vernachlSssigt  wer- 
den kann,  so   werden  die  Di£ferentialformeln    der  Bewegung  sehr  za- 
sammengesetzt. 

d  y 
Man  setze  -^~-  =  p  in  (5),  so  erh&lt  man 

dx       '^ 


(12)  ~-^ — d  8  =  d  p  V  1  +  p*. 


u' 
Das  Integral  hiervon  ist  nach  §  76  und  82,  Formel  (9) 

(18)  »>  - -|^ = i  ^i  +  p^ + i '»8  (p + ^^^f'+ip^^' 

worin  b  die  Konstante  der  Integration  bezeichnen  soll.     Um  sie  zu  be- 

dy 
stimmen,  setze  man  s  »  0,  so  wird  p  =  -~-  =  tg  a.     Folglich  ist 

b-    g^^,    -YtgaKl  +  tg^«  +  Ylog(tga+Vl+tg«tt). 

Diese    Gleichung    bestimmt    den   Wert   von   b.     Der   Einfachheit 
wegen  wollen  wir  jedoch  für  diesen  Wert  das  Zeichen  b  beibehalten. 
Nun  ist 

ds  =  dxl/l  +  (^y  =  dxKr+^. 
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Setzt  man  diesen  Wert  von  ds  in  (12),  so  folgt 

—  ge*"»dx=»u*dp. 
Eliminiert    man    hieraus    und   aas    (13)  die  Grösse  e^°*",  so  kommt 

dp 


(14)     m  d  X  = 


p  K 1  +  p  *  +  log  (p  +  VT+p* )  -  2  b  ' 


dy 
Multipliziert  man  hier  mit  -r-^  =  p,  so  wird 

(15)     mdy-  P^P 


p  Kl  +  p«  +  log  (p  +  Kl  +  p«)  -  2  b  ' 

Aus  (4)  folgt 

gdt*=  — dxdp. 

Setzt  man  hierin  den  Wert  von  dx  aus  (14)  und  zieht  die 
Quadratwurzel  aus,  so  erhftlt  man 

(16)  y^.dt« "^^ ^. 

[2b  -  pKl  +  p'-log(p+Vl  +  p*)]» 

Hier  ist  deswegen  das  negative  Zeichen  der  Quadratwurzel  beibe- 
halten, weil  ffir  die  aufsteigende  Bewegung  p  ab-  und  t  zunimmt,  also 
dp  und  dt  ungleiche  Zeichen  haben  müssen. 

Da  femer 

2  _  /^dsy  _  dx'  +  dy^ 
^  "Vdty  ^        dt»       ' 

so  erh&lt  man  den  Wert  von  v»,  wenn  man  hierin  die  Werte  von  d  x, 
dy  und  dt  aus  (14),  (15)  und  (16)  einfuhrt.     Es  wird 

(17)      ^2  =  J. ^  +  P' —^=- 

m     2 b  -  p  V 1  +  p«  -log(p  +  V  1  +  p*)  ' 

« 

Die  Formeln  (14),  (15)  und  (16)  können  nur  durch  Annäherungs- 
methoden integriert  werden.  Eine  dieser  Methoden  besteht  in  der 
Reihenentwickelung.  Sie  ist  jedoch  nur  unter  der  Voraussetzung  der 
Konvergenz  der  Reihen  zul&ssig. 

Eine  andere  Methode  besteht  darin,  dass  man  diese  Differential- 
gleichungen nach  §  367  konstruiert.  Man  betrachtet  für  alle  drei 
Kurven  p  als  Abscisse,  so  wird  x  die  Ordinate  der  Kurve  (14),  y  die- 
jenige von  (15)  und  t  die  von  (16).  Alle  drei  Kurven  gehen  durch 
den  Punkt  x  =  0,  y  =  0,  t  =  0,  p==tga.  Sind  nun  fär  aufeinander 
folgende  Werte  von  p  =  tg  a  bis  p  =  0  die  entsprechenden  Werte  von 
X, y, t  gefunden,  so  erhält  man  den  aufsteigenden  Ast  der  Kurve  und 
die  Zeit  zur  Erreichung  irgend  eines  Punktes  dieser  Kurve.  Sodann 
bestimmt  man  für  Werte  von  p,  welche  von  0  aus  abnehmen,  d.  h. 
negativ  werden,  den  absteigenden  Ast,  etc. 

Man  erhält  auf  diese  Weise  eine  Kurve,  deren  Aeste  nicht  mehr 
symmetrisch  sind   zur  Vertikalen   ED  (Fig.  145),   wdche  durch  den 
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h&chstsD  pQDkt  gebt.  Die  Warfneit«  ist  nicht  mebr  so  gross  wie  fBr 
die  BewegoDg  im  leeren  Raain,  ihr  Haximam  tritt  auch  nicht  mehr 
f&r  einen  Winkel  a  von  45",  sondern  fSr  einen  kleinem  ein.  Der  ab- 
steigende Ast  neigt  sich  raacber  gegen  die  Abacissenachse  ale  der  anf- 
steigende.    Man  denke  sich  die  absteigende  Bewegnng  bis  ins  Unendliche 

dy 
möglich,   so  wird  das  Verhältnis  -p-  =  p   immer  grSsser  nnd  lotetzt 

Dneodlieh  gross.  F&r  diese  Bewegung  ist  aber  p  negativ.  Vertanscht 
man  desh&lb  ~  p  mit  +  p  in  (X4),  so  kommt 


(18)     mdi 


-pVTTp*+log(-p+  V  1  +  p')  - 
Nnn    ist    aber    1(^  1  =0; 
log(l  +  p>  — p*)  =  0;  allein 


also    anch 


i  +  p'-p'  =  (Ki  +  p'-p)(KT+?+p). 

Folglich 

log  (KHV  -  p)  +  lof  (VT+p*  +  p)  =  0. 
Hiernach  wird  (18)  sn 
dp 


Denkt  man  sich  hierin  p  so  gross,  dass  pV  1  +  p*  mit  p'  ver- 
tanscht  nnd  log  (Kl  +  p'  +  p)  +  2b  gegen  p'  vernachlässigt  werden 
kann,  so  wird 


Das  Integral  dieser  Gleichnng  ist 
(19)  mi=- 


-  +  c. 


Es  erfolge  die  Bewegung  in  dem  sehr  steilen  Rnrveoteile  GH. 
Hierbei  gehe  die  Abscisse  A  G'  =  x'  aber  in  A  H'  =  x  und  es  verwandele 
sieb  p'  in  p,  so  sind  x'  nnd  p'  entsprechende  Werte  des  Punktes  G. 
Han  erh&It  für  denselben  ans  (19) 

m  x'  =  -  -V  +  C. 
P 

Also  darcb  Subtraktion  and  Division  mit  m 

Da  p  ins  DDendliche  wichst,  ao  nUiert  eich  die  Grosse 
m  \  p'        p  y 
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mehr  and  mehr  der  koostaDten  Grenze 

X  =  x'  +      ^ 


mp' 

Also  nähert  sich  auch  der  absteigende  Ast  mehr  and  mehr  einer 
vertikalen  Geraden,  welche  diesen  endlichen  Abstand  von  der  Ordinaten- 
achse  hat.  Diese  vertikale  Gerade  ist  mithin  eine  Asymptote  dieses 
Astes. 

Nimmt  man  aach  in  (17)  die  Grösse  p  negativ  and  so  gross,  dass 
der  Nenner  des  zweiten  Braches  rechts  mit  p^  vertaascht  werden  kann, 
so  erhält  man 


'V- 


m 


Somit  ist  1/  -^—  die  Grenze,    welcher  sich   die  Geschwindigkeit  des 

ROrpera  bei  der  absteigenden  Bewegung   mehr  and  mehr  nähert.     An 
dieser  Grenze  ist  der  Luftwiderstand  gleich  der  Schwerkraft. 

4M.  WärveleUmg  Ib  eine«  prisHatischeB  Stabe.  Binem  dnnnen 
prismatischen  Stabe  werde  am  einen  Ende  Wärme  mitgeteilt.  Diese 
Wärme  pflanzt  sich  im  Stabe  fort  and  vermindert  sich  durch  Verlaste 
an  die  umgebende  Luft.  Man  soll  das  Gesetz  der  Temperatnrabnahme 
von  einem  Ende  des  Stabes  nach  dem  andern  hin  bestimmen. 

Das  Ende  A  des  Stabes  (Fig.  146)  nehme  von  irgend  einer  Wärme- 
quelle her  in  gleichen  Zeiten  gleiche  Wärmemengen  auf,  so  dass  sich 
die  Wärme  über  den  Querschnitt  in  A  gleichförmig  verteile;  ferner 
werde  die  Temperatur  der  umgebenden  Luft,  etwa  durch  Hinzuströmen 
neuer  Luft,  konstant  auf  Null  erhalten.  Nach  einer  gewissen  Zeit  muss 
in  der  Bewegung  der  Wärme  durch  den  Stab  der  Beharrungszustand 
eintreten,  so  dass  die  Temperatur  in  einem  und  demselben  Querschnitt 
des  Stabes  konstant  bleibt.     Es  seien 

q  der  Querschnitt  des  Stabes,  Fig.  146. 

u  der  Umfang  dieses  Querschnittes, 

T,  t  die  Temperaturen  in  A  und  m  und 

X  =  A  m    der    veränderliche    Abstand    eines    Quer- 
schnittes durch  den  Stab  von  der  Wärmequelle  aus. 

Die  Temperatur  t  ist  eine  Funktion  von  x.  Nimmt  x  um  d  x  = 
m  n  zu,  so  vermindert  sich  t  vermöge  der  Abkühlung  um  d  t.  Zwischen 
den  Querschnitten  in  m  und  n  liegt  ein  Prisma  von  der  Länge  d  x.  Wegen 
dieser  geringen  Länge  kann  angenommen  werden,  es  bewege  sich  die 
Wärme  gleichförmig  längs  des  Weges  d  x.  In  diesem  Falle  ist  aber  die 
durch  den  Querschnitt  in  m  per  Zeiteinheit  gehende  Wärmemenge  pro- 
portional dem  Querschnitt  q,  der  Differenz  d  t  der  Temperaturen  in  m 
und  n  und  verkehrt  proportional  der  Länge  dx  des  Prismas.  Be- 
zeichnet k  eine  von  der  Natur  des  Stabes  abhängige  Konstante,  so  ist 
also  die  in  der  Zeiteinheit  durch  den  Querschnitt  in  m  gehende  Wärme- 
menge 
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Lässt  mao  hierin  x  in  x  4~  d x,  also  t  in  t  —  dt  fibergehen ,  so 
erhält  man,  da  dx  konstant  angenommen  wird 

,       d(t  — dt)        ,     /dt         d^t\ 

als  Ausdruck  fär  die  Wärmemenge,  welche  durch  den  Querschnitt  in  n 
gleichzeitig  geht.     Die  Differenz 

dieser  Wärmemengen  ist  offenbar  gleich  derjenigen  Wärme,  welche  die 
Oberfläche  des  Prismas  mn  durch  die  Abkühlung  in  gleicher  Zeit 
verliert. 

Nun  ist  aber  dieser  Wärmeverlust  proportional  der  sich  abkfihlen- 
den|Oberfläche  ndx  und  der  Temperatur  t  des  Prismas.  Wenn  also 
h  den  Wärmeverlust  bezeichnet,  welchen  ein  Prisma  von  derselben 
Substanz,  von  der  Oberfläche  1,  bei  der  Temperatur  von  1  Grad,  in 
der  Zeiteinheit  erleidet,  so  ist  der  Wärmeverlust  des  Prismas  mn  in 
derselben  Zeit  =  h  u  t  d  x.     Mithin  erhält  man  folgende  Gleichung 

d^t 
qk-         =hutdx, 
dx 


(B)  ^^i^  =  -u  t. 


dn  ^  u  h 
dx^        qk 


Würde  man  die  Wärme  als  eine  Flüssigkeit  betrachten,   so  wäre 

im  Ausdruck  (1)  die  Grösse  k  -, —  die  Geschwindigkeit  und  im  Aus- 

d^t 
druck  (3)  die  Grösse  k- — «    die  Beschleunigung  der  Wärmebewegung 

d  X 

im  Stabe. l|Diese  Beschleunigung  wäre  daher  der  Temperatur  t  propor- 
tional. Wenn  auf  eine  und  dieselbe  frei  schwebende  Masse  Kräfte 
einwirken,|[so  verhalten  sich  diese  Kräfte  wie  die  Beschleunigungen, 
welche  sie  hervorbringen.  Bei  der  in  Frage  liegenden  Wärmebewegung 
vertritt  also  die  Temperatur  die  Stelle  der  Kraft. 

Multipliziert  man  Gleichung  (3)  mit  dt,  so  kommt 

(4)  ili!i  =  l_h    tdt. 

dx*  qk 

Man  setze  zur  Abkürzung 

nh 


=  m* 


qk 

und  beachte,  dass  d  t  d'  t  =  ^  d  (d  t)^,    so  ergibt  sich  durch  Integra- 
tion von  (4) 


(0-....+  , 


indem  man  mit  b  die  Konstante  der  Integration   bezeichnet     Hieraus 
folgt 
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(5)  dx--^j^=Ji=^. 

Von  den  beiden  Vorzeicheo,  mit  welchen  hier  die  Quadratwarzel 
behaftet  ist,  mnas  nor  das  negative  genommen  werden,  weil  t  abnimmt, 
wenn  x  wächst.     Das  Integral  von  (5)   ist   nach  Formel  (3)  des  §  80 

X  =  -  —log  [mt  +  Vb+m*t«J  +  c. 
m 

Um  die  Eonstante  c  zu  bestimmen,  setze  man  x  =  0*  Dadurch 
wird  t  zu  T.     Fär  diese  Werte  erhält  man  also 

0  =  -  —log  [mT+  Kb  +  m*T*]  +  c. 
m 

Zieht  man  diese  Gleichung  von  der  vorigen  ab,  so  kommt 

1  ,      mT  +  Kb4-m*T» 
T  =  —  log 


m  m  t  +  Kb  +  mn«  * 


Man  multipliziere  mit  m  und  gehe  von  den  Logarithmen  zu  den  Zahlen 
über,  so  wird 

mT  +  Kb  +  m«T* 


6"*»  = 


mt  +  yb  +  m*t* 


Der  Zähler  rechts  ist  eine  konstante  GrOsse.  Bezeichnet  man  sie 
mit  a,  so  erhält  man  hieraus 

Vb  +  m»t*=  —  mt  +  ae-"\ 

Wird  diese  Gleichung  quadriert,  so  heben  sich  die  Glieder  mit  t'  auf 
und  es  wird 

b=  —  2mate-~»  +  a*e-2«x. 

Dividiert  man  mit  dem  Faktor  von  t  und  bezeichnet  mit  A  und  B 
die  konstanten  Faktoren  der  vorkommenden  Exponentialgrössen,  so  er- 
hält man 

(6)  t  =  Ae-"*  +  Be»\ 

Dm  die  Werte  der  Konstanten  A  und  B  zu  ermitteln,  setze  man 
zunächst  X  =  oo.  Dadurch  muss  die  Temperatur  t  unendlich  klein 
werden.  Der  erste  Teil  rechts  in  (6)  wird  hierbei  in  der  That  unend- 
lich klein,  während  der  zweite  unendlich  gross  ausfällt.  Folglich  muss 
B  =  0  sein.     Hiernach  folgt  aus  (6) 


t  =  Ae- 


m  X 


Setzt  man  hierin  x  =  0,  so  muss  t  in  T  übergehen ;  folglich  ist 
A  =  T.  Somit  wird  die  Temperatur  t  in  der  Entfernung  x  von  der 
Wärmequelle  sein 

(7)  t  =  Te- 


Dl  X 


Gesetzt  mao  beobachte  io  den  AbstSoden  \'  and  x"  von  der 
W&rmeqaelle  die  Temperstureo  V  aad  t"  im  Stabe,  so  ist  nach  (7), 
indeiD  man  den  Wert  vod  m  wieder  einf&hrt 


'VA  ..-=T.-VH. 


Han  dividiere   diese  zwei  Gleichaogen  durch  eiaander   and  nehme  die 
Logarithmen,  so  erh&lt  man  nach  einer  einfachen  Reduktion 


l/Ä=   logt'  — logt"  I /q 


kahlangs-  and  LeitangSTermOgeD  der  Sabstaai  ermittelt  werden. 

Es  seien  t,  t',  t" . .  die  Temperaturen  in  Qaerscbaitten,  welche  die 
Abst&nde  x,  x  -j-  a,  <  +  2  oe, . .  von  A  ans  haben,  so  wird  nach  (7)  sein 

t  =  Te~'"»;      t'  =  Te-"'f'+«>;     t"  =  Te-™('  +  2"'. .. . 
Hieraus  folgt 

t  +  t"         t'  +  t'" 


t'  t" 


'°«  +  e 


Nimmt  man  daber  im  Stab  Querschnitte  an,  welche  in  gleichen 
Abständen  aofeinander  folgen,  so  bieten  je  drei  benachbarte  die  Eigen- 
tämlichkeit,  dasa  die  Summe  aas  den  Temperatnren  der  Inssem  Quer- 
acbnitte  dividiert  durch  die  Temperatur  des  Innern  Qoerschnittes  einen 
Wert  liefert,    welcher  der  ganzen  L&nge  des  Stabes  nach  konstant  ist. 


XII.  Aufgaben  Hber  sehwlngende  Bewegungen. 

MI.  LiBgeiichwI^iRgn  eines  eluUicken  Stabes.     Bin   prismati- 
scher Stab  AB  (Pig.  147}  sei  in  vertikaler  Lage  am  obem  Ende  be- 
festigt.    Am   antern   Ende  B  werde  ein  solches  Gewicht  P  angehängt, 
dass  der  Stab   eiue  kleine  Ausdehnung  BC  annimmt.     la  dieser  Stel- 
lung sind  der   Widerstand   des  Stabes  und  das  Gewicht   mit  einander 
im  Gleichgewicht.     Wird  ein  sweites  Gewicht  angehängt,  ao  dehnt  sich 
der  Stab   am   eine   weitere   Grösse   CE  aus.      Nimmt  mau 
^^'       '  dieses  zweite  Gewicht  ab,   so  zieht  sich   der  Stab  vermOge 
seiner   Elastizitfit   zusammen.      Diese    Elastizität    wirkt    be- 
schleunigend auf  das  antere  Ende  des  Stabes,   bis  dasselbe 
zur  Stelle  C  zaräckgekehrt  ist.      la  C  hat  also  das  uatere 
Ende   seine   grOsste   Geschwindigkeit;    folglich   wird   es  von 
hier  aas  die  Bewegung  aufwärts  um  eine  gewisse  Grösse  CE' 
fortsetzen.     Wenn  der  Modul  der  Elastizität  für  Ausdehnung 
und  Kompression  derselbe  und  die  Elastizität  für  die  eintre- 
tenden Läugenänderungen  eine  vollkommene  ist,  so  wird  die 
Verkörzong  CE'e=CE.     Anf  die   Verkärzang   folgt  wieder 
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die  Ansdebnaog,  etc.,  so  dass  das  uutere  Ende  auf-  und  abgehende 
SchwingiingeD  macht,  welche  iu  gleichen  Zeiten  vollendet  werden. 
Man  soll  die  Schwingungszeit  bestimmen.    Es  bezeichne 

L, q  die  primitive  Länge  AB  und  den  Querschnitt  des  Stabes, 

a^^BC  die  durch  das  Gewicht  P  bewirkte  Ausdehnung, 

b  =  G  E  die  durch  ein  zweites  Gewicht  hervorgebrachte  Ausdehnung, 

E  den  Modul  der  Elastizit&t  des  Stabes  und 

g  die  Beschleunigung  beim  freien  Fall  der  Körper. 

Es  sei  x^GD  eine  variable  Ausdehnung,  welche  in  der  Zeit  t 
von  der  Gleichgewichtslage  G  aus  erreicht  wird,  so  ist  nach  dem  in 
§  204  ausgesprochenen  Gesetze  die  Kraft  P,  welche  die  Ausdehnung  a 
bewirkt 

(1)  P  =  E^q. 

Folglich  die  Kraft,  welche  dem  Stab  eine  Ausdehnung  «=  a  +  x  bei- 
bringt, gleich 

(2)  E-'-±^q. 

Diese  Kraft  kann  auch  als  Widerstand  des  Stabes  angesehen  werden, 
den    er    der    Ausdehnung    entgegensetzt.      Folglich   ist    die   Differenz 

(3)  E-?^-P  =  E^q 

der  Widerstand,  welchen  der  Stab  der  Bewegung  des  Gewichtes  P  ab- 
wärts entgegensetzt. 

Die  Beschleunigung,  mit  welcher  diese  Bewegung  in  D  erfolgt, 
sei  g'.  Statt  dass  also  das  Gewicht  P  frei  herabfällt  und  die  Beschleu- 
nigung g  annimmt,  bewegt  es  sich  mit  einer  Beschleunigung  g^  Die 
diesen  Bewegungen  entsprechenden  Beschleunigungen  verhidten  sich  wie 
die  Kräfte,  so  dass  man  hat 

X        „  a 


g':g  =  E-j-q:E-j-q, 

g     =g— . 

a 

d^x 
Da  aber  der  Ausdruck  für  die  Beschleunigung  auch        ^   ist,    so   hat 

man  ohne  Rücksicht  auf  das  Gewicht  des  Stabes 

Hier  ist  das  negative  Zeichen  genommen,    weil  einer    verzögerten   Be- 
wegung eine  negative  Beschleunigung  entspricht. 

Man   multipliziere  mit  2dx   und   integriere,    indem    man  dt  als 
konstant  betrachtet,  so  erhält  man 
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dx 
Die  Grösse  -r—  bezeichnet  die  Geschwindigkeit  des  Stabes  in  D. 
d  t 

dx 

Für  X  =  C  E  =  b,  d.  h.  für  den  tiefsten  Punkt,  wird  -r—  =  0.    Dies  gibt 

dt 

a 
Folglich  darch  Subtraktion  der  beiden  letzten  Gleichungen 

!-(b'-x>). 


(10- 


a 
woraus  folgt 

a  dx 


dt 


=1/^ 


«  yp-x 


2 


Diese  Quadratwurzel   erh&lt  das   positive  Zeichen,  weil  x  und  t  beim 
Sinken  von  D  gleichzeitig  zunehmen.     Die  Integration  gibt 


=]/: 


a  .       .     X 

—  Are  sin  -r- 

g  b 


Die  Konstante   der    Integration  ist  weggelassen ,    weil  für  x  =  0 
auch  t  =  0  wird. 

Für  X  =  b  wird  t  zur  halben     Dauer  T  einer  Schwingung.     Die 
Schwingungszeit  ist  mithin 


(6) 


-«Kl- 


Diese  Zeit  stimmt  dberein  mit  der  Schwingungszeit  eines  ein- 
fachen Pendels,  dessen  L&nge  =a  ist.  Da  nun  aber  a  immer  sehr 
klein  ist,  so  fallen  diese  Schwingungen  sehr  rasch  aus.  Fuhrt  man 
den  Wert  von  a  aus  (1)  in  (5),  so  erhält  man 


1/, 


gEq' 

402.  QiersdiwiBgiiMgei  eiies  elastisekeB  Stabes.  Ein  prismati- 
scher Stab  AB  (Fig.  148)  sei  in  horizontaler  Lage  am  einen  Ende  A 
befestigt,  am  andern  h&nge  ein  Gewicht  P,  so  dass  dadurch  der  Auf- 
hängepunkt B  eine  kleine  Senkung  B  G  »  a  annehme.  Wird  noch  ein 
zweites  Gewicht  angehängt,  so  nehme  seine  Senkung  um  den  kleinen 
Wert  G  E  =  b  zu.  Wird  dieses  zweite  Gewicht  abgenommen,  so  geht 
der  Aufhängepunkt,  vermöge  der  Elastizität  des  Materials ,  in  die  Höhe 
and  macht  von  da  an  um  die  Gleichgewichtslage  G  herum  Schwingungen 

von    gleicher    Schwingungsdauer    und    gleicher 
Flg.  148.  Ausweichung    von    C    aus,    unter    der    Voraus- 

setzung vollkommener  Elastizität. 

Die  Bewegung  beginne  vom  Punkte  G  aus 
abwärts.  Nach  der  2^it  t  lege  der  Aufhänge- 
punkt einen   Weg  G  D  =»  x   zurück.     Es   sei  L 


die  Lange  des  Stabes  uud  M  das  ElastizitBtsmomeDt  (§  367)  desBelben, 
so  ist  nach  §  386  die  Kraft,  nelche  die  Senkang  a  bewirkt 

(!)  P  =  ^.. 

somit  auch  die  Kraft,  nelche  einer  Senkang  BD=B-j-x  entspricht, 
gleich 

Der  Dnterschied  dieser  Kr&fte  (1)  und  (2)  ist  der  Widerstaad, 
welchen  der  Stab  der  weitem  BewegoDg  abwirts  entgegensetzt.  Be- 
zeichnen daher  g*  und  g  die  Beschlennignngen  des  Gewichtes  P,  hervor- 
gerufen am  Stab  ond  beim  freien  Fall,  so  erhSIt  man  ohne  Räcksicht 

auf  das  Gewicht  des  Stabes  g*:g=     .  ,    x:  P;  daher  vermftge  (1) 

(3)  *'-''■ 

Hiernach  erbSIt  man,  wie  in  der  vorigen  Aufgabe,  als  Differential- 
forme)  der  Bewegung,  indem  man  wegen  der  verzögerten  Bewegung  g* 
mit  negativem  Zeichen  einfährt 

(4)  A'"-=-«x 
>"  dl'  «    • 

somit  BDch  ala  Wert  T  einer  Schwingaogsieit 


'1^  =  " 


4H.  SchwIigMgeR  elict  TtnUisyeMleli.  Bin  elastischer  Cylin- 
der  AB  (Fig.  149)  vom  Halbmesser  r  und  der  Länge  L  befinde  sich 
in  vertikaler  Lage.  Sein  oberes  Ende  A  sei  befestigt.  Dnrch  das 
untere  Ende  B  gehe  eine  horizontale  gerade  Stange  mit  gleichen  Armen 
BD, BD',  welche  gleiche  Gewichte  tragen.  Ist  der  Cylinder  nicht 
verdreht,  so  besteht  Gleichgevricht  Diese  Gleichgewichtslage  sei  in  B  C. 
Dreht  man  den  Arm  B  C  in  einer  horizontalen  Ebene  nm  einen  Winkel 
EBG  =  a  nnd  l&sst  sodann  den  Arm  los,  so  macht  er  Schwingungen 
nm  die  Gleichgewichtslage.     Es  sei  die  Schwingnngsdaner  zu  bestimmen. 

Indem  der  Arm  BC  nach  BB  gelangt,  wird  der  Cylinder  verdreht 
und  es  ist  das  staüsche  Moment  der  Kraft,  welche  die  Fasern  des 
Cylinders  verdreht,  nach  §  210  Formel  (10) 


Fig.  U9. 


wobei  E  den  Modul  der  Elastizitit  des  Materials 
bezeichnet.  Han  Qberlasse  nun  das  Pendel  in  der 
Lage  BE  sich  selbst.  Nimmt  alsdann  der  Dreh- 
winkel a  während  der  Zeit  t  nm  a  —  «jp  ab,  wo- 
bei 91  den  veränderlichen  Winkel  DBC  bezeich- 
net, so  ist  jenes  Torsionsmoment  (1)  nor  noch 
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TrEr*  ^ 

Mit  diesem  statischen  Moment  werden  die  Gewichte  in  D,  D' 
gegen  die  Gleichgewichtslage  getrieben.  Die  treibende  Kraft  hört  erst 
anf  für  9^  =  0,  d.  h.  erst  in  der  Gleichgewichtslage;  also  wird  die 
Bewegung  bis  dahin  beschleunigt;  jenseits  der  Gleichgewichtslage  wird 
sie  verzögert.  Es  entsteht  eine  schwingende  Bewegung  mit  konstanter 
Schwingungszeit  und  konstanter  Schwingungsweite  bei  vollkommener 
Elastizität  des  Cylinders. 

Man  denke  sich  sämmtliche  schwingende  Massen,  unter  Anwen- 
dung der  Lehre  vom  Trägheitsmoment  (§  186)  in  ihren  Mittelpunkt 
der  Trägheit  vereinigt,  d.  b.  in  einen  Punkt,  in  welchem  sie  den  glei- 
chen Einfluss  auf  die  Drehung  ausüben,  wie  die  vereinzelten  Massen 
(der  Arme  und  Gewichte)  in  ihren  jetzigen  Lagen.  Der  Abstand  die- 
ses Mittelpunktes  der  Trägheit  von  der  Drehachse  sei  «  a  und  das 
Gewicht  der  in  diesem  Punkte  vereinigten  Massen  =  P.  Denkt  man 
sich  das  statische  Moment  (2)  am  Hebelsarm  a,  in  der  Richtung  der 
Bewegung ,  wirkend ,  so  ist  die  diesem  Momente  entsprechende  Kraft 
gleich 

5aL  ^' 

Das  Gewicht  P  drehe  sich  in  D  mit  der  Beschleunigung  g^  Be- 
zeichnet daher  g  die  Beschleunigung  beim  freien  Fall,  so  müssen  sich 
die  Kräfte,  welche  anf  eine  und  dieselbe  Masse  wirken,  wie  ihre  Be- 
schleunigungen verhalten,  so  dass  man  hat 

Ist  X  =»  Bogen  C  D  =  a  9^,  so  wird  der  Ausdruck  für  die  Beschleu- 

d^  X  d^9 

nigung  auch     ,  g  ~  *    ,   2  *      Daher   erhält   man   in    gleicher   Weise 

wie  in  den  beiden  letzten  Aufgaben 

d^y   _       g    yrEr^ 
^   dt«    "■       P"  5aL  '^' 

Bezeichnet  man  den  konstanten  Paktor  von  9  rechts  mit  u,  so 
erhält  man 

d^y  _o_ 

dt«    ~        a   *"• 

Diese  Gleichung  stimmt  der  Form  nach  mit  den  Formeln  (4)  der 
beiden  letzten  Aufgaben  überein.  Man  erhält  deshalb  für  die  Schwio- 
gungszeit  den  Wert 

'P^         ^ 

g 


y    Vi  Y     %     (^  E  r*\ 

V  5L ; 
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4M.  SchwlBgiBgeo  eiies  elasUschea  Mittels.  Dieses  Mittel  (Luft, 
Aether),  habe  überall  gleiche  Dichte.  Eines  seiner  Teilchen  werde 
durch  eine  momentane  äussere  Einwirkung  in  einer  gewissen  Rich- 
tung A  B  (Fig.  150)  verschoben.  Dadurch  wird  das  Mittel  in  der 
Richtung  der  Bewegung  verdichtet.  Die  dadurch  vergrösserte  Expansiv- 
kraft des  Mittels  erschöpft  die  Bewegung  des  Teilchens  und  treibt  es 
wieder  in  die  Anfangslage  A  zurück.  Bei  dieser  rückgängigen  Be- 
wegung wirkt  die  Expansivkraft  des  Mittels  beschleu- 
nigend bis  zum  Punkte  A.  Also  nimmt  die  Geschwin-  Fig.  150. 
digkeit  bis  zu  dieser  Stelle  zu  und  es  mnss  das  Teil- 
chen über  A  hinaus  in  der  Richtung  nach  G  hin  sich 
bewegen.  Auf  dieser  Seite  tritt  die  gleiche  Erschei- 
nung ein  wie  auf  Seite  von  B.  Also  schwingt  das 
Teilchen  um  die  Gleichgewichtslage  A  hin   und   her. 

Nach  der  Zeit  t  habe  das  Teilchen  den  Weg  AD^x  von  der 
Gleichgewichtslage  aus  durchlaufen.  Der  Widerstand  des  Mittels  ist 
eine  Funktion  von  x,  welche  för  x  =  0  verschwinden  mnss.  Würde 
man  also  diese  Funktion  in  eine  Reihe  nach  ganzen  Potenzen  von  x 
auflösen,  so  durfte  kein  Glied  ohne  x  vorkommen.  Diese  Reihe  mfisste 
also  die  Form  haben 

Ax  +  Bx«  +  Cx»-f  ... 

Da  nun  aber  die  grössten  Werte^  von  x  als  sehr  klein  voraus- 
gesetzt werden,  so  kann  man  annehmen,  es  verschwinden  die  Glieder 
mit  der  zweiten  und  den  höheren  Potenzen  von  x  gegen  das  erste 
Glied.  Der  Widersund  des  Mittels  kann  deshalb  =  Ax  und  die  ihm 
proportionale  Beschleunigung  =  kx  gesetzt  werden.  Allein  diese  Be- 
schleunigung, als  einer  verzögerten  Bewegung  entsprechend,  ist  negativ. 
Deshalb  wird  die  Differentialformel  der  Bewegung 

d^x 
(l)  -j^=^-kx. 

Man  multipliziere  mit  2dx  und  integriere,  so  kommt 

Nun  sei  die  grösste  Ausweichnog  AB  =  a,  so  wird  die  Geschwindigkeit 
=  0  für  X  =  a;  dies  gibt 


dt 


und  durch  Subtraktion 


0  =  C-ka» 


(2)  IS"  =  ^  ^^'  "  ^'^' 


Hieraus  folgt 


Kkdt=      ^"^ 


VliF^^'' 


wobei  der  Quadratwurzel   das   positive  Zeichen   gegeben  wird,   weil  x 
und  t  gleichzeitig  wachsen.     Man  integriere,  so  kommt 
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t  V^k  =  Aresin  — . 

a 

Die  lotegratioDskoDstante  ist  weggelassen,  weil  ffir  x  =  0  aach  t  =  0 
wird.     Geht  man  vom  Bogen  zam  Sinns  über,  so  wird 

(3)  X  =  a  sin  t  Vk. 

Wird  diese  Formel  differentiiert  und  die  Geschwindigkeit  -3 —    mit 

d  t 

V  bezeichnet,  so  erhält  man 

(4)  v  =  a"KkcostKk. 

Man  könnte  aach  diesen  Wert  von  v  erhalten,  wenn  man  den 
Wert  von  x  aas  (3)  in  (2)  einfährt. 

Nan  sei  T  die  Zeit,  welche  das  Teilchen  za  einer  Hin-  and  Her- 
bewegang  braucht,  so  wird  es  überhaupt  am  Anfang  and  Ende  der 
Zeitdauer  T  die  nämliche  Stelle  der  Bahn  in  der  gleichen  Richtung 
passieren.     Diese  Zeit  wollen  wir  hier  Schwingungszeit  nennen. 

Die  Sinus  und  Cosinus  von  Bogen,  welche  um  ein  Vielfaches  voo 
2  TT  von  einander  abweichen,  sind  einander  gleich  mit  gleichen  Zeichen« 
Bezeichnet  daher  n  irgend  eine  ganze  Zahl  und  schreibt  man 

SO  erhält  man  aus  (3)  und  (4) 


(5)  x  =  a.in(-^  +  t)rk. 

(6)  y  =  aKkco8(^  +  Ark. 

Setzt  man  hierin  der  Reihe  nach  n  «  1, 2, 3, . . ,  so  wird  die  Zeit  t 
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je  um    ^. —    vergrOssert;  dabei  erhalten  x  und  v  für  alle  diese  Sub- 
K  k 

stitutionen   gleichen  Wert.     Polglich  ist       die  konstante  Schwin- 

K  k 

gungszeit,  so  dass  man  hat 


Kk- 

Führt  man  den  Wert  von  V^k  aus  dieser  Formel  in  (5)  und  (6), 
so  kommt 

/^\  .       2  TT  t 

(7)  x  =  a  sm  ^-f-- 

,^.  2a7r         2  7rt 

(8)  V  =  — = —  cos 


T     • 
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Für  t  =  0,T,3T, ..  wird  z  =  0  und  v  ein  Haximnin.  Bezeichnet 
man  dieseD  grOssten  Wert,  welchen  das  bewegliche  Teildien  in  der 
Gleichgewichtslage  besitzt,  mit  V,  so  erhlUt  man  ans  (8) 

T    ■ 
Die  Sinns  ond  Cktsinns   von  Bogen,   welche   am  n  von   einander 
abweichen ,    haben   gleiche    Werte    mit   entgegengesetzten    Vorzeichen. 
\AmX  man  daher  in  (7)  nnd  (8)  die  Zeit  t  am  eine  halbe  Schwingnngs- 
daner,  also  nm  '/s  T,  znuebmen,  so  erh&lt  man 

2Jrt 


■     2^  /.    ,    TN 
aKkco,(-l^  +  .)=-aKkc 


int 


Somit  hat  das  schwingende  Teilchen  nach  jeder  halben  Bchwingangs- 
zeit  gleichen  Abstand  von  der  Oleich  gewicht«  läge  nnd  gleiche  Geschwin- 
digkeit, beides  jedoch  in  entgegengesetzter  Richtung. 

4IG.  lestiMMMg  der  ■Ittlcre«  »ichtigkelt  der  Erde,  nach  CaTcndlsh. 

Es  sei  AB  (Fig.  151)  ein  sehr  dfinner,  prismatischer  KOrper  von  Holz, 
an  dessen  beiden  Rnden  A  and  B  zwei  gleiche  Bleikngeln  angebracht 
sind.  In  der  Mitte  H  zwischen  diesen  Kugeln  sei  der  Stab  an  einem 
dannen  Drahte  aargehängt,  so  wird  der  Stab  eine  horizontale  Lage  an- 
nehmen. Dreht  man  denselben  in  einer  hori- 
zontalen Ebene  in  eine  andere  Lage  A'B'  nnd  Fig.  151. 
l&sst  ihn  loB,  so  wird  er  vermSge  der  Elasti-  f 
lit&t  des  Anfh&ngedrahteB  inrnckkehren  nnd 
am  die  Gleichgewichtslage  AB  bin-  nnd  her- 
schwingen. 

Man  bringe  nan  in  der  Schwingangsebene,  I 
in  einer  Geraden  CHD,  in  gleichen  Entfer- 
nungen TOD  U,  zwei  gleiche  Kngeln  von  dichtem  Stoffe,  z.  B.  von  Blei, 
in  fester  Lage  an,  so  werden'  die  Engeln  A,B  Ton  diesen  Kngeln  an- 
gezogen nnd  vermöge  der  Elastizit&t  des  Drahte)  in  Schwingnngeo  ver- 
setzt. Diese  Anziehaog  findet  statt  nach  dem  Gesetze  der  Gravitation, 
nnd  zwar  so,  als  wenn  die  Hassen  der  Engeln  in  ihren  Uittel^nfcten 
vereinigt  wären.     Es  seien 

a=AH  die  Entfernung  der  beiden  Kngeln  A,  B  von  der  Drehachse, 
b=>CH  die  Entfernnog  der  Kageln  C,D  von  dieser  Achse, 
a  der  Winkel  DHB,   welchen  die   Anfangslage  HB  mit  der  Gera- 
den HD  bildet, 
tf  der  veränderliche  Winkel  AHA',  welchen  die  schwingende  Pendel- 
stange in  der  Zeit  t  von  der  Anfangslage  AU  ans  beschreibt, 
e  die  Beschlennignng ,    welche    die  Anziehnng  der  Kngel  A  auf  eine 
Hasseneinheit  der  Kngel  C  hervorbringt,    wenn  beide  Kngeln  den 
Abstand  1  in  einander  haben, 
m  die  Hasse  einer  der  Engeln  C,  D, 


so  werden  die  Bescbleanigaogen,  welche  die  Kagelo  C,  D  der  Kogel  A' 
beizubriDgen  TermSgen,  sein 

Kogel  C  in  der  Ricbtoog  CA'  =  e         g  , 

Kagel  D  in  der  Ricbtai^  DA'  ■=«  ha"' 

Man  zerlege  diese  BeBchleanigaDgeD  in  SeiUnbeachlennigaDgen, 
welche  senkrecht  nnd  parallel  sind  znr  Pendelstange  A'B'.  Die  letz- 
ten) gehen  för  die  Drebang  verloren,  nnr  die  erstem  entsprechen  der 
Drehung.     Diese  sind 

sin  M  A'  G  sin  H  A'  D 

'"•       A'C^       '     *""       A'D«      ■ 
Die  erstere  dieser  Beschleanigiingen  nimmt  mit  9*  ^^t  die  letztere 
ab,  sie   haben  also   entgegengesetzte  Vorzeichen.      Die   wirktidie   Be- 
schlennigang,  welche  die  Kageln  C,  D  der  Kagel  A'  beibringen,  ist  daher 


,,,  /■  sinMA'C  sinMA'D  N 


Allein  die  Dreiecke  CMA'  nnd  DMA'  geben  die  Proportionen 

b  :  A'  C  =  sin  M  A'  C :  sin  (a  -  y), 

b :  A'D  =  sinMA'D:  sin  (a-y). 
Fflhrt  man  hieraus  die  Werte   von  sinMA'C  and   sioMA'D    in 
(1),  so  kommt 

m  i,.„.,.(._„[_i^__Lj]. 

Hierin   sind   noch   die  Abatftnde  A'  C  nnd   A'  D  dnrch  a,  b,  a,  f 
anszadrScken.     Es  ist  für  die  schon  genannten  Dreiecke 

Fig.  151.  A'  C*  =  a*  +  b'  —  2  a  b  cos  (a  —  y), 

A'D"  =  a*+ b' -  2abcos  A'MD. 

Allein  cos  A'  M  D  =  —  cos  (a  —  fp) ;  folg- 
Uch 

A'D»=a>  +  b»  +  aabcos(«-y). 
Der  Seh wiugungs Winkel  f  wird  sehr  klein  ansfalleo.     Unter  dieser 
VoranaaetzQQg  kann  man  daher  annehmen 

coBy  =  l,     s\a*p  =  *fi;    cos  (a  —  9>)  =  cos  a  —  (^  sin  cc. 
Deshalb  wird  sein 

A'  C"  =  a'  +  b'  -  2  a  b  (cos  «  -  y  sin  a), 
A'D*  =  a»4-  b^^  2  ab  (cos  (t  —  ysino). 
Setzt  man  zar  Vereinfachang 
(3)  p»  =  a»  +  b''  — 2abco8a;     q>  =  a' +  b"+2abcoa«, 

so  wird 
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A'C*  =  p*  +  2ab98ina, 

A'D*  =  q»  — 2ab98ma. 

Man  erhebe  diese  Aosdräcke  aaf  die  Potenz  —  f  nnd  vernach- 
lässige  die  Glieder  der  ReiheD,  in  welchen  9  die  erste  Potenz  über- 
schreitet, so  kommt 

.  .  __1 1 3 ab  sing 

^^  A'  C»  "  p»  p»       ^' 

,^.  11,  Sabsina 

Zieht  man  (5)  von  (4)  ab,  nach  Vorschrift  von  Formel  (2),  maltipliziert 
sodann  mit 

sin  (a  —  y)  =  sin  a  —  y  cos  «, 
indem  man  die  Glieder  mit  9^  vernachlässigt,  and  setzt  zur  Abkürzung 

(6)  8ina(-^--~-)  =  h, 

(7)  _3absin«a(-p----l-)-cosa(-^--^)  =  k, 

so   wird    der  Ansdrnck  (2)  für  die  Bosch leanignng  der  Engel  A'  ver- 
möge der  Anziehung  sein 

(8)  emb(h+ky). 

Die  Elastizität  des  Anfhängedrahtes  widersteht  der  Drehung  mit 

einer  Kraft,  welche  dem  Torsionswinkel  (f  proportional   ist  (§  210). 

Also  wird    auch    die    dieser  Kraft    entsprechende  Beschleunigung  der 

Grösse  V  proportional  sein ,   also  mit  n  ^  bezeichnet  werden  können. 

Da  der  Binfluss  der  Kugeln  C,  D  auf  die  Kugel  B'  gleich  gross  ist  wie 

auf  A^  so  ist  also  vom  Doppelten  der  Beschleunigung  (8)  die  Grösse  n  9 

abzuziehen,  um  die  wirkliche  Beschleunigung  zu  erhalten. 

d^x 
.Diese  Beschleunigung  ist  aber  auch  -rr^y  wo  x  den   Bogen  AA' 

=  a9^  bezeichnet.      Da  nun   dx  =  ad9>  und  d^x  =  ad^^,    so    wird 
mithin  die  Differentialgleichung  der  Bewegung  sein 

(9)  ^-j^=  2emb(h  +  ky)  — ny. 

ci  t' 

Man  multipliziere  mit  2  d  9^  und  integriere,  indem  man  d  t  als  konstant 
betrachtet,  so  kommt 

(10)  »(4^)   =4embhy-f  (2embk-n)y^ 

Die  Konstante  der  Integration  ist  —  0,  weil  für  ^  =  0  das  Pen- 
del in  der  Anfangslage  AM  sich  befindet,  also  auch  die  Geschwindig- 

a  d  9^ 

keit     -/    daselbst  =  0  ist. 
cit 

31* 
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Id  einer  bestimmten  Lage  der  Pendelstange  halten  sich  der  Torsions- 
widerstand des  Drahtes  und  die  Anziehung  der  Kugeln  das  Gleich- 
gewicht. In  dieser  Lage  bilde  die  Stange  mit  der  Anfangslage  den 
Winkel  <f*.  Während  also  die  Gerade  AM  die  Rahelage  ist  ohne  An- 
ziehung der  Kugeln,  so  ist  die  Richtung,  welche  mit  AM  den  Winkel  7' 
bildet,  die  Ruhelage  unter  Einwirkung  der  Kugeln. 

d^9 
Setzt  man  y  =  y'  in  (9),  so  wird  die  Beschleunigung  a  -ttö-  =  0; 

0  \ 

dies  gibt 

o        ui                     2embh 
2embk  —  n= — . 

Führt  man  diesen  Wert  von  2embk  —  n  in  (10),  so  folget 
/..N  1"  ^9\^       2embh  ,^    ,_         ». 

(11)  *V"dt  j y7— (2W-y*). 

ad  fl'     . 
Da  nun  — - —  die  Geschwindigkeit  bezeichnet,  so  muss  diese  Grösse  zu 
Q  t 

ad  9^ 
beiden  Seiten  eines  Schwingungsbogens  =  0  sein.     Für  =  0   er- 

d  t 

h&lt  man  aber  aus  (11) 

2  y  y  —  y2  ^  Q    Q^^^     y  (2  y  —  y)  =  0. 

Das  Produkt  9{2^*  —  <p)  kann  aber   nur  =  0  werden ,   wenn   einer 
der  Faktoren  =  0  ist.     Daraus  folgt 

y  =  0,     y  =  2  y. 

Der  erste  Wert  von  <p  entspricht  dem  Anfang,  der  andere  dem 
Ende  einer  Schwingung;  also  ist  der  Schwingungsbogen  das  Doppelte 
von  der  Ablenkung  9>\ 

Sondert  man  die  Veränderlichen  in  (11)  und  nimmt  für  d  9>  und 
d  t  bei  der  Quadratwurzelausziehung  gleiche  Zeichen ,  indem  9^  und  t 
gleichzeitig  wachsen,  so  wird 


I /2embh^ dy 

y        a  y      ""  y  2  y  9>  —  9>* 


Das  Integral  dieser  Gleichung  ist  nach  §  78,  Formel  (8) 

^l/2embh        .        .     2JP-2JP' 

Für  t  =  0  ist  9  =  0 ;  folglich 

0  =  Arcsin(-l)  +  C, 

so  dass  man  durch  Subtraktion  erhält 

.i/fTmbir       TT    .    .       .9  —  9' 
1 1/  — —  =  -r-  +  Are  sm 


2     '  9' 
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For  tp  =  29'  wird  t  zar  Zeit  T  einer  einfacheD  SchwiDgang;  folg- 
lich ist 


I  /2  e  m  b  h  __ 


n        n 


<■«  ^-"l/i^- 


um  diese  Formel  zur  Bestimmang  der  mittleren  Dichte  der  Erd- 
masse branchbar  zn  machen,  sei 

L  die  Länge  eines  Sekundenpendels, 

g  die  Beschleanignng  beim  freien  Fall, 

M  die  Masse  der  Erde, 

s  das  Gewicht  der  Eabikeinbeit  der  Erdmasse  von  mittlerer  Dichte  und 

r  der  Erdhalbmesser  der  als  kugelförmig  gedachten  Erde, 

so  erh&lt  man  aus  Formel  (6)  des  §  163  für  die  Länge  des  Sekunden- 
pendels,  wenn  man  daselbst  T  =  1  setzt 

g  =  Ltt* 

und  als  Beschleunigung  derselben  durch  die  Erdmasse,  wenn  man  eine 
der  Kugeln  A  oder  B  als  schweren  Körper  des  Seknndenpendels  sich  denkt 

M 

Setzt  man  diese  beiden  Werte  von  g  einander  gleich,  so  folgt 

(13)  L7r»  =  e^. 

Eliminiert  man  e  aus  (12)  und  (13),  so  wird 

(U)  'i  =  l.\/^IK. 

^     '  r  Y   2bhL    m 

Die  Massen  M  und  m  sind  den  Gewichten  der  Erde  und  der  Blei- 
kugeln G,  D  proportional.  Wir  nehmen  daher  an ,  es  bezeichnen  M,  m 
die  Gewichte  dieser  Körper,  so  ist 

M  =  ^r*7rs. 
Fuhrt  man  diesen  Wert  von  M  in  (14),  so  folgt  der  gesuchte  Wert 

(15)  8  =  7i — '^~7i7 -T^m. 

^     '  2  71:     ay'      r 

Bei  Versuchen,  welche  Cavendish  von  1797  bis  1798  anstellte, 
wurde  der  Zoll  als  Längenmass  und  das  Gewicht  von  1  Enbikzoll 
Wasser  als  Einheit  der  Gewichte  angenommen.  Bei  diesen  Versuchen 
ergaben  sich  nach  Schmidt' s  mathematischer  und  physikalischer 
Geographie  im  Mittel 
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Gewicht  flioer  der  Bleikugeln  0,0==  9663,8, 
LäDge  der  Arme     .     .     ■     a  =  b  =  36,65, 

Winkel « =  la'ÖS'Se", 

Bogen  (för  den  Radius  =1)      <f  =  0,0079373, 
Schwiagangszeil      ....       T  =  424,5  Sekooden. 
Berechnet  man  vermittelst  der'  Werte   von  a,  b,  a   die  GrOssen  p 
nnd  q  nach  (3),  sodann  nach  (6)  die  GrOsse  h,  so  erhält  man 
logbrigh  =  6,53166 —  10. 


log  brig  (^  =  3,19329  -  10. 


Fftr  diese  Daten  wird  nach  (15) 
s  =  5,62, 
d.  b.   ein  Kabiksoll  Erdmasse   wi^  darcbschoittlich  5,52  mal  melir 
als   1  Kobikioll   Wasser;  also   ist  die   mittlere  Dichte   der  Erdmasse 
=  6,62. 

4M.  Scbwligiigea  iti  tnitU  li  der  Lift.  Die  Lnft  setzt  der 
Bewegung  einen  Widerstaad  entgegen,  der  för  sehr  langsame  Bewegongeo 
sehr  nahe  der  ersten,  für  rasche  Bew^nagen  sehr  nahe  der  swMteo 
Poteni  der  Geschwindigkeit  proportional  ist.  Wir  setzen  sehr  kleine 
Schwing  angebogen  voraas,  nnd  nehmen  an,  es  sei  der  Luftwider- 
stand der  Geschwindigkeit  proportional.  Die  Pendelstange 
habe  eine  Länge  =  a  and  mache  eine  grOsste  Ahlenkang  von  der  verti- 
kalen Lage  =  a. 

Es  sei  (Flg.  162)  AB  die  änsserste,  AF  die  vertikale  Lage  der 
Pendelstange ,  also  Winkel  BAP  =  a.  In  der  Zeit  t  bewege  sich  die 
Stange  von  AB  nach  AG,  wo  sie  mit  der  Vertikalen  den  Winkel  CAF 
•=•  <f  bilde.  Es  werde  der  vom  schweren  Pnnkt  B  dorchlaofene  Weg 
BC  mit  B  bezeichnet,  so  ist  s  =  a  (a  —  9)),  Es  sei  g  die  Beschleanignng 
beim  freien  Fall,  so  wird  gsin^  die  Beschleanigang  der  Bewegung 
in  der  Richtang  der  Tangente  an  den  Schwlngangsbogen  in  C.  Diese 
Beschleanignng    wird    durch    den   Luftwiderstand    vermindert  um   den 

Betrag  k-rr,  worin  —  die  Geschwindigkeit  in   C   nnd   k  eine  Kon- 
stante beieicbDet     Somit  ist  die  Beschleunigung  des  Pendels 
,.\  ^'*  .    _      .da 

Aue  s  =  a  (o  —  y)  folgt 

ds=— ady;     d's=!—  ad'<p. 
Ferner  ist  nach  g  66 

«in  y  =  »  -  -^  + 


2-8  ^2-3-4-6 
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Vernachlässigt  man  in   der  letzten  Reihe,   wegen  der  Kleinheit  von  9, 
die  Glieder  von  y'  an,  so  wird  (1)  vermöge  dieser  Werte  zu 

Diese  Differentialgleichung  ist  eine  lineare  (§  361)  nnd  stimmt  mit 
der  in  §  376  I  behandelten  fiberein. 

Behufs  der  Integration  dieser  Gleichong  (2)  setze  man 

(3)  9  =  ce^S 

worin  c  und   ß  konstante  Grössen  and  e  die  Basis  der  natürlichen 
Logarithmen  bezeichnen.     Dnrch  Differentiation  von  (3)  folgt 

d  y     d*9 
Setzt  man  diese  Werte  von  y,  --77-,  -ttt  io  (2),  so  kommt 

dt      dt* 

(4)  ß'  +  ßk  +  ^='0. 

a 

Durch  Anflösnng  dieser  Gleichung  in  Hinsicht  ß  findet  man 


(5) 


'-uVf^- 


Die  Grösse  k  ist  sehr  klein,  folglich  die  Grösse  unter  dem  Quadrat- 
wnrzelzeichen  negativ.     Man  setze  daher  zur  Abkürzung 


(«) 


T—    l/^-f-.K^. 


SO  gibt  (5)  far  ß  folgende  zwei  Werte 

—  m  +  n  V  —  1     und     —  m  —  n  V  —  1. 

Verfährt  man  nun,   wie  auf  S.  412  Abteilung  „zweiter  Fair*  ge- 
schehen, so  erhält  man  als  allgemeines  Integral 

(7)  9  =  e-"*[a)lco8  nt  +  Wsin  nt]. 
Das  Differentialverhältnis  dieser  Gleichung  ist 

(8)  -:iT-=  —  me-"»(anco8nt  +  5Rsinnt) 

d  t 

+  ne-"*(— ÜRsinnt  +  Slcosnt). 

Für  den  Anfangszustand   der  Bewegung  ist  t  =  0, 9*  ===  a  und  die 

d  9 

Geschwindigkeit  a  ~tt-  =  0.     Vermöge  dieser  Werte  erhält  man   aus 

(7)  und  (8) 

a  =  2R;     0=— mSK  +  nSR. 

Also  sind  die  Werte  der  Konstanten 

...^  .%»       m 

SK  =  aj    31  =  —  a. 

n 
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Setzt  man  diese  Werte  in  (7)  and  (8),  so  erhält  man 

(9)  y  =  ae-^^Tcos  Dt  +  —  sin  nt\ 

(10)  -i^=-^e-"*(m*  +  n*)sinnt. 

dt  n 

Nqd  ist  aber  nach  (6) 

.2  _  J^ _«  _  *  8  .     ^a  L  «2  _  f 


m' 


-n«  =  -^--5-;     in>  +  n«  = 


4  '  4         a  '  '  a' 

Vermittelst  dieser  Werte  wird  (10) 

(11)  a-^=--?^e-'»*  sinnt. 

dt  n 

Die  Gleichung  (9)  bestimmt  den  Wert  von  9»  und  (11)  die  Ge- 
schwindigkeit far  irgend  eine  Zeit. 

ad^' 
Am  Ende  jeder  Sishwingang  ist  die  Geschwindigkeit      ,       =  0. 

Hierför  gibt  (11) 

0=  —-^e-"*  sinnt, 
n 

Diese  Gleichung  findet  statt,  wenn  sinnt  =  0,  also  wenn  nt  ein 
Vielfaches  von  n  ist.    Setzt  man 

(12)  nt  =  7r,    also     t  =  — , 
.  n 

so  bezeichnet  dieser  Wert  von  t  die  Zeit  der  ersten  Schwingung. 
Setzt  man 

nt  =  2  TT,     also     t  = , 

n 

so  bezeichnet  t  die  Zeit  der  zwei  ersten  Schwingungen,  etc.  Man  er- 
sieht hieraus,  dass  die  Zeit  für  jede  Schwingung  den  gleichen  Wert 
hat  oder  dass  die  Schwingungszeit  konstant  ist. 

Es    bezeichne  T  diese    konstante   Schwingnngszeit,   so    hat   man 
aus  (12) 

oder  indem  man  aus  (6)  den  Wert  von  n  einfahrt 


T  = 


v\- 


Denkt  man  sich  den  Luftwiderstand   weg ,  so  ist  k  =  0  und  es 
geht  diese  Formel  über  in  die  für  kleine  Schwingungsbogen  in  §  163 
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angegebene.     Die  Schwingnngszeit  desselben  Pendels  im  Laft  erfüllten 
Räume  ist  also  grosser  als  im  leeren  Raum  im  Verhältnis  von 


-V^- 


Es  seien  SPit  9^a, 9^8,...  die  Scbwingungsbogen,  welche  während 
der  ersten,  zweiten,  dritten, . .  Schwingung  durchlaufen  werden.  Aus 
(9)  folgt  als  Ablenkung  der  Pendelstange  von  der  vertikalen  Richtung 

für  t  =  0  y  =  +  a. 


—  mn 


für  t  =  -^  y  =  —  ae     ^ 


n 


für  t  = y  =  +  a  e 


—  2mn 


n 


Stt 


—  Bmn 


furt  = «)=— ae     °      ,  etc. 

n 

Es    liegen   somit  vom  tiefsten  Punkt  aus  links  und    rechts    die 
Bogen 

'  mn 


für  die  Ite  Schwingung  +  ^ 

mn 

för  die  2te  Schwingung  —  a  e       ^    • 

und  —  ae       °   , 
2mn 

und  +  a  e       ^   , 

2mn 

Smn 

für  die  3te  Schwingung  +  ae       ^ 

und  —  ae       ^   , 

Wenn  nun  die  Bogen  rechts  mit  entgegengesetzten  Zeichen  zu 
denen  links  addiert  werden,  so  erhält  man  die  ganzen  Scbwingungs- 
bogen.   Diese  sind  somit 

9i  =  +  a  Vi  +  e       ^J  = .+  9\ 

(mn\         mn  mn 

1  +  e        ^)-       ^ ^'-       ^ 


ya  =  — a\l  +  e       ^   Je       °  =—  y'e 

m7v\        2mn  2mn 

9s  =  +a\l  +  e       ^  Je       ^         =+»'e       ^, 


(mn  \    2myr 
1  +  e       '^je       ^         =+»' 

=  -aVl  +e       ^  ye 


3m7v  Sm^i 


94  =  —  a  Vi  +  e       ^  y  e       ^         =  —  y'  e       ^   ,  etc. 

Die    Schwingungsbogen    bilden   hiemach   die   Glieder    einer   geo- 

mn 

metrischen  Progression,  deren  Exponent  die  Grösse  —  e  ^  ist. 
Diese  Bögen  nehmen  allmählich  ab,  so  dass  sich  die  Bewegung  nach 
und  nach  erschöpft. 
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Ans  (11)  folgt  durch  DiflPereDtiation,  indem  man  die  Geschwindig- 


adcp 

keit  — ; —  mit  v  bezeichnet 
dt 

=  age-" 


dt 


*(  —  sinnt  —  cos  ntj. 


Setzt  man  diesen  Differentialqnotienten  =»0,  so  findet  man  den- 
jenigen Wert  der  Zeit  t,  für  welchen  die  Geschwindigkeit  v  ein  Maxi- 

dv 
mam  wird.     Es  folgt  ans  -r--  =  0 

d  t 

—  sm  n  t  —  cos  n  t  =  0, 
n 


tangnt  =  ^  =  j/^-l. 


n 


Wenn  hierin  k  =  0  gesetzt  wird,  so  wird  tangnt=  <»,nt  =  -^, 

d.  h.  im  luftleeren  Ranm  tritt  die  grösste  Geschwindigkeit  in  der  Mitte 
der  Schwingnngszeit  ein.     Allein  im  Infterfüllten  Ranm  ist  k  nicht  =  0, 

also  aach — ^ — 1  nicht  unendlich  gross;  folglich  wird  tangnt  end- 

a  K 

7t 

lieh,  also  nt<-^.     Die  grösste  Geschwindigkeit  findet  also  statt  vor 

Ablauf  der    ersten  Hälfte   einer  jeden   Schwingungszeit.      Die  grösste 
Geschwindigkeit,  welche  wir  mit  u  bezeichnen  wollen,  tritt  ein,   wenn 

die   Beschleunigung       ^  =  0,  also  wenn  nach  Formel  (1)  ist 

gsin9  =  ku, 
oder  da  sin  9  mit  9>  vertauscht  wird,  wenn 

9  =  —  u. 

g 

Diese  Ablenkung  9  der  Stellung  des  Pendels  von  der  Vertikalen 
bei  der  grössten  Geschwindigkeit  ist  somit  der  Konstanten  k  direkt 
proportional. 

Setzt  man  (p  =  0  in  (9),  so  wird  t  zu  derjenigen  Zeit,  welche 
zur  Erreichung  des  tiefsten  Punktes  nötig  ist.  In  diesem  Falle  mnss 
also  sein 

—  sin  n  t  +  cos  u  t  =  0, 
n 


tang 


m  ^    ak^ 


Die  Grösse  unter  diesem  Quadratwurzelzeichen  ist  eine  sehr  grosse 
Zahl,  welche  für  k  =  0  unendlich  wird;  folglich  wird  der  Winkel  nt 

TT 

nur  wenig  von  -r-  abweichen,  jedoch  wegen  des  negativen  Vorzeichens 
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der  Qaadratwarzel  grösser  sein  als  -— -,  d.  h.  das  Pendel  braacht  zum 
Niedergang  mehr  Zeit  als  znm  Aufgang. 

497.  Sekwiigvigen  des  pbyilscheii  Peideh  \m  leeret  Raaa.    Man 

denke  sich  die  Masse  des  Pendels  in  anendlich  kleine  Teile  zerlegt  mit 
verschiedenen  Abständen  von  der  Drehachse,  so  haben  diese  Teile  die 
Tendenz,  fnr  sich  so  zn  schwingen,  wie  der  schwere  Pankt  eines  ein- 
fachen Pendels.  Den  Teilen  zan&chst  der  Drehachse  entspricht  daher 
eine  kleinere,  den  entfernteren  eine  grössere  Schwingangsdaner.  Da 
aber  die  Teile  ein  starres  Ganzes  bilden,  so  kommen  die  anendlich 
vielen  angleichen  Schwingangszeiten  nicht  zar  Verwirklichang,  sondern 
es  bildet  sich  eine  mittlere  Schwingangsdaner.  Der  Punkt  am  Pendel, 
dem  diese  Schwingangszeit  angehört,  heisst  Schwingnngsmittelpankt  and 
sein  Abstand  von  der  Drehachse  Lftnge  des  physischen  Pendels. 
Dieser  Schwingangsmittelpnnkt  ist  za  unterscheiden  vom  Schwerpunkt 
des  Pendels.  Beide  fallen  nur  dann  sehr  nahe  zusammen,  wenn  die 
Masse  der  Pendelstange  sehr  klein  ist. 

Es  gelte  die  Bezeichnung  von  §  406.  Ausserdem  bezeichne  M  die 
Masse  des  Pendels,  also  dM  ein  Massenelement.  Dieses  habe  den  Ab- 
stand Q  von  der  Drehachse  und  werde  in  dem  Augenblick,  da  die 
Zeit  t  abgelaufen,  getrieben  von  einer  Kraft  k  mit  einer  Beschleunigung  g', 
so  ist  nach  §  173,  Formel  (6) 

k  =  g'dM. 

Es  gehe  t  über  in  t-f-dt  und  der  Bogen  s  in  s-f-ds,  so  erhält 
man  als  Ausdruck  fdr  die  Beschleunigung 

d's 
*  ""  dt*' 

daher  durch  Elimination  von  g'  der  Wert  der  Kraft 

Diese  Kraft  liegt  in  der  Richtung  der  Tangente  an  den  Schwingungs- 
bogen  und  durchläuft  in  der  Zeit  dt  den  gleich  gerichteten  Weg  ds, 
verrichtet  also  eine  Arbeit,  welche  nach  §  166  erhalten  wird,  wenn 
man  die  Kraft,  welche  während  der  unendlich  kleinen  Zeit  d  t  aJs  kon- 
stant angenommen   werden  kann,  mit  dem   Weg  multipliziert.     Diese 

d's 
Arbeit  ist  daher  =-T-x-ds-dM. 

dt* 

Diese  Arbeit  kommt  her  vom  Sinken  der  Masse  d  M  in  vertikaler 
Richtung.  Nach  der  Zeit  t  habe  d  M  in  vertikaler  Richtung  eine  Tiefe  x 
unter  der  Drehachse,  so  nimmt  x  während  der  Zeit  dt  zu  um  dx. 
Daher  sinkt  das  Gewicht  gdM  des  Teilchens  in  der  Richtung  des 
Gewichtes  um  dx  und  verrichtet  dabei  die  Arbeit  gdM*dx.  Durch 
Gleichsetzen  dieser  beiden  Arbeiten  folgt 

d^s 
gdM*dx  =  -r75-ds«dM. 
d  t* 
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Für  dasselbe  Massenteilchen  d  M  mit  gleich  bleibendem  Abstand  q 
von  der  Achse  erhftlt  man  die  Arbeit,  welche  während  der  Zeit  t  ver- 
richtet wird,  wenn  man  die  vorstehende  Gleichung  integriert.  Das 
Integral  ist 

(1)  gdM.x  +  C=y(||-y.dM, 

ds 
worin   G   die  Eonstante    der    Integration  und  -r—  die  Geschwindigkeit 

des  Teilchens  dM  nach  der  Zeit  t  bezeichnet. 

Fär  t  =  0  wird  diese  Geschwindigkeit  =  0,  während  x  übergehe 
in  xo.     Hierfär  gibt  Gleichang  (1) 

gdM.xo  +  C  =  0, 

daher  darch  Sabtraktion 


(2)  gdM(x-x»)  =  -i-(||-y.dM. 


Hier  sind  nnn  x  und  s  darch  die  Variable  (p  aaszudrncken.  Man 
erhftlt 

X  —  xo  =  p  (cos  y  —  cos  a) 

and  indem  man  cos^'  and  cosa  nach  §  66  in  Reihen  entwickelt  ond 
die  Glieder  von  der  vierten  Potenz  der  Bogen  9  and  a  an  vernach- 
lässigt 

X  —  xo  =  i  p  («^  —  SP^). 
Da  d  s  =  p  d  7,  so  geht  fär  diese  Werte  Gleichang  (2)  über  in 

g(«a_y2).pdM  =  (-^ypMM. 

Man  denke  sich  nun  den  Winkel  9  konstant  and  dehne  das  Massen- 
teilchen dM  aber  die  ganze  Länge  des  Pendels  aas,  so  erhält  man  ffir 
den  Aagenblick,  da  die  Zeit  t  erreicht  ist,  das  Integral 

(3)  g  («*  -  r)J?  d  M  =  (^)'/e»  d  M. 

Nan   ist  p  der   Abstand  des  Teilchens  dM  von  der  Achse,  also 

pdM  das  statische  Moment  des  Teilchens  and  1  pdM  die  Samme  der 

statischen  Momente  aller  Pendelteile.  Diese  Samme  ist  daher  gleich 
dem  statischen  Moment  der  ganzen  Masse  M.  Allein  der  Hehelsarm 
dieser  Masse  ist  der  Abstand  des  Schwerpunktes  der  Masse  M   von 

der  Achse.     Er  sei  mit  a   bezeichnet,    so  ist  I  pdM  =  aM.     Femer 

ist  das  zweite  Integral    I  p^  d  M  nichts  anderes  als  das  Trägheitsmoment 

(§  186)  des  Pendels.  Bezeichnet  man  dasselbe  mit  E,  so  erhält  man 
aas  (3) 
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agM(a2-y«)  =  E(H-) 


and  darch  Sondernng  der  VeräDderlichen 


dt=  - 


agM  y  «2  _  ya  • 


HieriD  sind  die  Vorzeichen  von  dt  nnd  d^  entgegeDgesetzt  ge- 
Dommen,  weil  beim  Beginn  der  Bewegung  9  abnimmt,  wenn  t  w&cbst. 
Die  Integration  gibt 

E     .  9 

t  = r^  Are  cos 


agM  a 

Die  Eonstante  der  Integration  ist  weggelassen,  weil  für  t  =  0  auch 
9  =  a  nnd  Are  cos  1  =  0  wird. 

Bezeichnet  T  die  Zeit  za   einer  einfachen  Schwingung,  so  findet 

1  In 

man  t  =  — T  für  y  =  0,  also  als  Zeit  — T  för   ArccosO  =  — . 

Daher  ist 


=^/ 


£ 


agM' 

Nan  sei  die  Länge  des  physischen  Pendels  =L,  so  ist  L  aach 
die  Länge  eines  einfachen,  mathematischen  Pendels,  das  mit  obigem 
physischen  Pendel  gleiche  Schwingnngszeit  hat;  daher  wird  nach 
§  163  anch 


(^ 


Setzt  man  die  beiden  Werte  von  T  einander  gleich,  so  folgt 

Nun  sei  r  der  Abstand  des  Mittelpunktes  der  Trägheit  der  Masse  M 
von  der  Drehachse,  so  ist  das  Trägheitsmoment  B  =  Mr^.  Setzt  man 
diesen  Ausdruck  fär  E  in  Gleichung  (5),  so  folgt 

(6)  r«=-aL. 

Man  ziehe  vom  Schwerpunkt  des  Pendels  eiae  Gerada  aeokreeht 
zur  Drehachse,  so  ist  der  Schnittpunkt  dieser  Geraden  mit  der  Dr«h- 
achse  der  Aufhängepnnkt.  In  dieser  Geraden  liegen  nno:  dar  Schwer- 
punkt, der  Mittelpunkt  der  Trägheit  und  der  SchwingmigsiDitAalpmikt  npd 
zwar  in  der  Anordnung,  dass  der  Schwerpunkt  dam  AofhäDgapaokt 
am  nächsten  liegt,  dann  der  Trägheitsmittelpunki  und  anlötet  dar 
Schwingungsmittelpunkt  folgt.  Dabei  ist  der  Abstaod  r  luudi  (6)  die 
mittlere  geometrische  Proportionale  zwischen  den  batden  andern  Ab- 
ständen a  und  L. 

I.  Besteht  das  physische  Pendel  aus  einer  priamalisohan  Stange 

mit  der  Masse  M   und  der  Länge  (,  so  wird  a^»^!  and  x  ^\Y\ 
(§  187)  und  daher  nach  (6) 

L  =  |L 
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II.  D&8  Peodel  bestehe  «äs  einer  däDDen  prismatischen  Stange  and 
einer  am  antern  Bnde  derselben  angeh&ngten  Kngel. 

Es  sei  H  die  Hasse  der  Kagel,  i  ihr  Halbmesser  und  (  der  Ab- 
stand ihres  Mittel pnnktes  tod  der  Drehachse;  femer  sei  m  die  Hasse 
der  Stange  and  es  kOnne  die  L&nge  1  —  b  derselben  mit  1  vertanscht 
werden ;  so  hat  man  zanächst  zar  Bestimmung  von  a  folgende  Gleichang 
der  statischen  Momente 

(M  +  m)a  =  MH-imI. 

Das  Tr&gheitsmoment  der  Engel  für  eine  Achse  durch  ihren  HitteK 
pnnkt  ist  nach  §  193  =|H6^  also  nach  §  194  fär  die  Drehachse 
=  fMb'  +  Ut'  and  da  das  Tr&gheitsmoment  der  Stange  =^mP, 
so  wird  die  Länge  des  phjrsischen  P«idels  nach  (5) 


,    ¥-+Ly(.Tj+'J"  , 

■-■■  fi  +  M 

Da  nan  a  nnd  L  bekannt  sind,  kann  nanmehr  anch  nach  (5)  die 
GrOsse  r,  also  die  Lage  des  TrSgheits  mittel  pnnktes  gefnndeo  werden. 

Bei  zusammengesetzten ,  anregelm&ssigen  KOrperformen  ist  es 
schwierig,  ja  anmOglich,  den  Wert  r  durch  Rechnang  genau  eo  er- 
mitteln. In  diesem  Fall  bestimmt  man  a  and  L  durch  Versncheia, 
indem  man  den  EQrper  durch  Auflegen  aaf  eine  Schneide  zam 
Balancieren  bringt  nnd  L,  indem  man  ihn  am  eine  Achse  schwingen 
ISast,  alsdann  seine  Schwingnngsdaaer  T  beobachtet  und  hierauf  L 
mittels  Gleichang  (4)  berechnet. 

4t8.  Sehwligiigei  des  BillanugutaBetcn.  Bei  diesem  Apparat, 
der  zum  Messen  magnetischer  und  elektrischer  Er&fte  dient,  wird  der 
horizontale  Magnetstab  an  zwei  langen,  feinen,  wenig  von  einander  ab- 
stehenden Fäden  oder  Drähten  anfgebängt,  welche  symmetrisch  lor 
Tertikaien  liegen,  die  durch  den  Schwerpunkt  des  Magnetstabes  gebt. 
Dm  diese  Vertikale  dreht  sich  der  Magnetstab  in  kleinen  Scbwingungs- 
bogen,  indem  er  sich  abwechselnd  etwas  hebt  nnd  senkt,  hin  und  her. 
Piir.  153.  Es  seien  Gc  (Fig.  153)  die  vertikale  Achse, 

dd'  der  horizontale  Magnetstab  und  Dd,D'd'  die 
Aufhängdrähte.  In  der  Ruhelage  befinden  sich 
Drähte  und  Stab  mit  der  Achse  in  einer  Tertikai- 
ebene. In  dieser  Ebene  liege  anch  die  Tertikaie  Df. 
Es  sei 
a=:cd  =  Gd'   der  Abstand   der   untern  Auf- 

bängepuakt«  von  der  Achse ; 
b  =  CD  =  CD'  derjenige  der  obem  Aufhänge- 

punkle  von  der  Achse; 
L  =  Dd  die  Länge  eines  Drahtes  und 
h  =  D  f  deren  vertikale  Projektion,  so  ist 
(!)  L>  =  h»  +  (b-a)«. 

Hau  gebe  dem  Uagnetstab  eine  grftsste 
Drehung;  er  komme  dabei  ans  der  Gleichgewichts- 
lage On  nach  Oq  nnd   lege  einen  Winkel  «  xa- 
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räck.  Lässt  man  ihn  los,  so  wird  er  sinken  and  sich  drehen.  Br 
komme  zunächst  ans  der  Lage  Oq  in  die  Lage  Op  and  bilde  mit  der 
Gleichgewichtslage  den  Winkel  9>;  er  dnrchlaafe  also  den  Winkel  a  —  fp. 
Während  dieses  Vorganges  bewegt  sich  der  Pankt  p  in  einer  Eagel- 
fläche,  deren  Mittelpunkt  in  D  and  in  einer  Gylinderfläche  mit  der 
Achse  Cc  und  dem  Halbmesser  a. 

Man  nehme  nan  drei  rechtwinkelige  Achsen  an,  mit  dem  Ursprang 
in  D.  Die  z  Achse  liege  in  DfE,  die  x  Achse  in  DD',  so  wird  die 
y  Achse  senkrecht  auf  der  Bbene  xz  stehen.  Befindet  sich  der  Magnet- 
stab in  der  Gleichgewichtslage  On,  so  ist  Df  =  z,  En  =  x  and  y  =  0. 
Allein  in  der  Lage  Op  ist  Em  =  x,  mp  =  y  and  z  hat  sich  verkürzt, 
so  dass  die  drei  Koordinaten  der  Eagelfläche  geben 

X*  +  y^  +  z«  =  L«. 

Die  horizontalen  Koordinaten  liefern  folgende  Gleichung  der  genannten 
Gylinderfläche 

y2  +  (b  -  x)«  =  a^ 

Fär  die  Bahn  des  Punktes  p  müssen  die  Werte  von  x,  ebenso 
von  y  und  z  in  den  beiden  letzten  Gleichungen  gleich  sein.  Eliminiert 
man  aus  ihnen  y,  so  folgt 

(2)  z»  =  L2  +  b2-a«-2bx. 

Die  Koordinaten  x,  y  in  der  horizontalen  Ebene  sind 

(3)  X  =  b  —  a  cos  y ;       y  =  a  sin  9. 

Führt  man  den  Wert  von  L^  aus  (1)  und  von  x  aus  (3)  in  (2), 
so  folgt 

(4)  z  =  Kh*-2ab(l-  cosy). 

Indem   der  Stab  aas  der  Lage  oq  in  die  Lage  op  gelangt,  ver- 

fliesse   eine  Zeit  t.     Man  lasse  t  um   dt  zunehmen,    so  ändern  sich 

7,x,  y  und  z  um  ihre  Differentialien.  Ihr  Zusammenhang  ergibt  sich 
durch  Differentiation  von  (3)  und  (4).     Man  erhält 

/i-N     ,  .       «        j  •.  -.     ,  —ab  sin  yd  9 

(5)    dx^asin^d^;  dy  =  acosydy;  dz  =  :rF= 

Kh^  — 2ab(l  — cos9>) 

Nun  sei  M  die  Masse  des  Stabes,  also  nach  §  173,  .Formel  (5), 
g  M  das  Gewicht  des  Stabes.  Während  der  Zeit  d  t  sinkt  dasselbe  um 
den  Weg  d  z  und  prodaziert  eine  Arbeit  (Produkt  ans  Kraft  und  Weg, 
wenn  Richtung  der  Kraft  und  des  Weges  zasammenfallen)  =  g  M  d  z. 
Diese  Arbeit  teilt  sich  der  Masse  des  Stabes  mit  und  überwindet  all- 
fällige Widerstände. 

A.  Schwingungen  ohne  Rücksicht  auf  Widerstände. 

Wenn  keine  Nebenhindernisse  in  Betracht  kommen,  so  wird  die 
Arbeit,  welche  während  der  Periode  des  Sinkens  durch  das  Gewicht 
produziert  wird,  vollständig  vom  Stab  in  Form  von  lebendiger  Arbeit 
aufgenommen,  aber  aach  während  der  Periode  des  Steigens  verbraacht, 
weil  nunmehr  das  Gewicht  um  ebensoviel  za  heben  ist,  als  es  ge- 
sunken war. 
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Es  sei  d  M  ein  MassenelemeDt  des  Stabes  im  Abstand  p  von  der 
Drehachse,  s  der  Bogen,  welchen  dasselbe  darchl&nft,  wenn  der  Win- 
kel a  in  (p  übergeht,  vnnd  g*  die  Geschwindigkeit  and  Beschleanigang 
der  Masse  d  M  im  Angenblick,  da  die  Zeit  t  eintritt,  so  wird  nach 
§  393  sein 

//»x  ds  .       d*s 

(6)  v  =  — ;      tt-^^.. 

Längs  des  Weges  ds  werde  die  Masse  dM  getrieben  durch  eine 
Kraft  k,  die  während  der  Zeit  d  t  als  konstant  angesehen  werden  kann. 
Sie  veranlasst  die  Beschleanigang  g'  and  ist  daher  nach  §  178  =  g'dM. 
Daher  wird  mit  Benatzang  von  (6) 

k  =  -^^dM. 

Nan  seien  x',  y',  z'  die  Koordinaten  des  Masaenpanktes  dH  nach  der 
Zeit  t.  Mao  zerlege  die  Kraft  k  in  die  drei  reditwinkeligen  Seitenkr&fte 

"dts--^"'     TIS""'"'     "dF"'**' 

WO  z'  mit  z  vertauscht  ist,  weil  allen  Pankten  des  schwingenden  Kör- 
pers die  gleiche  vertikale  Bewegung  zakommt. 

Die  erste  dieser  Kräfte  wirkt  längs  des  Weges  dx',  die  zweite 
längs  d  y\  die  dritte  längs  d  z.  Es  entstehen  also  in  der  Richtang  der 
drei  Koordinatenachsen  folgende  Arbeiten 

__dx'.dM,     -^dy'.dM,     -^^dz.dM. 

Ihre  Samme  muss  gleich  sein  der  Arbeit,  welche  das  Gewicht  g  d  M 
der  Masse  d  M  längs  des  Weges  d  z  verrichtet,  also  =  g  d  M  •  d  z.  Da- 
her wird 

gdM.dz  =  [i!lldx'  +  ^dy'  +  i^dz]dM. 

Diese  Gleichung  gibt  für  das  Massenelement  d  M,  wenn  sie  in  Hin- 
sicht t  integriert,  also  wenn  dt  als  konstant  gedacht  wird 

,a„..  +  c-i-[(-)%(A9V(-)-],„. 

Hier  ist  G  die  Konstante  der  Integration,  ferner  sind  die  Glieder 
in  den  runden  Klammem  die  Geschwindigkeiten  der  Masse  dM  in  der 
Richtung  der  Koordinatenachsen  und  zwar  nach  der  Zeit  t.  Daher 
wird  die  GesammtklammergrOsse  =  v^  sein.  Die  letzte  Gleichung 
gibt  daher 

gdM-z  +  G  =  ^v».dM. 

Für  t  =  0  wird  auch  v^sQ;  dabei  gehe  z  über  in  zo.  Hierfür 
wird  die  letzte  Gleichung 

gdM-zo  +C  =  0. 

Daher  durch  Subtraktion 

g(z-zo)dM  =  ^v2.dM. 
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Diese    Gleichung    soll    nao    aaf   alle    MasseoelemeDte   aasgedehnt 
werden.     Za  diesem  Zwecke  hat  man 


'-(4Ty-'(4fy+(-^)'. 


.,-„,.«-|[,.(Af)+(ii)>M, 

d  9  dz 

In  der   letzten  Gleichung  sind  g  (z  —  zo),  -^—  und  -r--  für  alle 

dt  dt 

Punkte  des  schwingenden  Körpers  dieselben.  Wenn  sie  als  Ronstante 
abgesondert  werden,  so  gibt  die  Integration  für  den  Moment,  da  V  er- 
reicht ist 

2g(z-zo)/dM  =  (Af-)7,^dM  +  (^)7dM. 

Allein  es  ist   1  d  M  die  Masse  M   und    i  p^  d  M  das  Trägheitsmoment  B 

(§  186)  des  schwingenden  Körpers.  Daher  kann  die  letzte  Gleichung 
wie  folgt  geschrieben  werden 

(7)  2gM(z-z.)  =  E(^^fy+M(|;-y. 

Um  diese  Differentialgleichung  zu  integrieren,   mfissen  z  —  zo  und 
dz  durch  9^  ausgedrückt  werden. 

Zu  diesem  Zwecke  setze  man  zunächst  in  (4) 

(»2  (Y)4 

COS  y  =  1  —  ^  +      ^ 


2      '     2-3-4  ' 

indem   man  nur  die  Glieder  der  Rerhe   bis  zur  vierten  Potenz   von  g> 
in  Rechnung  bringt,  so  folgt 


=v._(,__^).|?i 


Die  Entwickelang  der  WarzelgrOsse  nach  dem  binomischen  Satze 
gibt  hierffir 

^/       aby*  ,  aba*       a^b^y^N 

Far  q>  =  a  geht  z  in  zo  über;  daher  in  gleicher  Weise 

,  /^      a  b  «^    ,   a  b  a*        a'  b^  a*  \ 
"•  = '^  V^  ~  Th^  +  2lh^ 8P~/ 

Folglich  durch  Subtraktion 

ab 


z  —  zo 


(«'-'•)['-(lV-Tfr)-'-(,J-7S^)'"} 


2h 

Antenheimer,  ElemenUrbnch.  82 
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Setzt  man  zar  Abkürzung 

12        4h2  ""    ' 
so  wird 

(9)  z  -  zo  =  4-5-  («^  -  y^)  (1  -  k  «2  -  k  y^). 

2  n 

Darch  Differentiation  von  (8)  folgt,  indem  man  die  Glieder  von 
9'  an  vemacblässigt 

(10)  d  z  ==  —      ,- 

n 

Dieser  Wert  ist  nar  ein  Annäherungswert  von  dem  in  (5),  allein 
er  macht  die  Darchführang  der  Integration  möglich. 

Setzt  man  nan  die  Werte  von  z— . zo  und  dz  ans  (9)  und  (10) 
in  (7),  so  folgt 

abgM,  ,      ^^2.,,      ,     2      ,     .,      ^c.  ,  aH^M    A  d9>2 


V 


-dy      L   ^     h^E    ^J 


abgM    , 

^  ^    [l-k«>-k<r^]» 

Hierin  sind  für  d  t  und  d  ^  entgegengesetzte  Vorzeichen  genommen, 
weil  beim  Uebergang  von  a  in  9^  die  Zeit  t  zunimmt,  während  7 
abnimmt. 

Beim  zweiten  Bruche  rechts  bringe  man  den  Nenner  in  den  Zähler 
mit  dem  Exponenten  —  ^)  entwickele  nach  dem  binomischen  Satze 
und  vernachlässige  die  Glieder  von  9>*  und  9>^  a^,  so  gibt  dieser  Bruch 

Daher  mittels  dieses  Wertes  die  Differentialgleichung 
welche  nanmehr  za  integrieren  ist.     Nach  §  83  bat  man 


-/ 


y«dy      ^^y-^--^a^   y 


Are  cos 


^„äZT^        2   '  '2  « 

Daher  gibt  die  Differentialgleichnng 
1  /abgM  ,      /,   ,    ka«\  .  y 

,  /k  ,  a^b^iMN/y  i/—» ,    a*  9>N 

+C2+  h«-r;CT^«'-*'+T-^'''''^»-«-> 
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Die  Konstante  der  Integration  M\i  weg,  weil  fp  =  a  wird  für  t  =  0. 

Diese  Gleichung  gibt  den  Zusammenhang  zwischen  der  Zeit  t  and 
dem  Schwingnngsbogen  9>  an.  Es  sei  nun  T  die  Zeit  zu  einer  Schwingung, 
so  wird  9  =  0  für  t=:^T.    Hierfür  geht  die  letzte  Gleichung  über  in 


(U,        T  =  ,[.-H..(i-.+  ^'-)],/ 


hE 
abgM' 


Je  kleiner  der  Bogen  a  wird,  um  so  mehr  n&hert  sich  T   einem 
Grenzwert  To.     Dieser  wird  erreicht  für  a  =  0;  daher 


(12)  T«=7rl/^^^ 


abgM' 

Es  bezeichne  T,   die  Schwingnngszeit  eines  einfachen  Pendels  von 
der  Länge  h,  so  ist  für  sehr  kleine  Schwingungsbogen  nach  §  163 


daher  der  Znsammenhang 


^'-^■Vim 


abM' 

E 
Die  letzte  Gleichung  zeigt,  dass  die  Grösse  -^-j7  eine  Yerhältnis- 

zahl  sein  muss,  was  auch  am  folgenden  Beispiel  ersehen  werden  kann. 

Der  schwingende  Körper  sei  prismatisch  von  der  L&nge  (  und 
der  Masse  M,  so  ist  sein  Trägheitsmoment  =-^MI^  (§  187);  daher 
das  Verhältnis 

E     ^   1     t» 

äbM        3   ab' 

Wenn  z.  B.  a  =  6 ;  b  =  8  und  I  =  48  Millimeter,  so  wird  dieser 
Bruch  =16;  daher  To  =4T,.  Dieser  Apparat  schwingt  also  viermal 
langsamer  als  ein  einfaches  Pendel  von  der  Fadenlänge  h. 

Die  Gleichung  (12)  kann  auch  wie  folgt  abgeleitet  werden.  In 
Gleichung  (7)  ist  der  Weg  d  z  in  vertikaler  Richtung  sehr  klein  gegen- 
über dem  Weg  d  9^  io  drehender  Richtung.  Vernachlässigt  man  daher 
das  letzte  Glied  dieser  Gleichung,  so  folgt  unter  Benützung  des  An- 
näherungswertes von  z  —  zo  aus  (9) 


(13)  !^(««-^»)  =  eA| 


% 


und 


^'^-"v^^V 


hE 
abgM' 


welche  Gleichung  durch   Integration   sofort  den  Wert  von  To   in  (12) 
liefert. 


32* 
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B.   SchwingungeD  mit  Beräcksichtigaog  des  Luftwider- 
standes. 

Die  Arbeit,  welche  das  Gewicht  des  schwingenden  Körpers  beim 
Sinken  verrichtet,  wird  zam  Teil  auf  die  Ueberwindung  der  Neben- 
hindernisse  verwendet,   unter  diesen  steht  der  Luftwiderstand  oben  an ; 

d  9 

er  sei  der  Geschwindigkeit  ~r7~  der  Drehbewegung  proportional.    Zn- 

gleich  werde  vorausgesetzt,  es  könne  d  z  gegen  d  9  vernachlässigt  wer- 
den, wie  dies  bei  Ableitung  der  Gleichung  (13)  geschehen. 
Durch  Differentiation  von  (13)  erhält  man 

d^y  abgM 


dt«  hE 


V 


eine  Gleichung  für  die  Beschleunigung,  in  welcher  das  Glied  noch  fehlt, 
das    den    Eiufluss    des    Luftwiderstandes    darstellt.      Es    sei    dasselbe 

d^ 

2  n  -j--,  wo  n  eine  Konstante  bezeichnet,  so  geht  die  letzte  Gleichung 

Über  in 

d«9  dy        abgM 

Man  setze  zur  Abkürzung 


SO  ist  die  zu  integrierende  Gleichung  der  Bewegung 

dt«    +^°   dt 


(15)  47F-+2D-^f  +  r»y=0. 


Diese  Gleichang  stimmt  mit  der  in   §  376   ODter  I.   behandelten 
fiberein.     Man  setze  daher 

y  =  ce"'*, 

WO   c   und    m    Konstante    bezeichnen,    so    wird  — ~--  =  cme"*   und 

dt 

-^T--ä-  =  cm*e"*;    daher   durch   Einsetzen   dieser   Werte  in  (15)  die 

Gleichung 

m«4-2nm  +  r«  =  0, 

welche  für  m  folgende  Wurzelwerte  liefert 

m  =  —  n  ±  Yn^  —  r*. 

Nun  ist  n,   vom  Luftwiderstand   herrührend,  gegenüber  r«  sehr   klein, 
daher  n«  —  r«  negativ.     Man  setze 

(16)  n«  -  r«  =  -  y\ 

80  werden  die  beiden  Werte  von  m  sein 

—  n  +  rV—1     und     — n  — yV— 1. 
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Daher  wird  nach  (6)  des  §  376  das  Integral  von  (15)  sein 
(17)  9  =  e-  °  '(ÜR  sin  j'  t  +  5»  cos  y  t), 

worin  9R  und  3t  konstante  Grössen  bezeichnen,   welche  noch   za   be- 
stioamen  sind. 

Für  t  =  0  wird  g>  ==  a.     Hierfür  gibt  die  Gleichnng  91  =  a.    Um 
Wt  za  bestimmen,  differentiiere  man  (17).     Das  Differential  ist 

--—  =  —  n  e"  °*(2R  sin  y  t  +  a  cos  y  t)  +  e""" '  (y  ÜR  cos  a  t  —  «  y  sin  y  t), 

Q  u 

woraus  sich  für  t  =  0  ergibt 

0=— na  +  yaW;     ÜR=-^. 

Y 

Setzt  man  diese  Werte   von  SR  und  31  in  (17),   so  entsteht  die 
gesuchte  Gleichung 

(18)  9  s=  —  e*" ° '(n sin  y  t  +  y  cos  y  t). 

Für  n  =  0  fällt  der  Binfluss   des  Luftwiderstandes  weg.     In  die- 
sem Fall  wird  nach  (14)  und  (16) 


abgM 
und  daher  der  Wert  von  9  nach  (18) 


=,^1/ 


l/ 
y  =  a cos  t  ■/ 


abgM 


hE  ' 
welche  Gleichung  auch  wie  folgt  geschrieben  werden  kann 


~V 


hE     ,  9 

Are  cos 


abgM  a 

T 
Setzt  man  hierin  9  =  0,  so  wird  t  zu  -r-,  d.  h.  zur  halben  Schwin- 

TT 

gungszeit  und  der  Bogen  rechts  zu  -^.    Daher  die  Schwingungszeit 


-"[/, 


hE 
abgM* 


Dieser  Wert  von  T  stimmt  mit  To  in  (12),  aber  auch  mit  T  in 
(11)  überein,  wenn  daselbst  wie  hier  der  Bogen  a  sehr  klein  voraus- 
gesetzt wird. 

Um  die  Schwingungszeit  für  die  Bewegung  in  der  Luft  zu  be- 
stimmen, differentiiere  man  (18)  und  beachte  die  Relation  (16),  so 
kommt  als  Geschwindigkeit 

-^=  —— — e-"*sinyt. 
dt  y 


_ 
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Nun  mass  die  GeschwiDdigkeit  am  Anfang  and  Ende  einer  jeden 
Schwingung  =  0  sein,  eine  Bedingung,  welche  erfüllt  wird  darch  die 
letzte  Gleichung  für  sin  >"  t  =  0.  Also  muss  der  Bogen  y  t  für  den 
Beginn  der  Bewegung  =0  sein;  für  das  Ende  der  ersten  Schwingung 
=  TT,  der  zweiten  =2  7r,  der  dritten  =3  7r, ..  Aus  yt«=7r,  yt  = 
2  TT, . .  folgt  aber,  dass  die  Zeit  zu  zwei  Schwingungen  zweimal,  zu 
drei  Schwingungen  dreimal  grösser  ist  als  zu  einer  Schwingung,  d.  h. 
es  ist  die  Schwingungszeit  konatant.  Bezeichnet  man  sie  mit  T,^  so 
folgt  aus  Yi  =  n 

T    =  —  = 


Yr^  -  n« 


Nun  setze  man 


^      abgM        ,         2        D 
D  =  — ^,     also     r««--. 

Ferner  schreibe  man  n*  = 


..  _  A 


E  ' 
80  folgt  als  Wert  der  Schwingangszeit 


■"■-"V^h:- 


Ohne   Rücksicht    auf    den    Luftwiderstand    ist   D,  =  0,   also   die 
Schwingungszeit  wie  nach  (12) 


T.-,l/-|-. 


Daraus  folgt,  dass  T,,  >T,  d.  h.  dass  der  Apparat  in  der  Luft 
langsamer  schwingt  als  im  leeren  Raum. 

Die  Schwingungsbogen  nehmen  in  ähnlicher  Weise  ab  wie  die- 
jenigen des  gewöhnlichen  Pendels.  Es  sei  in  dieser  Beziehung  auf 
S.  489  verwiesen. 


XIIL  Aufgaben  Aber  die  ZentralbeweguiK. 

4M.  ilffcreBtialglelcbaBgei  lier  Bewegung  4vr€h  Zeitralkrafte.   Im 

leeren  Raum  erhalte  ein  materieller  Punkt  durch  einen  Stoss  eine  Be- 
wegung. Nach  Beendigung  dieses  Stosses  wird  sich  der  Punkt  gerad- 
linig und  gleichförmig  fortbewegen.  Ausserhalb  dieser  geraden  Bahn 
habe  eine  Kraft  ihren  festen  Sitz  und  wirke  von  dem  Augenblick  an, 
wo  jener  Stoss  aufhört,  kontinuierlich  auf  jenen  materiellen  Punkt 
Dadurch  wird  der  Punkt  aus  seiner  geraden  Richtung  abgelenkt  und 
eine  Kurve  beschreiben,  welche  in  einer  Ebene  liegt,  die  durch  die 
ursprüngliche  Richtung  der  Bewegung  und  durch  den  Sitz  der  anziehen- 
den Kraft  geht.  Diese  Kraft  heisst  Zentralkraft,  ihr  Sitz  Mittel- 
punkt der  Bewegung  und  die  Bewegung  im  allgemeinen  Zentral- 
bewegung. 


Der  Mittelpankt  der  BenegaDg  sei  A  (Fig.  154).     Uaa  l^e  darch 
ihD  in  der  Ebene  der  Bahn  C  D  zwei  rechtwinkelige  Achse»  A  x,  A  y 
and  bezeichne  mit 
X,  y  die  Koordinaten  A  B,  B C  eines  Enrvenpanktes  G,         p.     , e. 
8  den  Bogen  DG  der  Bahn,  welche  in  der  Zeit   t  "' 

TOD  D  aas  darchlanfen  wird, 
V  die  Geschwindigkeit  nach  der  Zeit  t, 
r  den  Abstand  (Radios  vector,  Leitstrahl)  des  Pank- 

tes  G  vom  Mitte Ipankt  nnd 
g  die   Beschleanigang,   welche  die  Zentralkraft  dem 
Beweglichen  nach  der  Zeit  t  in  der  Richtaog  des 
Leitstrahls  A  C  beibringt. 

Man  zerl^e  diese  Beschleanignng  in  zwei  Seitenbeschleanignngen 
g      und  g  — ,   wovon  die  erstere  parallel  zu  A  x,    die  letztere  parallel 

ZD  Ay  liegt,  so  wird  sein,   wenn   man  diese  Beschlennigangen  in  ent- 
gegengesetzter RichtDDg  in  den  positiven  Achsen  voraussetzt 

^'^  dt»  *r'      dt"  *r 

Erstes  Keppler'sches  Gesetz.  Man  mnltiptiziere  die  erste 
dieser  Gleichongen  mit  y,  die  zweite  mit  x  and  ziehe  sie  von  einander 
ab,  so  folgt 

Der ZUiler  dieses  Ausdruckes  ist  das  Differential  von  xdy  — ydx-, 
moltipliziert  man  daher  (2)  mit  der  Konstauten  d  t  und  integriert ,  so 
erhält  man 

.,3)  ^AZ=^^^ 

worin  c  die  Eonstante  der  Integration  bezeichnet.     Um  die  Bedeotang 
dieser  Formel  zu  erkenoen,  setze  man 

(4)  X  =  r  cos  9",     y  =  f  sin  9> 

so  folgt  durch  Differentiation 

.  ,  i  d  X  =  cos  y  d  r  —  r  sin  y  d  y, 

(  d  y  =  sin  V  d  r  +  r  cos  y  d  V. 
Führt  man  diese  Werte  von  x,  y,  dx,  dy  in  (3),  so  kommt 
(6)  r*d9'  =  cdt. 

Nan  sei  der  Sektor  DAG,  welcher  in  der  Zeit  t  vom  Leitstrahl 
beschrieben  wird,  =  F.  Dreht  sich  der  Leitstrabi  in  dem  Zeitelemeot  d  t 
am  den  Winkel  d  9>  ans  der  Lage  A  G  in  die  Lage  Am,  so  ist  die 
Flüche  C  A  m  gleich  (nach  §  323) 

dF=^r''d9i. 
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Mithin  wird  dF  mit  Rücksicht  aaf  Formel  (6)  za 

dF  =  |cdt. 

Darch  Integration  dieser  Formel  erhält  man 

(7)  F  =  ict, 

wobei  die  Konstante  der  Integration   weggelassen  ist,    weil   t   and   F 
gleichzeitig  verschwinden. 

Aas  (7)  folgt,  dass  bei  jeder  Zentralbewegang  die  vom 
Leitstrahl  beschriebene  Fläche  der  daraaf  verwendeten 
Zeit  proportional  ist  Reppler  hat  dieses  Gesetz  (dorch  Be- 
obachtung der  Bewegung  der  Planeten  am  die  Sonne)  für  das  Planeten- 
system zuerst  ausgesprochen. 

Ausdruck  für  die  Geschwindigkeit.  Man  multipliziere  die 
erste  der  Gleichungen  (1)  mit  dx,  die  zweite  mit  dy  und  addiere 
sie,  so  kommt 

(«)  ^i^^'^^=-f(xdx  +  ydy). 

Hierin  ist  der  Zähler  links  das  Differential  von 

i(dx2  +  dy«) 

und  die  Grösse  x  d  x  +  y  d  y  rechts  das  Differential  von 
Deshalb  geht  die  Formel  (8)  über  in 

Nun  ist  aber  d(r^)  =  2rdr,  also  wird  die  rechte  Seite  dieser 
Gleichung  zu  —  2  g  d  r.  Führt  man  diesen  Wert  ein  und  integriert, 
wobei  g  als  veränderlich  zu  betrachten  ist,  so  kommt 

Hierin   bezeichnet  A  die  Integrationskonstante.     Da  d  x^  +  d  y^  =  d  s^ 

ds 
und  die  Geschwindigkeit  v  =  —r—  ist,  so  erhält  man  aus  (9) 

d  t 


(10)  v«  =  A-2rgdr. 


Vermittelst  dieser  Formel  kann  die  Geschwindigkeit  des  Beweg- 
lichen bestimmt  werden,  wenn  g  in  Funktion  von  r  gegeben  ist. 

Allgemeiner  Zusammenhang  zwischen  dem  Gesetz  der 
Kraft  und  dem  der  Bahn.  Führt  man  die  Werte  von  dx,  dy  aus 
(5)  in  (9),  so  folgt 

(''>  Tt^ A-2jgdr. 
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Eliminiert  man  dt  aus  (6)  und  (11),  so  wird 

r*  c^  d  r*  /* 

(12)  -f^  +  ^  =  A-2/«dr. 

Dorch  DifferentiatioD  dieser  GleichoDg  erhält  man 


r»  "'^"VdyV          * 

woraus  folgt 

(13) 

c^          c«     ./  dr   y 
*~    r»         2dr''Vd9»j  " 

Allein  es  ist 

./^dr  V_«    dr       /   dr 

nnd  indem  man  9  als  unabhängig  Veränderliche,  also  d  9  &ls  konstant 
betrachtet 

Setzt  man  diese  Werte  in  (13),  so  wird 

Die  Beschleanignng  g  ist  aber  der  Zentrifugalkraft  porportional. 
Folglich  kann  vermittelst  der  Gleichung  (14)  das  Gesetz,  nach  wel- 
chem die  Zentralkraft  wirkt,  abgeleitet  werden,  wenn  r  in  Funktion 
von  tp  ausgedrückt,  d.  h.  wenn  die  Gleichung  der  Bahn  bekannt  ist 
Umgekehrt  kann  aber  auch  aus  dieser  Formel  die  Gleichung  der  Kurve 
abgeleitet  werden,  wenn  man  das  Gesetz  der  Kraft  kennt.  Die  folgen- 
den Aufgaben  werden  die  Anwendung  der  Formel  (14)  zeigen.  Zuerst 
nehmen  wir  die  Bahn  als  gegeben  an  und  suchen  die  Wirkungsweise 
der  Kraft. 

4W.  Bei  elier  ZektraUewegimg  sei  die  iahn  des  Beweglichei  eiie 
gerade  Linie.  Hai  s^ll  das  fieseti  der  Zentralkraft  sichei.  Diese 
Gerade  sei  CD  (Fig.  155),  der  Pol  A  der  Mittelpunkt  der  Anziehung, 
der  Leitstrahl  AD  =  r;  er  bilde  mit  der  festen  Richtung  AG  den 
Winkel  g>.  Die  Gerade  schneide  auf  dieser  Richtung  ein  Stack  A  G  =  a 
ab  und  bilde  mit  a  den  Winkel  a,  so  ist 

AG:AD  =  8inADC:sinACD,  ^^^*  ^^^' 

a :  r  =  sin  («  +  9) :  sin  a, 

_      a  sin  « 

sin  (a  +  y)  * 

Diese  letzte  Formel  ist  die  Polargleichung  der  geraden  Linie.  Wir 
betrachten  in  ihr  a  und  a  als  konstant,  r  und  9  als  veränderlich,  so 
erhält  man  durch  Differentiation 
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V  r  y  a  sin  a  \  r  y  a  sm  a 

Setzt  man   diesen  Wert  von  d^( — j  in  Formel  (14)  des  §409, 


so  wird 


r^    L  r  asma     J 


Aas  g  =  0  folgt  aber,  dass  ein  Körper  sich  nar  dann  in  einer 
geraden  Linie  bewegen  kann,  wenn  ausserhalb  dieser  Geraden  keine 
Kraft  anf  den  Körper  wirkt. 

411.  Es  bewege  sich  ela  Miterieller  tunkt  Infolge  einer  lentral* 
kraft  in  einem  Kreise.    Han  snll  das  Ceseti  dieser  Kraft  bestlBnicB. 

Hier  ist  der  Leitstrahi  r  konstant,  also  d  (  —  j  =0.    Hierfür  geht  die 

Formel  (14)  des  §  409  über  in 

(1)  g = I-. 

Mithin   ist   die  Zentralkraft   verkehrt  proportional  der  dritten  Potenz 
des  Halbmessers  der  Bahn. 

Ans  der  Formel  (10)  des  §  409  folgt,  da  r  konstant,  also  d  r  =  0  ist 

v«  =  A. 

Da  aber  A  eine  Konstante  ist,  so  wird  auch  die  Geschwindig- 
keit V  konstant.    Also  ist  die  Kreisbewegung  gleichförmig. 

Es  bezeichne  T  die  Zeit  zn  einem  Umlaufe,  so  ist  der  Weg  des 
Beweglichen  in  dieser  Zeit 

Tv  =  2rn. 

Setzt  man  T  für  t  in  Formel  (7)  des  §  409,  so  wird  F  zur  Kreis- 
fläche r^TT;  folglich  gibt  diese  Formel 

r2  7r  =  icT. 

Eliminiert  man  T  aus  den  beiden  letzten  Formeln,  so  erhält  man 
den  Wert  der  Konstanten  c  =  r  v.  Fuhrt  man  diesen  Wert  von  c  in 
(1)  ein,  so  kommt 

v^ 

(2)  g  =  — 

Mithin  ist  bei  einer  Kreisbewegung  die  Zentralkraft  direkt  pro- 
portional dem  Quadrat  der  Geschwindigkeit  und  verkehrt  proportional 
dem  Radius  der  Bahn. 

Es  werde  ein  Körper  in  horizontaler  Richtung  auf  der  Erdober- 
fläche abgeworfen.  Vermöge  der  Anziehungskraft  der  Erde  wird  er 
aus  der  anfanglichen  Richtung  abgelenkt.  Je  nach  der  Geschwindig- 
keit, welche  ihm  durch  die- Wurfkraft  erteilt  wurde,  wird  er  zur  Erde 
fallen  oder  sich  in  einem  Kreise  um  die  Erde  herum  bewegen  oder 
sich  von  der  Erde  entfernen. 
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Nun  ist  die  durch  die  Anziehangskraft  der  Erde  bewirkte  Be- 
schleanigang 

g  =  9,808  Met. 

und  der  Halbmesser  der  Erde  annähemd 

r  =  6365000  Met. 

Damit  also  der  Körper  sich  in  einem  Kreise  um  die  Erde  be- 
wege,  muss  nach  Formel  (2)  seine  Geschwindigkeit  per  Sekunde  sein 

V  =  Kg7=  K9,808  •  6365000  =  7902  Met. 

Wird  der  Körper  mit  einer  kleinern  Geschwindigkeit  als  7902  Met. 
abgeworfen,  so  föllt  er  zur  Erde.  Diese  Geschwindigkeit  ist  nahe 
17  mal  grösser  als  die  Rotationsgeschwindigkeit  der  Erde  unter  dem 
Aeqnator. 

412.  Ein  Materieller  Punkt  bewege  sieh  in  eineM  Regelsclmitt  in- 
folge einer  Zentralkraft,  welche  ihren  Siti  In  einem  Brennpunkt  der 
KnrTe  hat.  lan  snll  das  Oeseti  der  Kraft  tieilininien.  Die  Gleichung 
der  Kegelschnitte  in  Polarkoordinaten  ist  nach  §  322,  (Formel  (6) 

^^  l  +  ecosy' 

worin  bezeichnet:  p  den  halben  Parameter,  e  das  Verhältnis  des  Ab- 
Standes  der  Brennpunkte  zum  Abstand  der  beiden  Scheitel  und  9  den 
Winkel,  den  der  Leitstrahl  r  mit  dem  Teil  der  grossen  Achse  bildet, 
welcher  vom  Zentrum  der  Bewegung  nach  dem  nächsten  Seheitel  führt. 

Diese  Gleichung  drückt  eine  Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel  aus, 
je  nachdem 

e  <  1,  e  =  1,  e>  1. 


Aus  (1)  folgt 


1  +  ecosy 


—  esinydy        jo/^  1  \       —  ecosydy^ 


(i)-^^^^'  <\y 


P 
Setzt  man  diesen  Wert  in  Formel  (14)  des  §  409,  so  erhält  man 

.2 


_   c^   r  J^ e  cos  g>  l 

*'"    r*  LT       ""p~"J' 


P 

oder  indem  man  obigen  Wert  von  —  einfährt 

r 


(2)  8=„r2- 

pr 

Bei  der  Bewegung  in  einem  Kegelschnitt  muss  somit  die  Zentral- 
kraft dem  Quadrat  des  Leitstrahls  verkehrt  proportional  sein.  Wenn 
der  Regelschnitt  zu  einem  Kreise  wird,  so  ist  p  =  r;  also  geht  in  die- 
sem Falle  die  Formel  (2)  über  in  Formel  (1)  des  §  411. 


—     508     — 

Keppler  hat  zuerst  durch  Beobachtung  gezeigt,  dass  die  Plane- 
tenbahnen  Ellipsen  sind,  in  deren  einem  Brennpunkt  sich  die  Sonoe 
befindet  und  Newton  zeigte,  gestützt  auf  dieses  sogenannte  zweite 
Keppler' sehe  Gesetz,  dass  die  Sonne  die  Planeten  im  umgekehrten 
Verhältnis  der  Quadrate  der  Entfernungen  anziehe. 

4IS.  tie  Zentralkraft  sei  ferkekrt  pr«p«rtieial  itm  tiadrite  4es 
Leitfitrahls.  lan  seil  4le  Qleiekug  ier  Bahn  ■■<  die  iewegugsfer- 
kaltaUse  akleUen.  Diese  Zentralkraft  bringe  demselben  materielleo 
Punkte  in  den  Entfernungen  r,r'  die  Besehleunigungen  g,g'  in  der 
Richtung  der  Leitstrahlen  bei,  so  wird  der  Voraussetzung  nach  sein 

g'r'2 

Man  setze  g'r'^  =  k,  so  erhält  man  als  Ausdruck  für  die  Be- 
schleunigung 

(1)  « = -^- 

Hierfür  wird 

(2)  Jgdr=J-^dr^ ^  +  n, 

worin  D  die  Konstante  der  Integration   sein  soll.    Setzt  man  diesen 
Wert  von  fgdr  in  Formel  (12)  des  §  409,  so  folgt 

Man  setze  hierin 

(4)  A-2n  =  /»;     r  = -^, 

so  wird  zunächst  d  r  = o  » 

und  somit  Gleichung  (3),  indem  man  sie  nach  d<p  auflöst 

(5)  d9>=  ±^^P 


L2  1,2 

Man  bringe   anter  das  Wurzelzeichen  — s .-,  so  ergibt  sich 


c*  c« 


dy=  i«*'? 


Setzt  man  noch  zur  Abkürzung 


') 
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(6)  (,  +  i!.  =  y2.  cp--^-  =  u, 

c  c 

so  erhält  man 

(7)  d9  =  ,/"-  —  . 

Denken  wir  ans  9  nnd  r  gleichzeitig  wachsend,  so  werden  p  und 
u  abnehmen.  Also  müssen  in  diesem  Falle  d  9>  nnd  d  u  entgegenge- 
setzte Zeichen  haben.  Nnn  gibt  die  Integration  von  (7)  fir  das  untere 
der  beiden  Vorzeichen 

9>  —  9)'  =r  Are  cos  — , 

r 

worin  —  9'  die  Ronstante  der  Integration  bezeichnet.    Geht  man  vom 
Bogen  zum  Cosinus  über,  so  wird 

(8)  -°=cos(y-»0. 

Aendern  sich  g>  und  r  in  entgegengesetztem  Sinne,  so  erhalten  d  9 
und  d  u  gleiche  Zeichen.     Statt  (7)  kann  man  in  diesem  Falle  schreiben 

■  —  du 

woraus  durch  Integration,  indem  man  die  Konstante  mit  9''  bezeichnet 

—  y  +  ^''  =  Are  cos  oder 

r 

(9)  "-  =  cos  (—  y  +  y")  =  cos  (9 — 9"), 

Setzt  man  u  =  ^,  so  erhält  man  aus  (8)  und  (9)  9  =  9'=  9'\ 
und  aus  (6) 

.  =,  k  +  Yßc'  +  V^ 
^  c^  • 

Dieser  Wert  von  q  ist  ein  Maximum,  wie  aus  (5)  folgt,  wenn 
man  -j-^  =  0  setzt;  also  ist  der  entsprechende  Wert  von  r  ein  Mini- 
mum.    Dieser  kleinste  Leitstrahl  ro  ist  somit 

ro  = 


c« 


k  +F"/Jc2  +  k2* 

Zählt  man   nun   den  Winkel  9)  —  9)'  =  ^  von  diesem    Leitstrahl 
aus,  so  erhält  man  aus  (8)  und  (9)  zugleich 

u  =  y  cos  V^ 

oder  indem  man  die  Werte  von  y  und  u  aus  (6)  einfuhrt 

k        1  /         k^ 
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also  auch,  wenn  maD  wieder  p  =  —  setzt  and  nach  r  aaflOst 

*         r 


r  = 


c« 


[l  +  |/l+'^;,^osV'] 


Der  Einfachheit  wegen  schreibe  man 

(10)  -| p;     l  +  ^  =  e«, 

SO  wird 


(11)  r  =  P 


1  +  e  cos  V'  * 

Dies  ist  die  Polargleich ang  eines  Kegelschnittes  (§  412),  deren 
Pol  in  einem  Brennpunkte  liegt;  der  halbe  Parameter  desselben  ist 
=  p,  das  Verhältnis  zwischen  dem  Abstand  beider  Brennpunkte  und 
dem  Abstand  beider  Scheitel  =  e  and  der  Winkel  zwischen  dem  Ra- 
diusvektor r  und  seinem'  kleinsten  Wert  ro  =  V^. 

Diese  Gleichung  gibt  eine  Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel,  je  nach- 
dem e  kleiner,  gleich  oder  grösser  als  die  Einheit  ist.  Allein  in  der 
Relation  (10) 


(12)  1+^^^    =  e 


C^ 

ist  die  Grösse  ^  j-  immer  positiv.     Also  wird  der  Ausdruck   links   in 

(12)  kleiner,  gleich  oder  grösser  als  die  Einheit,  je  nachdem  ß  nega- 
tiv, gleich  Null  oder  positiv  ist.     Es  entsteht  somit 

eine  Ellipse,  wenn  e  <  1,  also  ß  negativ, 
eine  Parabel,      „     e=l,     „     ß  =  0, 
eine  Hyperbel,   „     e  >  1,     „     ß  positiv. 

Für  die  Parabel  hat  man  als  halben  Parameter,  nach  (10)  und  (11) 

.2 


P  = 


Folglich  die  Gleichung  der  Parabel   für  den  Scheitel  in  rechwinkeligen 
Koordinaten 

2       2c2 
y^  =  -^     X. 

Es  seien  a,  b  die  halbe  grosse  und  halbe  kleine  Achse  der  Ellipse 
und  Hyperbel,  so  folgt  ans  der  Lehre  von  den  Kegelschnitten 

a»-b« 


p= ;     e^  = 2 . 

a  a-* 

Somit  geben  die  Formeln  (10) 
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Aas  diesen  beiden  Formeln  findet  man 

k  c^ 

(14)  *=■- J5     ^'="-    p 

Für  die  Ellipse  ist  ß  negativ,  also  b^  positiv;  für  die  Hyperbel 
ist  ß  positiv,  also  b^  negativ,  wie  es  sein  soll. 

Die  Bedeutung  der  Konstanten  ß  ergibt  sich  wie  folgt.  Die  Glei- 
chung (10)  des  §  409  gibt,   wenn  man  den  Wert  von    i  g  d  r  aus  (2) 

einfuhrt 

2k 

(15)  v«.=  A-2n  +  — ^. 

r 

Nhn  bezeichne  V  die  anfängliche  Geschwindigkeit,  welche  dem 
Beweglichen  durch  einen  Stoss  im  Raum  beigebracht  wurde  und  R  den 
entsprechenden  Leitstrahl,  so  folgt  aus  der  letzten  Gleichung 

2k 
V2=A-2n  +  -^. 

Also  auch,  wenn  man  nach  (4)  A  —  2  n  durch  ß  ersetzt 

2k 


(16)  /3  =  V«  - 


R  • 


Nun  entsteht  eine  Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel,   wenn  ß  nega- 
tiv, null  oder  positiv  ist     Es  wird  daher  die  Bahn 

«        2k 
eine  Ellipse,  wenn  V^  <  -^^-, 

2k 
eine  Parabel,     „     V^  = 


eine  Hyperbel,   ^     V*  > 


R  ' 
2k 


R 


Somit  entscheidet  die  Geschwindigkeit  V,  welche  dem  Beweg- 
lichen durch  den  Stoss  anfönglich  erteilt  wird,  aber  die  Art  des  Kegel- 
schnittes. 

„  2k 

Wenn   V^    gerade  gleich   ist  dem   Werte  -^-^    so   entsteht   eine 

Parabel.  Lässt  man  von  diesem  Werte  an  V^  stetig  abnehmen  bis 
Null  oder  stetig  zunehmen  bis  unendlich,  so  entstehen  unendlich  viele 
elliptische  oder  hyperbolische  Bahnen.  Man  kann  daher  unendlich  viel 
gegen  1  wetten,  dass  materielle  Punkte  im  Raum,  welche  sich  infolge 
der  Gravitation  bewegen,  eher  elliptische  oder  hyperbolische  als  para- 
bolische Bahnen  haben. 

Addiert  man  (16)  zu  (15),  so  folgt  zur  Bestimmung  der  Ge- 
schwindigkeit 


(17)  ,a  =  v«  +  2k(y--|-). 
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Setzt  man  den  Wert  von  ß  =  k  —  2n  ans  (14)  in  (15),  so  kommt 

(18)  '^  =  K--T> 

Nun  werde  die  elliptische  Bahn  zu  einem  Kreise  vom  Halbmesser  R, 
so  wird  in  der  letzten  Formel  r  =  a  =  R.  Bezeichnet  man  den  korre- 
spondierenden Wert  von  v  mit  V,,  so  folgt  aus  (18) 

V  2 5_ 

^'   "   R- 

Dieser  Wert  von  V,^  ist  zweimal  kleiner  als  derjenige  von  V^, 
welcher   eine    Parabel    zur  Folge  bat.     Läsgt  man  daher  Y,  wachsen 

bis  V  1^2  and  abnehmen  bis  auf  Nall,  so  erh&lt  man  zwei  Gruppen 
von  elliptischen  Bahnen,  zwischen  denen  der  Kreis  liegt. 

414.  Anweidiiig  anf  die  Bewegiug  der  liMBelskftrper.  Es  seien 
M,m  die  Massen  der  Sonne  and  «ines  Planeten.  Diese  Körper  ziehen 
sich  an,  wie  wenn  ihre  Massen  in  ihren  Mittelpunkten  vereinigt  wären. 
Die  Entfernung  dieser  Mittelpunkte  sei  r.  Ferner  bezeichne  f  die  An- 
ziehung zweier  Masseneinheiten  in  der  Entfernung  1  von  einander,  so 

ist  nach  dem  Newton 'sehen  Gesetze  der  Gravitation  f — $—  die  An- 

r' 

M 
Ziehungskraft  der  Sonne  und  des  Planeten;  folglich  f — ^  die  Beschleu- 
nigung,   welche  die  Sonne  jeder  Masseneinheit  des  Planeten   und  f — 2~ 

die  Beschleunigung,  welche  der  Planet  jeder  Masseneinheit  der  Sonne 
in  der  Richtung  des  Abstandes  r  erteilt  (§  173).  Denkt  man  sich  die 
Sonne  ruhend,  so  nimmt  der  Planet  in  der  Richtung  von  r  die  Summe 
dieser  Beschleunigungen  an,  so  dass  seine  Beschleunigung  sein  wird 

M  +  m 


f 


r« 


Setzt  man  diesen  Wert  gleich  der  Grösse  g  in  der  Formel  (1) 
des  §  413,  n&mlich 

_    k 

so  folgt  als  Wert  der  Konstanten 

(1)  k  =  f(M  +  m). 

Fuhrt  man  diesen  Wert  von  k  in  die  Formeln  des  §  413,  so 
erhält  man  die  Elemente  der  Bahn  und  der  Bewegung  des  Planeten 
mit  Rucksicht  auf  die  Massen.  Da  aber  die  Bahnen  der  Planeten 
geschlossene  Kurven,  also  Ellipsen  sind,  so  soll  hier  nur  noch  für 
diese  Bahnen  die  Zeit  zum  Durchlaufen  irgend  eines  Bahnteiles  ermit- 
telt werden. 

Man  eliminiere  aus  den  Gleichungen  (3)  des  §  413  und  (6)  des 
§  409: 
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c»         c*dr^    _  2k 

r'         r*d9*  r 

r*  d  9  =  c  d  t 

die  Grösse  d9,  so  folgt,  wenn  man  A  —  2ii  =  /}  setzt  und  nach  dt 
anflAst 

(2)  dt  =  ^       ^'^'   _. 

K/?r»  +  2kr-c« 

Den  Scheitel  der  Ellipse ,  für  welchen  r  ein  Minimam  ist,  nennt 
man  Perihel,  den  andern  Aphel.     Man  zfthle  die  Zeit  t  vom  Perihel  aus. 

Bewegt  sich  der  Planet  von  diesem  Scheitel  znm  Aphel,  so  wftchst 
r  mit  t  nnd  es  ist  somit  fär  diese  Bewegung  das  obere  Zeichen  in  (2) 
ZQ  nehmen. 

Für  die  Ellipse  liegt  r  immer  zwischen  den  beiden  Stücken,  in 
welche  die  grosse  Achse  von  einem  Brennpunkt  geteilt  wird,  also  zwi- 
schen den  Werten  a(l  —  e)  nnd  a(l  +e);  man  kann  daher  setzen 

(3)  r  =  a(l  —  ecosa), 

worin  a  die  halbe  grosse  Achse,  e  das  Verhfiltnis  zwischen  dem  Ab- 
stand der  Brennpunkte  und  dem  der  Scheitel  und  u  eine  Variable  be- 
zeichnet.    Hieraus  folgt 

(4)  d  r  =  a  e  sin  u  d  u. 

Setzt  man  noch  nach   den  Formeln  (14)  und  (12)  des  §  413 

/»=--^,    c«  =  ak(l-e2), 

so  erh&lt  man  durch  Verwendung  von  (3)  und  (4) 

r  d  r  ==  a'  e  (1  —  e  cos  u)  sin  u  d  u, 
/?r«  +  2kr-c*  =  ake«sin«u, 

indem  man  zunächst  (1  —  e  cos  u)^  entwickelt  und  cos^a  =  1  —  sin^n 
setzt.  Führt  man  diese  Werte  in  (2)  ein,  so  kommt  nach  der  obigen 
Voraussetzung 


=  .1/^0- 


d  t  =  a  1/  j-  (1  —  e  cos  u)  d  u. 

Das  Integral  dieser  Gleichung  ist,   wenn   man  mit  t'  die  Integra- 
tionskonstante bezeichnet 


t  -|-  t'  =  a  1/  r-  (u  —  e  sin  u). 


Für  u  =  0  ist  nach  (3)  r  =  a  (1  —  e).  In  diesem  Falle  befindet 
sich  der  Planet  im  Perihel.  Somit  ist  für  u  =  0  auch  t  =  0.  Dies 
gibt  t'  »  0.     Die  vorstehende  Gleichung  wird  daher 

(5)  —  I  /  —  s=  n  >-.  e  sin  u. 

a  1^    a 

A Dt eoh einer,  ElemenUrbucb.  33 
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Dies  ist  die  gesuchte  Gleichung.  Für  irgend  einen  Wert  von  r 
kann  vermittelst  (3)  der  Winkel  u  und  somit  die  Zeit  t  berechnet 
werden.  Ueberhanpt  können  vermittelst  der  zwei  Formeln  (3)  und  (5) 
je  zwei  der  Grössen  r,  u,  t  bestimmt  werden,  wenn  man  die  dritte  kennt 

Die  Zeit,  welche  ein  Planet  zu  einem  Umlauf  braucht,  sei  T. 
L&sst  man  in  (5)  den  Bogen  von  n  =  0  bis  n=2n  wachsen,  so 
wächst  t  von  t  =  0  bis  t  =  T.  Fdr  eine  Umlanfszeit  wird  daher  die 
Formel  (5) 


VI- 


-  =  2n. 


a 

Setzt  man  hierin  den  Wert  von  k  aus  (1),'S0  folgt 

47r2a» 


(6)  T«  = 


f  (M  +  m)  * 


Somit  hängt  die  Umlaufszeit  T  eines  Planeten  nur  von  der  grossen 
Achse  seiner  Bahn  und  von  der  Masse  der  Sonne  und  des  Plane- 
ten ab.  Würde  sich  ein  Körper  von  der  gleichen  Masse  m  des  Plane- 
ten in  einem  Kreise  um  die  Sonne  bewegen ,  dessen  Radius  =  a  ist, 
so  hätte  er  gleiche  Umlaufszeit  mit  dem  Planeten.  Und  da  die  Be- 
wegung jenes  Körpers  im  Kreise  gleichförmig  ist  (§  411),  so  ist  seine 
Geschwindigkeit  die  mittlere  von  der  Geschwindigkeit  des  Planeten. 

Es  seien  T%  m^  a'  Umlaufszeit,  Masse  und  halbe  grosse  Achse  der 
Bahn  irgend  eines  Planeten,  so  folgt  aus  (6) 

4  7r^a^» 
f(M-t-mO* 

Dividiert  man  Gleichung  (6)  durch  die  letzte,  so  folgt 

T«         a»     M  +  m' 


(7) 


v2  o'S 


a'»     M  +  m 


Wenn  somit  m  =  m'  oder  wenn  m  und  m'  gegen  M  vernachlässigt 
werden  können,  so  verhalten  sich  die  Quadrate  der  Umlaufs- 
zelten  zweier  Planeten  wie  die  dritten  Potenzen  der  gros- 
sen Achsen  ihrer  Bahnen.  Keppler  hat  dieses  Gesetz  durch 
Beobachtung  gefunden,  wobei  er  allerdings  die  Massen  der  Planeten 
nicht  berücksichtigte.  Es  enthält  demnach  die  Formel  (7)  das  berich- 
tigte dritte  Kopple  rasche  Gesetz. 


XIV.    Partielle  Dlfferentialgleicliangeii  der  ersten  Ordnung. 

415.  An  der  Ueichvigea.  Es  sei  die  Punktion  z  =  ax^y*  gegeben, 
worin  a  als  konstant  zu  denken  ist.  Man  differentiiere  zuerst  nach  x, 
dann  nach  y,  so  erhält  man 

(1)  ^  =  2axy^      4^  =  3ax2y«. 

^  dx  "^  dy  ^ 
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Diese  Differential  verh&ltnisse  heisst  man  partielle  (§  28)  aad  zwar 
der  ersten  Ordnong. 

Hat  die  Function  nur  eine  unabhängig  Veränderliche,  z.  B.  x,  ist 
etwa  z  =  b  x^,  so  wird  -z —  =  2  b  x.     Allein  in  diesem  Falle  kann 


dx  dx 

kein  partielles  Differentialverhältnis  sein.  Man  erkennt  hieraus,  dass 
eine  Funktion  nur  dann  partielle  Differentiaherhältnisse  liefern  kann, 
wenn  sie  zwei  oder  mehr  unabhängig  Veränderliche  besitzt.  Eine 
Gleichung  mit  partiellen  Differentialverhältnissen  heisst  kurzweg  partielle 
Differentialgleichung.  Ist  z  eine  Funktion  von  x,  y,  so  wird  die  voll- 
ständige Gleichung  mit  partiellen  Differentialverhältnissen  die  Form 
haben 


/r.N  i./^  dzdzN- 

(2)  f(^,,y,,,___j  =  0. 


Fehlen  einzelne  der  Grössen  x,  y, . .  so  entstehen  spezielle  Fälle. 

Selbstverständlich    muss    indessen    wenigstens    eines    der  Verhältnisse 

dz     dz 

-; — ,  -; —  darin   enthalten  sein.     Im  Folgenden  sollen   nur  einige  der 
dx     dy 

einfachsten  Gleichungen  zur  Behandlung  kommen. 

4M.  Oleichangen  alt  einen  partiellen  BlfferentlalferhaltBh. 

I.  Als  einfachste  Gleichung  sei  gegeben 

(1)  -i7  =  a, 

worin  z  eine  Funktion  von  x  und  y  bezeichne.  Wäre  z  nur  eine  Funk- 
tion von  x»  so  erhielte  man  durch  Integration 

z  =  ax  +  c, 

die  GrOsse  c  wäre  dann  die  Eonstante  der  Integration.  Allein  im  vor- 
liegenden Fall  ersetzt  man  c  durch  eine  Grösse  ^(y),  welche  anzeigt, 
dass  z  nicht  nur  von  x,  sondern  in  irgend  einer  Weise  auch  von  y 
abhängt.     Dadurch  erhält  man  als  Integral 

(2)  z  =  ax  +  y(y) 

denn  diese  Gleichung  leistet  (1)  vollständig  Genüge,  weil  die  Differen- 
tiation von  (2)  nach  x  gerade  die  Gleichung  (1)  liefert. 

Dm  den  Gleichungen  (1)  und  (2)  eine  geometrische  Deutung  zu 
geben,  denke  man  sich  drei  zu  einander  rechtwinklige  Achsen  der 
x,y,  z,  die  erstem  zwei  etwa  horizontal,  die  letztere  also  vertikal. 
Alsdann  stellt  za=f(x,y)  allgemein  eine  Oberfläche  dar  und  es  sind 
X,  y,  z  die  Koordinaten  irgend  eines  Punktes  derselben.  Im  vorliegenden 
Falle  wird  zs=f(x,y)  ersetzt  durch  Gleichung  (2). 

Die  Form  der  Oberfläche  lässt  sich  wie  folgt  beurteilen:  Man 
setze  y  =  0  in  (2),  so  ist  9  (0)  eine  Konstante,  also  (2)  die  Gleichung 
einer  Geraden,  welche  in  der  xz  Ebene  und  der  fraglichen  Oberfläche 
liegt     Die  Kurve  wird  also  von  der  xz  Ebene  längs  einer  Geraden  ge- 
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schnitteD.  Das  ist  aber  aach  der  Fall  mit  irgend  einer  Ebene,  welche 
zu  xz  parallel  liegt,  also  senkrecht  zar  y  Achse  steht,  sofern  überhaupt 
ein  Durchschneiden  vorkommt;  denn  setzt  man  y=l,  2, 3, ..  in  (2), 
so  wird  fp{y)  immer  konstant,  also  Gleichung  (2)  diejenige  einer  ge- 
raden Linie  sein.  Die  Oberfläche  ist  daher  cylin drisch;  ihre  Kanten 
bilden  nach  (1)  mit  der  xy  Ebene  einen  Winkel,  dessen  trigonometrische 
Tangente  die  Grösse  a  ist. 

Setzt  man  x  =  0  in  (2) ,  so  wird  z  =  9(y)  zur  Gleichung  der 
Kurve,  längs  welcher  die  Gylinderfläche  von  der  yz Ebene  geschnitten 
wird.  Allein  diese  Kurve  ist  unbestimmt,  weil  es  auch  9(y)  ist. 
Daher  entsprechen  alle  denkbaren  Kurven  der  Aufgabe,  solange  nicht 
aus  irgend  welchen  anderweitigen  Daten  dieser  Schnitt  eine  bestimmte 
Form  erhält.  Wnrde  man  aber  verlangen,  er  solle  eine  Parabel  sein, 
deren  Achse,  mit  der  z  Achse  und  deren  Scheitel  mit  dem  Anfangspunkt 
zusammenHlllt,  so  wurde  z^f'Cy)  äbergehen  in  y^  =  2pz  und  es 
würden  dann  alle  Schnitte,  parallel  zur  yz  Ebene,  kongruente  Parabeln 
werden. 

IL   Es  sei  zu  integrieren 

dz  1 


(3) 


dX  J/-ay  +  x2' 


Man  betrachte  im  Ausdruck  rechts  nur  x  als  veränderlich,  so  er- 
hält man  durch  Integration 

(4)  z  «  log (x  +  Vay  +  x*0  +  9  (y), 

wo  die  Konstante  der  Integration  wie  in  (2)|  durch  ^(y)  bezeichnet 
ist.  Dass  Gleichung  (4)  das  Integral  von  (3)  ist,  ergibt  sich  sofort, 
wenn  von  (4)  das  partielle  Differential  in  Hinsicht  x  genommen  wird. 

Gleichung  (4)  stellt  wieder  eine  Oberfläche  dar.QBÜm^eine  Vor- 
stellung von  der  Form  derselben  zu  erhalten,  lege  man  Ebenen^durcfa, 
senkrecht  zur  y Achse,  in  bestimmten  Abständen  von  der  xz Ebene; 
man  mache  z.  B.  y  =  0, 1, 2, . .  so  wird  die  Oberfläche  geschnitten 
längs  Kurven,  für  welche  (3)  die  Steigung  angibt,  d.  h.  die  Neigung 
zur  Ebene  xy  und  zwar  mittels  der  trigonometrischen  Tangente  des 
Winkels,  welchen  die  Bogenelemente  mit  der  xy  Ebene  bilden.  Für 
y  =  0,  also  für  die  Schnittkurve  in  der  Ebene  xz  erhältf  manf die 
gleichzeitigen  Werte 

dz  1  ^         ^  ,  r^x 

=  — ;     z  =  log  2  X  +  9  (0). 


dx        X 

Ganz  ebenso  können  Ebenen  durch  die  Oberfläche  gelegt  werden, 
parallel  zu  der  yz  Ebene  und  der  yx  Ebene.  Man  erkennt,  dass  der 
Aufgabe  wegen  der  Unbestimmtheit  von  9(y)  unendlich  viele  Ober- 
flächen entsprechen. 

IIL   Endlich  sei  zu  integrieren 

-^  =  f(>.y). 


517     — 


80   erh&lt   man   nach  dem   bisherigen  Verfahren,   indem    man  mit  dx 
multipliziert,  y  als  konstant  betrachtet  and  integriert 


=  Jf(x,y)dx  +  V(y). 


417.  UeichiiMgeM  nlt  iwei  partiellen  MlTerentialferhäUBlsseii.     Es 

sei  zu  integrieren 

(^)  ^«17  +  ^17  =  "' 

WO  M,  N  und  P  Funktionen  von  x,y,  z  bezeichnen. 

Es  sei   z  =  f(x,y)  das   gesachte  Integral   von  (1),   so  wird   das 
Differential  nach  §  282  davon  sein 

,^,      .        df(x,y)   ,      ,     df(x, y)   , 
df(x,y)=      dx^^+       dy^y^ 

oder  einfacher 

(2)  dz  =  — dx+-^dy. 

dz 
Man   eliminiere  -= —  aas  (1)  and  (2),  so  kommt 

dy 


P    ,  dz  A  M   ,    N 


dz 
Nan  ist  in  dieser  Gleichang  der  Paktor  ~j| —  anbestimmt;  also  kann 

sie  nar  bestehen,  wenn  gleichzeitig  sein  wird 

P  M 

(3)  dz-^dy  =  0;      dx-^dy  =  0. 

Die  Aufgabe  besteht  daher  darin,  diese  beiden  gleichseitigen  Cilei- 
chungen  zu  integrieren  und  die  Resultate  zusammenzufassen. 

Wenn  M,  N,  P  nur  x  und  y,  oder  auch  nur  eine  der  Variabein  ent- 
halten oder  wenn  sie  konstant  sind,  entstehen  spezielle  Fälle.  Einige 
solche  sollen  im  Folgenden  zur  Behandlung  kommen. 

I.  Es  sei  P  =  0 ;  femer  seien  M  und  N  konstant,  so  werden  die 
Differentialgleichungen  (3) 

dz  =  0;       dx  =  -:j^dy, 
deren  Integrale  sind 

(4)  z  =  c;       x=-^y  +  c'. 

Die  erste  dieser  Gleichungen  stellt  eine  Ebene  A  dar,  welche  parallel 
zur  xy  Ebene  liegt;  die  zweite  eine  Gerade  B  in  dieser  Ebene,  welche 
mit  der  xz  Ebene  einen  konstanten  Winkel  bildet.  Da  nun  die  Grösse  c 
willkürlich  ist,   so  kann  man  sich  denken,   sie  nehme  alle  möglichen 
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Werte  ao;  dann  schreitet  die  Ebene  A  fort  und  mit  ihr  die  Gerade  B. 
Bliebe  hierbei  c'  konstant,  so  beschriebe  B  eine  Ebene,  parallel  zar 
z  Achse  gelegen.  Allein  cf  ist  ebenso  willkärlich.  Lässt  man  daher  c' 
sich  ändern,  so  schreitet  B  in  der  Ebene  A  fort.  Während  dieser 
gleichzeitigen  Aendernngen  beschreibt  die  Gerade  B  eine  konoidische 
Oberfläche.  Die  Erdmmnng  derselben  hängt  von  dem  jeweiligen  Ver- 
hältnis zwischen  c  nnd  c'  ab.  Das  Gesetz  der  Abhängigkeit  beider  sei 
dargestellt  darch  die  Gleichung 

(5)  c  =  <^(cO. 

Setzt  man  nun  die  Werte  von  c  nnd  c'  ans  (4)  in  (5),  so  erhält 
man  als  gesuchtes  Integral 

Dass  diese  Gleichung  der  gegebenen 

Genfige  leistet,  ergibt  sich  wie  folgt.  Die  partiellen  Differentialien  tod 
(6)  sind 

dz        .V        M    N        dz  M     ./'        M    \ 

Setzt  man  diese  Werte  in  (7)  und   dividiert  mit  y'f  x — iä~y)» 

so  wird  die  linke  Seite  =  0,  wie  es  (7)  erfordert. 

n.  Es  seien  M,  N  und  P  konstant,  so  geben  die  Gleichungen  (3), 
indem  man  sie  integriert 

Diese  Gleichungen  stellen  eine  gerade  Linie  dar.  Man  denke  sich 
dieselben  auf  den  Eoordinaten-Ebenen  projiziert,  so  entspricht  die  erste 
der  Gleichungen  (8)  der  Projektion  auf  der  yz Ebene,  die  zweite  der 
Projektion  auf  der  xy  Ebene.  Nun  sind  c  und  c'  willkörliche  Grössen. 
Lässt  man  c  sich  ändern,  so  schreitet  die  Gerade  in  einer  Ebene  fort, 
welche  parallel  zur  z  Achse  ist;  lässt  man  aber  nur  c'  sich  ändern,  so 
bewegt  sich  die  Gerade  in  einer  Ebene,  parallel  zur  x  Achse  gelegen. 
Aendern  sich  c  und  cf  zugleich,  so  beschreibt  die  Gerade  eine  krumme 

P  M 

Fläche.     Da  aber  die  Grössen  ^rp  und  -rr-  konstant  sind,   so  behalten 

die  Projektionen  der  Geraden  zu  den  Achsen  eine  gleiche  Neigung. 
Die  krumme  Fläche  ist  daher  cylindrisch.  Die  Art  der  Krümmung 
hängt  vom  Zusammenhang  zwischen  c  und  c'  ab.  Es  sei  0^=9^  (c')- 
Man  setze  hier  die  Werte  von  c  und  c'  aus  (8)  ein,  so  erhält  man  als 
Gleichung  der  Cylinderfläche 


--Ny  =  9(^x-^yJ. 
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Führt  mao  den  Wert  von  y  aas  der  ersten  der  Gleichungen  (8) 
in  die  zweite  ein,  so  erhält  man  statt  der  Gleichungen  (8)  auch  folgende 

x=5az  +  a;       y  =  bz  +  /J, 

worin  a  und  b  konstante  und  a  und  ß  willkürliche  Grössen  bezeichnen; 
daher  wird  die  Gleichung  der  Oylinderfiäche 

X  —  a  z  =  y  (y  —  b  z). 

III.  Die  Gleichung  (1)  gehe  über  in 

es  seien  also  M  =  x,  N  =  y  und  P  =  0,  so  geben  die  Gleichungen  (3) 

X 

dz  =  0;      dx  =  — dy. 

Dividiert  man  die  zweite  dieser  Gleichungen  mit  x  und  integriert  so- 
dann beide,  so  kommt 

z  =  c;     logx  =  logy  +  logc', 

worin  c  and  logc'  die  Konstanten   der  Integration  bezeichnen.     Die 

letzte  Gleichung   gibt  log  —  =  log  c' ,   woraus  folgt  —  =  c'.  Daher  er- 

h&lt  man  folgende  gleichzeitige  Gleichungen 

(10)  z  =  c;      y  =  c'. 

Da  auch  hier  c  =  ^  (cO  sein   wird,  so  folgt  als  Integral  von  (9) 

(11)  ^  =  ^(7) 

Die  Form  der  Oberfläche,  welche  (11)  darstellt,   kann  wieder  er- 
kannt werden  aus   den  Gleichungen  (10).     Es  stellt  z  =  c  eine  Ebene 

dar,  parallel  zur  xy Ebene  und  —  =  c'  eine  Gerade,  welche  in  dieser 

Ebene  liegt  und  die  z  Achse  schneidet.  Lässt  man  c  und  c'  sich 
ändern,  so  schreitet  die  Gerade  längs  der  z  Achse  fort  und  dreht  sich 
um  dieselbe.  Sie  beschreibt  eine  konoidische  Fläche,  deren  Form  von 
dem  Gesetze  c  ==  9>  (cO  abhängt. 

IV.  Die  Gleichung  (1)  sei  in  einem  weiteren  speziellen  Falle 

dz  dz 

y-T x-T— =  0, 

•^  dx  dy 

so  wird  M  ===  y,  N  =5  —  X  und  P  —  0  sein ;  daher  werden  die  Gleichungen 
(3)  sein 

dz  =  0;      dx  +  — dy  =  0. 

Man  multipliziere  die  zweite  dieser  Gleichungen  mit  x,  so  gibt  die 
Integration 
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(12)  z  =  c;     x*  +  y2  =  c' 

und  da  wieder  c  =  9'(cO  aDgenommeD  Werden  kaoD,  so  geben  die 
Werte  von  c  and  of  aas  (12)  als  Integral 

Diese  Gleichang  gehört  einer  Rotationsfläche  an,  deren  Achse 
zasammenf&llt  mit  der  z  Achse.  Die  erste  der  Gleichungen  (12)  stellt 
nlmlich  eine  Ebene  dar,  senkrecht  znr  z  Achse  and  die  zweite  einen 
Kreis,  der  in  dieser  Ebene  liegt  und  dessen  Mittelpunkt  in  die  z  Achse 
fällt.     RQckt  die  Ebene  darch  Variation  von  c  fort  and   ändert  sich 

gleichzeitig  auch  der  Radias  V^  des  Kreises,  so  wird  die  Oberfläche 
beschrieben. 

y.   Endlich  sei  noch  zu  integrieren 

(13)  (,_a)-il  +  (y-b)|^  =  z-c, 
80  geben  die  Gleichungen  (3)  sofort 

X  —  a      y  —  b 

woraus  durch  Integration  folgt 

log(z  —  c)  —  log(y  —  b)  =  logm;       log(x  —  a)  =  log(y  —  b)  =  logn, 

worin  log  m  und  log  n  die  Konstanten  der  Integration  darstellen.  Zieht 
man  links  die  Glieder  zusammen  und  geht  von  den  Logarithmen  za 
den  Zahlen  über,  so  wird 

ftA\  z  — c  X  — a 

und  da  m  =  9p  (n)  gesetzt  werden  kann,  so  erhält  man,  wenn  die  Werte 
von  m  und  n  aas  (14)  in  die  letzte  Relation  eingeführt  werden,  als 
Integral  von  (13) 

z  —  c  /x  —  a\ 

y-^b'^^Vy-b/ 

Diese  Gleichang  stellt  eine  Kegel  fläche  dar.  Die  Gleichungen 
(14)  sind  vom  ersten  Grad;  sie  sind  die  Gleichungen  der  Projektion 
der  Kegelkante  auf  den  Ebenen  yz  und  xy.  Diese  Kante  schreitet 
fort,  sowie  die  Grössen  m  und  n  sich  ändern  und  beschreibt  die  Ober- 
fläche. Alle  Kanten,  wie  sie  auch  im  Räume  liegen  mögen,  schneiden 
sich  in  einem  Punkte,  dessen  Koordinaten  a,b, c  sind.  Um  dies  zu 
zeigen,  schreibe  man  die  Gleichungen  (14)  wie  folgt 

z  —  c  =  m  (y  —  b);      x  —  a  =  n  (y  —  b). 

Nimmt  man  nun  y  =  b  an ,  so  verschwinden  die  rechten  Seiten 
dieser  Gleichungen,  also  muss  auch  zugleich  x  =  a  und  z  =:  c  werden. 
Dieser  Punkt  ist  daher  die  Spitze  des  Kegels. 
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XV.    Partielle  Differentialgleiehiuigeii  der  zweiten  Ordnung. 

418.  Uim  der  fMeichasgeM.  Werden  die  in  §  415  anter  (1)  auf- 
geführten partiellen  Differentialverh&itnisse  der  ersten  Ordnung  noch- 
mals differentiiert  and  zwar  zonftchst  in  Hinsicht  x,  so  wird  sein 

d**        o       s  ^''  u  2 


dx«  '  '      dydx 

sodann  in  Hinsicht  y,  so  erhält  man 


=  baxy';       -^-^  =  bax^y. 


dxdy  dy 

Es  entstehen  somit  aas  der  gegebenen  Fanktion  z  =  ax^y'  vier 
partielle  Differentialverhältnisse,  wovon  indessen  zwei  einander  gleich 
sind.     In  §  281  ist  in  der  That  nachgewiesen,  dass  allgemein  sein  mass 

d*z     ^     d^z 
dxdy        dydx ' 

Bine  partielle  Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung,  ent- 
sprechend einer  Funktion  mit  den  Variabein  x,y,  z,  muss  mindestens 
eines  der  drei  partiellen  Differentialverhältnisse  der  zweiten  Ordnung 
enthalten ;  es  können  in  ihr  aber  auch  neben  den  Variabein  x,  y,  z  auch 
partielle  Differentialverhältnisse  der  ersten  Ordnung  vorkommen.  Die 
allgemeine  Gleichung  hat  daher  die  Form 

/  dz     dz     d^z       d*z       d^z\__ 

\^x,y,  z,  -^,  — ,  -j^,  -^717'  I^J  "  ^' 

Auch  hier  sollen  nur  einige  der  einfachsten  speziellen  Fälle  be- 
handelt werden. 

41f.  Ueichugei  sit  eines  j^artiellea  iifferentialTerhaltnIs. 

I.   Bs  sei  die  Gleichung  zu  integrieren 

d^z 
dx' 

Wäre  hierin  z  nur   eine  Funktion  von  x,  so  gäbe  die  Integration 

dz 

:=  c,  wo  c  die  willkürliche  Eonstante  bezeichnet.    Da  aber  z  auch 


(1)  ^  =  0. 


dx 

von  y  abhängt,  so  nehme  man  ^(y)  für  c  und  man  erhält  in  der  all- 
gemeinsten Weise  als  Integral  von  (1) 

(2)  ^-9(1). 

Wird  diese  Gleichung  in  Hinsicht  x  wieder  differentiiert,  so  ist 
d7(y)  =  0  und  man  erhält  die  ursprüngliche  Gleichung,  ein  Beweis, 
dass  (2)  der  (Gleichung  (1)  Genüge  leistet. 
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Wird  (2)  in  der  Form  dz  =  9(y)dx  integriert,  indem  man  y  als 
konstant  ansieht,  so  erhält  man  als  gesachtes  Integral 

(3)  2  =  x9)(y)  +  f(y), 

in  welchem  f(y)  die  neue  willkürliche  Eonstante  bezeichnet. 

Gleichung  (3)  stellt  eine  Oberfläche  dar.  Man  lege  durch  sie  eine 
Ebene,  parallel  zar  Ebene  xz  in  einem  bestimmten  Abstand  von  der 
letztern,  so  wird  y  konstant.  Man  bezeichne  nun  die  konstanten 
Grössen  9>(y)  and  f(y)  mit  a  and  b,  so  geht  (3)  Aber  in 

(4)  z  =  ax  +  b. 

Der  Darchschnitt  jener  Ebene  mit  der  Oberfläche  ist  daher,  wie  (4) 
zeigt,  eine  gerade  Linie.  Dies  wird  der  Fall  sein  fär  jeden  Wert  von  y. 
Diese  Geraden  schneiden  die  Ebene  yz  in  Punkten,  die  stetig  auf- 
einander folgen  können.  Sie  bilden  daher  eine  Kurve,  deren  Gleichung 
erhalten  wird,  wenn  man  x  =  0  in  (3)  setzt.    Daher  ist  diese  Gleichung 

x  =  f(y). 

Macht  man  z  =  0  in  (3),  so  ergibt  sich  als  Gleichung  der  Kurve, 
längs  welcher  die  Oberfläche  von  der  xy  Ebene  geschnitten  wird 

^  _      f  (y) 
sp(y)' 

II.  Es  sei  gegeben 

Man  multipliziere  mit  dx,  betrachte  y  als  konstant  und  integriere, 
so  wird 

-|l=jF(x,y)dx  +  9(y). 

Dabei  vertritt  9>(y)  die  Stelle  der  Integrations-Konstanten.  Wird 
mit  dx  mnltipliziert,  so  erhält  man  das  gesuchte  Integral 

z=Jdx[jF(x,y)dx+9)(y)]  +  f(y), 

wobei  f(y)  die  nämliche  Bedeutung  hat  wie  oben  9>(y). 

d^z 
Ganz  in  gleicher  Weise  kann        ^  =  F  (x,  y)  integriert  werden. 

j 
m.   Die  Gleichung 

^^^  13./  \ 

^— -; —  =  F(x,y) 
dxdy  ^    ■'^ 

integriere  man  zuerst  in  Hinsicht  x  und   das  Resultat  in   Hinsicht  y 
oder  umgekehrt.     Zunächst  hat  man 

-^  =  P(x,y)dx 

und  daher  durch  Integration,  indem  y  als  konstant  angesehen  wird 
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-|^=  fF(x.y)dx  +  9(y). 

Multipliziert  man  mit  d  y,  betrachtet  x  als  konstant  and  integriert, 
so  erh&lt  man  als  gesachtes  Integral 

z=/dy[jF(x,y)dx  +  ?(y)]  +  f(x). 

Wenn  F  (x,  y)  =  c,  so  wird,  wenn  j  9  (y)  dy  darch  F(y)  ersetzt  wird 

dz=[cx  +  y(y)]dy 
(5)  «  =  cxy  +  P(y)  +  f(x). 

Diese  Gleichung  (5)  stellt  wieder  eine  Oberfläche  dar.  Ffir  y  =  0 
wird  die  Gleichung  der  Kurve,  längs  welcher  die  Ebene  xz  von  ihr 
geschnitten  wird,  sein 

z  =  F(0)  +  f(x). 

Da  f(x)  willkürlich  ist,  so  sind  unendlich  viele  solcher  Kurven 
möglich.  Nimmt  man  x  =  0  an,  so  enthält  Gleichung  (5)  alle  Punkte 
der  Oberfläche,  welche  der  Bbene  yz  angehören.  Diese  Punkte  liegen 
in  einer  Kurve,  deren  Gleichung  ist 

«  =  P(y)  +  f(0). 

Aach  hier  ist  F(y)  willkärlich;  es  kOnnen  also  unendlich  viele 
Kurven  dieser  Art  in  der  Ebene  yz  angenommen  werden.  Man  erkennt 
hieraus  die  Mannigfaltigkeit  der  Oberflächen,  welche  in  (5)  enthal- 
ten sind. 

42t.  Ueiehang  wAi  des  ersten  and  tweiteii  ilferentialferhaltnls 
derselben  Tariabeln.    Es  sei  za  integrieren 

dy»  "*■      dy 
wo  P  and  Q  Funktionen  von  x  and  y  sein  sollen.    Man  setze 

f€%\  'dz  ,  d'z        , 

dy  dy 

in  Gleichung  (1),  so  geht  sie  über  in 

(3)  da  +  Pudy  =  Qdy. 

Diese  Gleichung  stimmt  der  Form  nach  aberein  mit  der  in  §  361 
behandelten.  Dm  darin  die  Sonderang  der  Veränderlichen  durchzufüh- 
ren, nehme  man 

(4)  a  =  Yt, 

wo  Y  and  t  zwei  ver&nderliche  GrOssen  b«zeichneD,  so  wird 

(5)  da  =  Ydt  +  tdY. 

Fflhrt  man  die  Werte  tob  n  and  da  aas  (4)  and  (5)  in  (3),  so 
kommt 

Y(dt  +  Ptdy)  +  tdY  =  Qdy. 


(1)  44  +  P4f  =  Q. 
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Man  wähle  dqd  Y  so,  dass 

(6)  tdY  =  Qdy 

wird,  so  mass  auch  sein 

dt  +  Ptdy  =  0. 

Allein  ans  dieser  Gleichnng  folgt,  indem  man  mit  t  dividiert  and 
integriert 

(7)  logt=-rPdy;     i^e-I^^y. 

Setzt  man  diesen  Wert  von  t  in  (6),  so  wird 

dY  =  Qdye^P'»y. 
Man  betrachte  x  als  konstant  nnd  integriere,  so  kommt 

(8)  Y=^jQdyJP*y  +  9(x). 

Können  die  in  (7)  nnd  (8)  angedeuteten  Integrationen  ausgeführt 
werden,  so  kann  auch  Y  als  bekannt  betrachtet  werden.  Mit  Hilfe 
von  (7)  und  (8)  gibt  daher  Gleichnng  (4) 

und  da  nach  (2)  dz  =  ady,  so  wird  nunmehr 

dz  =  Ydye-/^^y 
und  daher  das  Integral  der  gegebenen  Gleichung 

z=  jYdye-Z^^y +9)(x). 
Es  seien  P  und  Q  konstant,  so  wird 


/ 


Pdy  =  Py;     1  =  6-'^',     Y^-^e^'i'  +  fW. 


421.  Oleiehng  Hit  iwei  iweitei  1  iffereitlalrerkältaisseB.    Es  sei 

die  Gleichnng  za  integrieren 

(1)  44^  =  a^.^ 


dx«       "    dy«' 
Man  nehme  an,  das  Integral  lasse  sich  darstellen  durch 

(2)  z  =  e™*+»y, 

wo  m  und  n  willkürliche  Eonstante  bezeichnen.     Die  Differentiation 
von  (2)  gibt  folgende  partielle  Differentialverhältnisse 

dz  dz 


dx  '     dy 

d  x'  d  y' 
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UZ  U      z 

Setzt  man  die  Werte  von   ^    ^    ^^^  ~a~T  ^°  (^)»  ^^  ^^^S** 


d*z  ^  d«z 
.  g  und  -r— : 
d  X*  d  y' 

(3)  m*  =  a^  n* ;     also    m  =  ±  a  n. 

Es  besteht  also  zwischen  den  willkürlichen  Konstanten  ein  bestimmter 
darch  (3)  gegebener  Zusammenhang. 

Ersetzt  man  in  (2)  die  GrOsse  m  durch  ±an,  so  erh&lt  man 
zwei  Werte  von  z,  die  mit  z'  und  z^'  bezeichnet  seien;  dann  wird 

Diese  Werte  sind  partikulare  Integrale  von  (1).  Also  wird  auch 
die  Summe  z'  +  z'*  ein  Integral  von  (1)  sein  und  auch  dann  noch, 
wenn  jeder  der  partikularen  Werte  mit  einer  Konstanten  multipliziert 
wird.     Der  Wert  von  z  ist  daher 

(4)  z  =  Ae"(y  +  ">  +  Be"<y-»»\ 

wo  A  und  B  die  nenen  Konstanten  bezeichnen.  Nun  ist  aber  in  (4) 
die  GrOsse  n  willkärlich  und  «iner  beliebigen  Ausdehnung  fähig.  Gibt 
man  der  Grösse  n  eine  Reihe  von  Werten  n^n'^..,  so  liefert  (4) 
ebenso  viele  Integrale,  als  Werte  von  n  angenommen  werden.  Die 
Samme  dieser  Integrale  entspricht  der  Gleichung  (1)  allgemeiner  als 
Gleichung  (4).  Man  erh&lt  daher  als  Ausdruck  far  das  allgemeine 
Integral 

(5)  z  =  2  Ae"^y  +  »»)  +  i:Be"(y -•''>. 

Allein  das  erste  Glied  rechts  ist  eine  Fnnktiou  von  y  +  a  x,  das 
zweite  von  y  —  a  x.  Diese  Funktionen  seien  allgemein  bezeichnet  mit 
F(y  +  ax)  und  f(y  — ax).  Daher  kann  (5)  auch  ausgedrückt  wer- 
den durch 

(6)  z=F(y  +  ax)  +  f(y-ax). 

Dass  dieser  Wert  von  z  das  Integral  ist  von  (1),  zeigt  die  Probe. 
Die  partiellen  Differentialverh&ltnisse  von  (6)  sind  nämlich,  da  a  konstant 

^*   =aF'(y  +  ax)-aP(y-ax), 


dx 

dz 
dy 

^2. 


=  P(y  +  ax)  +  f(y-ax), 


(7)  -^  =  a«P'(y  +  ax)  +  a»r  (y  -  a  x), 

(8)  0-F"(y  +  ax)  +  f'(y-ax). 

d^z  d^z 

Setzt   man    die   Werte   von        2    ^^^    ,   ^    ^'^^  (^)  "°^  (^)  *** 

(1),  so  heben  sich  sftmmtliche  Glieder  auf  und  es  leistet  das  Integral 
(6)  der  Gleichung  (1)  Genüge.  Diese  stellt  eine  krumme  Oberfläche 
dar,  deren  Form  abhängt  von  dem  Gesetz,  dem  die  Funktionen  auf 
der  rechten  Seite  unterworfen  sind.  Das  Integral  (6)  kann  aber  auch 
noch  zu  andern  Zwecken  verwendet  werden,  wie  die  folgende  Aufgabe 
zeigen  wird. 
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4S2.  SchwligiiMgCB  eiaer  gespaaMte«  8«Üe.  Eine  Saite,  an  beiden 
Enden  festgehalten,  werde  gespannt  and  hierauf  in  Bewegung  versetzt, 
so  dass  die  Schwerpunkte  ihrer  Querschnitte  in  einer  Ebene,  welche 
durch  die  festen  Endpunkte  geht,  hin-  und  herschwingen.  Man  soll 
deren  Schwingungsdauer  bestimmen. 

Die  Saite  bildet  in  der  Schwingungsebene  Kurven.  Man  nehme 
die  Gerade,  welche  durch  die  Endpunkte  A  und  B  (Fig.  156)  der 
Saite  geht,  als  Abscissenachse  und  A  als  Anfangspunkt  an.  Es  sei 
AmB  eine  Kurve,  welche  die  Saite  bildet  zur  Zeit  t.     Ferner  seien 

x,y  die  Koordinaten  eines  Knrvenpnnktes  m, 
s  die  Bogenl&nge  Am, 
P  die  Spannung  der  Saite  im  Punkte  m, 

p  das  Gewicht  der   Saite  per  Längeneinheit  und  1  die  Entfernung 
AB  der  festen  Punkte. 

Man  lasse  x  übergehen  in  x  -f  d  x,  so  wird  y  zu  y  +  d  y  und  s  zu 

s  +  d  s.    Die  Spannung  P  liegt  in  der  Richtung  des  Bogenelementes  d  s. 

Nun  zerlege  man  P  in  zwei  Seitenkräfte,  die  eine  parallel,  die  andere 

_  senkrecht  zu  AB.     Für  die  letztere  erhält 

Fig»  156»  dy 

"^""^~'^^^"  man  P  --—-.     Wenn  x  in   x  +  d  x  übergeht, 

d  s 

so  geht  p4^  über  in  P-^+d  fP-^Y 
ds  ds         Vdsy 

Also    wirken   an    den    Endpunkten   von  d  s 

zwei  Kräfte,  senkrecht  zu  A  B,  d.  h.   in  der  Richtung  der  Bewegung. 

Der  unterschied  beider  Kräfte  ist  <^(^'T^)*     ^^°  ktLtiu  man    längs 

der   Strecke   ds    die    Grösse  P    als    konstant    annehmen,    also    wird 

/     dy\  d^y 

d  (  P  -r^  j  =  P  ,  .  Daher  wird  das  Bogenelement  d  s  in  dem  Augen- 
blick, da  die  Zeit  t  abgelaufen  ist,  in  der  Richtung  der  Bewegung  ge- 

d*y 
trieben  mit  der  Kraft  P    .     .    Man  kann  annehmen,  diese  Kraft  bleibe 

d  s 

während  des  nun  folgenden  Zeitelementes  dt  konstant;  also  wird  während 

dieser  Zeit  eine  gleichförmig  beschleunigte  Bewegung  entstehen  (§  151). 

Das  Gewicht  des   Bogenelementes  ds  ist  pds.    Man   denke  sich 

nun  dieses  Element  sei  abgelöst  von  der  Saite  und  sei  nur  dem  Ein- 

d^y 
fluss  der  Kraft  P  -—r^  ausgesetzt,  es  bewege  sich  also  im.  Räume  frei. 

Der  genannten  Kraft  entspreche  die  Beschleunigung  g^  dem  Gewichte  pds 
die  Beschleunigung  g,  so  verhalten  sich  die  Beschleunigungen  wie  die 
Kräfte,  welche  sie  hervorbringen;  daher 

d^y 

Allein  nach  §  393  ist  die  Beschleunigung  in  der  Richtung  der 
Bewegung  auch 

*       dt*' 
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Eliminiert  man  g^  ans  den  beiden  Gleicbangen,  so  kommt 

^    ^  dt2  ^    p      ds«' 

Nan  machen  wir  die  Voraussetznng,  die  Ablenkung  der  Knrve  von 
der  Geraden  A  B  sei  so  klein,  dass  d  s  mit  d  x  vertauscht  werden  könne. 
Dann  kann  aach  die  Spannung  P  der  ganzen  Länge  der  Saite  nach 
als  konstant  angesehen  werden.     Man  setze  zur  Abkürzung 

(2)  «y-»'. 
so  geht  Gleichung  (1)  über  in 

dt«       ■    dx'" 

Diese  Gleichang  stimmt  der  Form  nach  mit  derjenigen  Qberein, 
welche  in  §  421  integriert  ist.     Ihr  Integral  wird  daher  sein 

(3)  y  =  P(x  +  at)  +  f(x-at). 

Nan  nehmen  wir  an,  es  gelten  ffir  t  es  0  folgende  Gleichungen 

(4)  y  =  »  W, 

Gleichang  (4)  gibt  die  Form  der  Kurve  an  bei  Beginn  der  Bewegung 
und  (5)  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  x,  y  zu  dieser  Zeit.  Setzt 
man  daher  t  =  0  in  (3),  so  erh&lt  man  jenen  Wert  von  y,  welcher  der 
Gleichung  (4)  entspricht;  mithin  wird  für  t  =  0 

(6)  F(x)  +  f(x)  =  9(x). 

Durch  Differentiation  der  Gleichung  (3)  in  Hinsicht  t  erh&lt  man 

j^  =  aF'(x  +  at)-af(x-at). 

Q  t 

dy 
Setzt  man  hierin  t  =  0,   so  geht  dieser  Wert  von  -r^   in    jenen 

der  Gleichung  (5)  über;  daher 

a[F'(x)-f(x)]  =  V(x). 

Nun  nehme  man  an,  es  sei  für  t  =  0  auch  die  Geschwindig- 
keit ^(x)  nach  (5)  gleich  Null,  so  gibt  die  letzte  Gleichung 

F'(x)-f(x)  =  0. 

Das  Integral  dieser  Gleichung  ist 

(7)  F(i)  =  f(x)+C, 

wo  G  die  willkfirliche  Eonstante  bezeichnet    Dnrch  Addition  and  Sab- 
traktion  von  (6)  nnd  (7)  kommt 

F(x)  =  iy(x)  +  iC;     f(x)  =  i9'(x)-iC, 
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also  auch,  wenn  x  aQsgedehnt  wird 
F(x  +  at)  =  i9)(x  +  at)  +  iC;     f(x  -  at)  =  i?(x  -  at) -^C. 
Setzt  man  diese  Werte  in  (3),   so  folgt  als  Gleichnng  der  Kurve 

(8)  y  =  i [9U  +  at)  +  9(x  -  at)]. 

Für  t  =  0  geht  diese  GleichaDg  aber  in  y  =  9>  (x),  wie  es  nach 
(4)  sein  soll. 

Gleichnng  (8)  gilt  ffir  alle  Karvenpunkte,  also  auch  fSr  A  and  B. 
Nan  ist  aber  fOr  A  sowohl  x  =  0  als  anch  y  =  0;  daher 

(9)  0  =  ?(at)  +  9>(-at), 
and  fär  den  Punkt  B  ist  x  =  1  and  y  =  0 ;  daher 

(10)  0  =  9  (1  +  a  t)  +  9>  (1  -  a  t). 

Um  diese  Gleichnogen  richtig  aufzufassen,  denke  man  sich  die 
Saite  über  die  Punkte  A  und  B  hinaus  geradlinig  verlängert  und  diese 
durch   feste  Punkte  A, B, C, ..  (Fig.  157)  so  gehalten,  dass  die  Saite 

in   eine  Anzahl  gleichlanger  Teile 
Fig.  157.  zerffillt.       Bei    dieser    Anordnung 

wird  sich  die  Bewegung  des  einen 
Saitenstuckes  auch  auf  die  andern 
übertragen,  so  dass  eine  wellenför- 
mige Kurve  entsteht  Kan  zeichne 
um  die  Punkte  A,  B,  G, . .  als  Blit- 
telpunkte  Kreise  mit  dem  Halbmesser  at,  welche  die  Abscissenachse 
schneiden  in  b  und  c,  d  und  e,  f  und  g, . . 

Den  Punkten  c  und  b  entsprechen  die  Abscissen  a  t  und  —  a  t 
und  die  Ordinaten  9  (&  t)  und  9  ( —  a  t).  Diese  sind  einander  gleich 
und  entgegengesetzt  gerichtet,  denn  sie  heben  sich  nach  (9)  gegenseitig 
auf.  Da  A  B  =  1,  so  entsprechen  den  Punkten  e  und  d  die  Abscissen 
A  e  =  1  -f  ft  t  und  A  d  =  1  —  a  t,  also  auch  die  Ordinaten  9  (l  +  a  t) 
und  9  (1  —  a  t).  Auch  diese  letztern  sind  gleich  und  entgegengesetzt, 
weil  sie  sich  nach  (10)  aufheben. 

Da  AG  =21,  so  wird  die  Abscisse  Ag=214-ftt  und  Af  =  21 
—  a  t ;  die  entsprechenden  Ordinaten  geben  folgende  Gleichung 

(11)  0  =  y  (2 1  +  a  t)  +  SP  (2 1  —  a  t), 

welche  unmittelbar  aus  (8)  hervorgeht,  da  y  =  0  wird  für  den  Punkt  C, 
d.  h.  für  x  =  21;  also  sind  nach  (11)  die  Ordinaten  für  f  und  g 
gleich  und  entgegengesetzt,  u.  s.  w. 

Noch  ergeben  sich  folgende  Relationen.  Man  ersetze  at  in  (10) 
durch  1  —  a  t,  so  erhält  man 

(12)  0  =  » (21  —  at)  +  9>(at). 

Setzt  man  die  Werte  von  9  (&  t)  aus  (9)  und  (12)  einander  gleich, 
so  wird 

(13)  9)(21-at)  =  »(-at). 

Ganz  ebenso  erhält  man,   wenn  at  in  (10)  durch  1  -f  <^t  ersetzt  wird 

9)(21  +  at)  =  y(at). 
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In  den  beiden  letzten  GleichoDgen  weichen  die  Abscissen  der 
Earvenpankte,  welche  je  einer  Gleichang  angehören,  um  21  von  ein- 
ander ab.  Daher  sind  die  Ordinalen  solcher  Punkte  einander  gleich 
and  gleich  gelegen,  d;  h.  mit  gleichem  Vorzeichen  versehen. 

Einer  Grenzlage  der  Kurve  entspreche  die  Zeit  t  =  0.  Die  nächst- 
folgende gleiche  Grenzlage  werde  erreicht  in  der  Zeit  T,  so  ist  T  die 
Zeit  zu  einer  Hin-  und  Herschwingung.  Für  diese  beiden  Grenzlagen 
erhält  man  daher  aus  (13) 

y(21-aT)  =  9(0). 

Diese  Gleichung  wird  erfüllt  für  21  —  aT  =  0,  woraus  folgt, 
wenn  a  durch  seinen  Wert  aus  (2)  ersetzt  wird 


T  =  2-L  =  2ll/-V. 


Die  Schwingungszeit  hängt  also  ab  von  der  Länge,  dem  Gewicht 
und  der  Spannung  der  Saite. 

42S.  WäraeleitMBg  in  tlatm  ktH^geneii  prisMatischen  Stabe.    Der 

Stab  befinde  sich  in  einem  gewissen  Zustand  der  Erwärmung;  hierauf 
werde  er  in  ein  Medium  versetzt,  worin  die  Temperatur  Null  herrsche ; 
gleichzeitig  werde  dafür  gesorgt,  dass  die  beiden  Enden  des  Stabes 
sofort  die  Temperatur  Null  annehmen.  Von  nun  an  beginnt  der  Stab 
Wärme  an  das  Medium  abzugeben.  Man  soll  den  Wärmezustand  des 
Stabes  nach  einer  gegebenen  Zeit  bestimmen.     Es  sei 

q  der  Querschnitt  des  Stabes,  möglichst  klein  vorausgesetzt, 

u  der  Umfang  seines  Querschnittes, 

X  die  Entfernung  eines  Querschnittes  von  dem  einen  Stabende, 

y  die  Temperatur  in  diesem  Querschnitt  nach  der  Zeit  t,  in  allen 
Punkten  des  Querschnittes  gleich  gross  vorausgesetzt, 

a  die  Länge  des  Stabes, 

h,  k  die  äussere  und  innere  Leitnngsföhigkeit  der  Wärme,  also  z.  B. 
h  die  Wärme,  welche  in  der  Zeiteinheit  durch  die  Oberfläche  1 
aus  dem  Stabe  an  das  Medium  übergebt,  wenn  der  Unterschied 
der  Temperaturen  im  Stab  und  Medium  1^  beträgt, 

s  die  spezifische  Wärme  und 

p  das  Gewicht  der  Kubikeinheit  des  Stabes. 

Man  lege  Querschnitte  durch  den  Stab  in  den  Abständen  x  —  d  x,  x, 
X  +  d  X  und  X  -f  2  d  X  vom  Anfangspunkt  aus,  so  entstehen  drei  Volumen- 
elemente a, /9,7.  Die  Wärme  bewege  sich  in  der  Richtung  von  a 
nach  Yy  so  nimmt  ß  Wärme  auf  von  a  und  gibt  solche  ab  an  y  und 
an  die  Umgebung.  Dieser  Wärmeaustausch  finde  nach  der  Zeit  t  statt 
und  dauere  während  des  Zeitelementes  dt.  Nun  verliert  ß  mehr 
Wärme  als  es  bekommt;  der  Unterschied  wird  gleich  sein  der  Abnahme 
am  Wärmegehalt  des  Stabteilchens. 

Das  Prisma  ß  hat  das  Volumen  qdx,  also  das  Gewicht  pqdx; 
es  enthält  daher  bei  der  Temperatur  y  die  Wärmemenge  spqdx*y. 
Nimmt  x  um  dx  zu,  so  ändert  sich  diese  Wärmemenge  um  ihr  Diffe- 
rential, also  um  spqdxdy. 

▲  ntenheimer,  Blementarbaeh.  84 
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Von  a   erhält  ß  darch  innere  Leitaog  in  der  Zeiteinheit  aaf   die 

Stablänge  1  bei  1^  Temperatardifferenz  eine  Wärmemenge  kq,  also    in 

der  Zeit  d  t  und  bei  der  Temperatnrdifferenz  d  y  die  Wärmemenge  k  q  d  t  d  y 

dy 
nnd  bei   der  Länge  d  x  die  Wärme  k  q  -~-  d  t.     Wenn  sich  z  am   d  x 

dx 

ändert,  so   ändert  sich  aach  diese   Wärmemenge   am  ihr  Differential, 

d^y 
also  um  kq    -      dt     Hiervon  mass  nun   noch  abgezogen  werden    die 

d  X 

Wärmemenge  hadxydt,  welche  die  Oberfläche  adx  des  Prismas  in  der 

Zeit  dt  verliert.     Daher  die  Gleichung 

d*y 
spqdxdy  =  kq— p-dt  —  hadxydt, 

oder  auch 

d y  __    k     d^y  _    ha 

dt        sp   dx*        sp^ 
Man  setze  zar  AbkOrzang 

sp  Spq 

so  wird  die  vorstehende  Gleichung  sein 

dy       1   ^*y 
dt  dx^ 

Das  letzte  Glied  dieser  Gleichung  kann  nun  noch   beseitigt  wer- 
den, indem  man  setzt 

(3)  y  =  ve-'*. 

Denn  die  Differentiation  von  (3)  gibt,  da  v  veränderlich  ist 

i5L^lle-'*-rve-'*-     -^L-Ale"'*.      d^y  _  d»v 
dt^dt®  ^^"^       '     dx~dx®       '     dx2""dx«^      " 

d  y      d'^  y 
Führt  man  die  Werte  von  -ry,  -7—2"  ^^^  Y  ^°  (2)»  ^^  ^^^fS^  *^® 

vereinfachte  Differentialgleichung  der  Wärmebewegung 

welche  nunmehr  integriert  werden  soll. 
Ein  Integral  dieser  Gleichung  ist 

(5)  v  =  Asinmx-e-*»™*S 

worin  A  und  m  willkürliche  Konstante  bezeichnen.  Behufs  der  Veri- 
fikation differentiiere  man  (5)  in  Hinsicht  x,  nachher  in  Hinsicht  t,  so 
kommt 

d  v  d^v 

-^— =  mAcosmx-e-»»"»'*;     -t-t  =  —  m^Asinmx- e"  **"***; 

dx  dx'  ' 

dv 


(2)  42.  =  b"J-^ry, 


dt 


=  —  bm^Asinmx'e-*'"'^ 


La,  ■>  > 
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d*  V  d  V 

Setzt  man  diese  Werte  von  --  „-  and  -j—  in  (4),   so  werden  in 

dx^  dt 

der  That   beide  Seiten  gleich.     Es   ist  daher  (5)  ein  Integral  von  (4). 

Nan  ist  za  prüfen,  inwiefern  Gleichung  (5)  den  Bedingangen  ent- 
spricht, welche  gem&ss  der  Aufgabe  gestellt  werden  müssen. 

Die  erste  Bedingung  ist  die,  dass  die  Temperatur  an  den 
Enden  des  Stabes  gleich  Null  sein  müsse.  Für  x  =  0  und  x  =  a  muss 
also  y  in  (3)  und  somit  auch  v  in  (3)  und  (5)  zu  Null  werden.  Für  x  =  0 
wird   nun  v   in   (5)   ohne  Weiteres  zu   Null ;    dagegen  für  x  =  a  nur, 

TT  TT 

wenn  m  =  —  oder  ein  Vielfaches  von  —  ist.     Nimmt  ^man  die  will- 
a  a 

TV  TTX 

kürliche  Grösse  m  =  —  an,  so  wird  sin  m  x  =  sin und  diese  GrOsse 

a  a 

wird  =  0  für  X  =  a.     Durch  diese  Modifikation  von  (5)  erhält  man 

(6)  V  =  A  sm e     ^  *  ^       . 

a 

Die  zweite  Bedingung,  welcher  das  Integral  (6)  entsprechen 
soll,  ist  die,  dass  dasselbe  den  ursprunglichen  Wftrmezustand  des  Sta- 
bes angibt  für  t  =  0.     Hierfür  wird  nun  (6)  zu 

(7)  V  =  A  sin , 

a 

woraus  man  nach  (3)  schliesst,  dass  A  die  Anfangstemperatur  an  jener 

Stelle  bezeichnet,  für  welche  sin =  1,  also  x  =  -t-9l  ist    Von  da 

a  '  2 

aus    nimmt    vor-   und   rückwärts   die  Temperatur    ab    wie   der  Sinus 

TTX 

von  .    Somit  setzt  Gleichung  (6)  einen   ganz  speziellen  Ursprung- 

a 

liehen  Wärmezustand  voraus.  Unter  unendlich  vielen  Wärmezuständen, 
die  willkürlich  gescha£Fen  werden,  wird  sich  nur  einer  finden,  der  dem 
Gesetze  (6)  der  Wärmeverteilung  entspricht.  Es  kann  daher  das  In- 
tegral (6)  nur  ein  partikuläres  sein. 

Um  das  allgemeine  Integral  zu  finden,  das  alle  denkbaren 
anfänglichen  Wärmezustände  in  sich  schliesst,  lasse  man  in  (5)  die 
Eonstanten  A  und  m  sich  ändern.  Für  A  erhalte  man  der  Reihe  nach 
Ai,A2,A8,..  und  für  m,  gemäss  Formel  (6),  die  entsprechenden  Werte 

— , , , . . ,  SO  bekommt  man  durch  Einführen  dieser  Werte  in  (6) 

a       a        a 

ebenso  viele  partikuläre  Integrale,  deren  Summe 
^  a  a 


3  ;r_x  -  (-r-y  •»* 


+  A3  sin •  e     ^  ^  ^       +  •  • 

a 

ebenfalls  ein  Integral  von  (4)   sein  wird.    Enthält  diese  Reihe  unend- 
lich viele  Glieder,  so  kann  ihr  Wert  als  das  allgemeine  Integral  ange- 

84* 


—     532     — 

sehen  werden.    Die  Reihe  (8)  konvergiert  rasch,  denn  die  Exponential- 
grosse   mit  wachsendem,  negativem  Exponenten  nimmt  sehr  rasch  ab. 

Setzt  man  t  =  0  in  (8),  so  reduzieren  3ich  die  Exponentialgrössen 
anf  1.  Der  dabei  entstehende  Wert  von  v  werde  mit  9(x)  bezeich- 
net, so  erhält  man 

/rk\  ^/    \  .  ^X        lA  '        ^^"^        t        A  .3^X, 

(9)     9>  (x)  =  Ai  sin \-  A2  sm +  As  sin 1-  . . 

a  a  a* 

Diese  Gleichang  stellt  eine  Kurve  dar,  welche  die  Abscissenachae 
in  den  Punkten  x  =  0  ond  x  =  a  schneidet.  Speziellen  Werten  von  x, 
wie  xi,  xs,..  entsprechen  die  Ordinaten  7(xi)f  7(x8)>*  •  Diese  sind 
nichts  anderes  als  die  ursprünglichen  Temperaturen  des  Stabes  an  Stellen, 
welche  um  xi,xa, ..  vom  Anfangspunkt  abstehen.  Sind  diese  Tempe- 
raturen gegeben,  so  kann  die  Kurve  gezeichnet  werden  und  es  sind 
dann  die  Vorzahlen  Ai,A2,..  keine  willkürlichen  Grössen  mehr,  son- 
dern Ergebnisse  der  Rechnung. 

Man  stelle  sich  in  der  That  die  Aufgabe,  diese  Vorzählen  zu  be- 
rechnen. Zu  dem  Zwecke  teile  man  a  in  n  + 1  gleiche  Teile,  be- 
zeichne die  Abscissen  der  aufeinander  folgenden  Teilpunkt^  mit  xi, 
X3,..Xn,  die  entsprechenden  Vorzahlen  mit  Ai,A2,..Ao,  so  liefert  (9) 
folgende  spezielle  Gleichungen 

9  (xi)  =  Ai  sm h  A2  sm h  .  •  +  An  sm , 

a  a  a 

#«/    \       A     •    ^^2    ,    .      .    2  7rx2   ,        ,    .      .    n;rx2 

9  (X2)  =  Ai  sm +-  A2  sm h  . .  +  An  sm , 

a  a  a 


--./\  «        .^Xn,.        .^TTXn,  ,.        .n/TXn 

9  ^Xn)  =  Ai  sm h  A2  sm 1-  . .  +  An  sm . 

a  a  a 

Da  so  viele  Gleichungen  vorhanden  sind  als  unbekannte  Grössen 
Ai,A2,..,  so  könnten  diese  auf  gewöhnlichem  Wege  ermittelt  werden. 
Es  mag  dies  auch  für  eine  kleine  Anzahl  von  unbekannten  geschehen. 
Allein  hier  soll  folgender  Weg  eingeschlagen  werden. 

Ein  Glied  der  Reihe  (9)   sei  Acsin ,  wo  c  eine  ganze  Zahl 

a 

bezeichnet,   die   zwischen  0  und  n  liegt.     Man   multipliziere  die  vor- 

stehenden  Gleichungen   mit  -  -,-—   und  ausserdem  noch 

n+  1 

die  erste  mit    sin —y    die   dritte  mit  sin^^^ 


.  • 


a    '    "  -""     a    ' 

die  zweite  mit  sin ,     die   letzte   mit  sin ^, 

a  a 

und  addiere  sodann  die  Gleichungen.     Man  erhält  zunächst  als  Summe 
der  Glieder  links 
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[,      ..     CTTXl     ,^,      N.     CTTXS*,  ,      ^,      V.     CTT  Xn"l        a 

a  a  a    J  D  -h  1 

LSsst  man  hierin  n  anendlich   gross  werden,   so  wird  — r-~-,  als 

n  +  1 

unendlich   kleiner  Teil   der  Geraden   a,   za  dx.     Die  Glieder  in   der 

Klammer  sind  Ordinalen  einer  Karve,   entsprechend  den  Abscissen  xi, 

xs,..     Der  Abscisse   x  gehört  die  Ordinate   9>(x)8in  ^-    -    zu;    das 

a 

Produkt  der   letztern  mit  dx  ist  ein  Element  der  Fläche,  welche  die 

Kurve  und  Abscissenachse  einschliessen.     Integriert  man  dieses  Flftchen- 

element  zwischen   den  Grenzen  x  =  0  und  x  =  a,   so  erhält  man  die 

ganze  Fläche,   bezw.  die  Summe   der   Glieder  links  der  vorstehenden 

n  Gleichungen.     Diese  ist  daher 


(10)  rvwsi 


.      CTTX    , 

sm d  X. 

a 


6  TT  X 

Es  sei  Aesin irgend  ein  Glied  der  Reihe  (9),  so  stehen  im 

a 

obigen  System   von  Gleichungen  n  Glieder  vertikal  unter  einander  mit 

der  Vorzahl  Ae.     Diese  geben  die  Summe 


[.    c  TT  xi    .    e  nr  xi    ,     .    c  tt  X2    .    e  TT.xa    ,      1 
sin sin h  sui sm r  . . 
a               a                   a               a  J 


a 


n  +  1" 


Es  liegt   also  wieder   eine  Quadratur  vor.     Der  allgemeine  Aus- 
druck der  Ordinate  ist  Aesin sin ;    daher  die  Fläche  zwi- 

a  a 

sehen  den  Grenzen  x  =  0  und  x  =  a 


(11)  AeTsi 

«^0 


CTTx    .    e/rx  , 

sm sm d  x. 

a  a 


Es  kommt  eine  Vertikalreihe  vor,  bei  welcher  c  und  e  überein- 
stimmen. Lässt  man  für  diese  Reihe  e  in  c  übergehen,  so  erhält  man 
aus  (11) 

(12)  AcJ*(sin-^^ydx. 

Man  denke  sich  in  (11)  die  Grösse  c  und  e  verschieden.  Aen- 
dert  sich   dann,   wie   die  Integration  dies  voraussetzt,  die  Variable  x 

von  0  bis  a,  so  nehmen  die  Faktoren  sin und  sin posi- 

a  a 

tive  und  negative  Vorzeichen  an ,  dasselbe  wird  auch  der  Fall  sein  mit 

ihren  Produkten.     Eine  Zusammenstellung  zeigt,  dass  je  einem  positiven 

Produkt  ein  gleiches  negatives  entspricht,  so  dass  das  Integral  (11)  zu 

Null  wird.     Ein  Beweis   für  diesen  Satz  kann  auch   wie  folgt  geführt 

werden.     Es  ist 


TTx        ir       (e  —  c)7rx  (e  +  c)7rxn 

—  =  -„     cos  -2^ '- cos  -^^ ^ , 

a  2  L  a  a         J' 


.     CTTx.     CTTx        ir       (e  —  c)7rx  (e  +  c)7rx 

sm sin  —       1  --«  ^         /  —  \     I     / 

a 
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wie  sich  sofort  ergibt,  wenn  die  Cosinaswerte  rechts  nach  der  Forme! 
C08  (cdiß)  entwickelt  werden.     Daher  statt  des  Integrals  in  (11) 

/iQ\         ^   r*j    r       (e  — c)7rx  (e+c)7rx1 

Allein  es  ist   I  cos d  x  =  -^ —  sin ;  folglich 

J  a  OTT  a  ° 


X 


*        Snx 


cos =  0, 

0  a 

da  8  eine   ganze    Zahl   bezeichnet.     Daher  verschwinden  beide  Glieder 
im  Integral  (13);  also  ist  aach  das  Integral  (11)  gleich  Null. 

Somit  redaziert  sich  die  Samme  aller  Glieder  auf  der  rechten 
Seite  des  vorstehenden  Systems  von  Gleichungen  auf  das  Integral  (12). 
Nan  ist  nach  §  79 


/ 


sin*x  d  X  =  —  X r-  sin  2  x, 

2  4 


f*/ .     CTrxN*.  a    /cttx         1    .    2c/ixN 

nnd  daher  das  Integral  der  letzten  Gleichang  fflr  die  angegebenen  Gren- 

a  a 

zen  =  —  und  das  Integral  (12)  =  -^  Ac.   Setzt  man  diesen  Wert  dem 

Integral  (10)  gleich,  so  folgt 

(14)  Ac  =  --  r  y  (x)  sin  — -  d  X. 

a  Jo  ft 

Hiermit  ist  das  Bildangsgesetz  der  Vorzahlen  Ai,A2,..  gefunden. 
Dasselbe  ist  der  Art,  dass  es  noch  gültig  bleibt,  wenn  man  fnr  x  eine 
neue  Verftnderliche  einführt.  Diese  sei  z.  B.  z,  so  wird  das  allgemeine 
Glied  der  Reihe  (9)  sein 


2      .       CTTXP*^^,..       CTTZ, 

—  sm I    9  (z)  sm d  z. 

a  a     Jo  a 


Da^er  kann  die  Summe  aller  Glieder  dieser  Reihe  dargestellt  wer- 
den durch 

(15)         y (x)  =  —  Ssin (    y (z)8m dz. 

a  a     «/  0  a 

worin  c  von  1  bis  oo  auszudehnen  ist. 

Mit  Hilfe  des    Wertes  von   Ac  in  (14)  wird  nun  das  allgemeine 
Glied  der  Reihe  (8) 

2     .      CTTX        ""("ir)  ^*  r*^/  ^    .      CTTZ    ^ 

—  sm e     "^  a   >'        1    9?  (z)  sin d  z. 

a  a  Jq  a 
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Summiert  man  die  Glieder  der  Reihe,  radem  man  das  Zeichen  S 
vor  das  allgemeine  Glied  setzt,  mnltipliziert  man  sodann  noch  nach 
Vorschrift  von  (3)  mit  e~~'S  so  kommt 


/ifi\  2      — rt-,    .      CTTX 

(16)     y  =  — e         2  sin 


a  a 


•e     ^  *  ^        I    <jp(z)siu dz. 

J  0  a 


Diese  Gleichang  gibt  die  Temperatur  y  des  Stabes  für  jeden  Wert 
von  X  and  nach  jeder  gegebenen  Zeit,  so  nnregelmässig  auch  die  Wärme 
im  Anfangszastand  verteilt  gewesen  sein  mag. 

liit  wachsender  Zeit  nehmen  die  Glieder  der  Reihe  (8),  der  Ex- 
ponentialgrOsse  wegen,  sehr  räch  ab  und  reduzieren  sich  bald  auf  das 
erste  Glied.  Alsdann  föllt  das  Summenzeichen  S  ans  (16)  weg,  zu- 
gleich wird  c  =  1   und  die  Gleichung  geht  über  in 

(17)     y= — sin «e     ^  I    VW^o dz. 

a  a  «/  0  ^ 

Welches  auch  der  Wert  von  g>  (z)  sein  mag,  so  ist  das  bestimmte  Inte- 
gral immer  eine  Konstante;  sie  sei  mit  6  bezeichnet,  so  wird  (17)  zu 

2B    .    TTX      -f'^+V")* 

y  = sm •  e     ^         *    '^    . 

a  a 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  im  Stab  vom  Aufangszustand  an  die 
Tendenz  herrscht,   eine   Wärmeverteilung  herbeizufuhren,    welche   der 

Grösse  sin ,  also  dem  Sinus  der  Bogen  des  Halbkreises,  proportional 

a 

ist  Diese  Grösse  kam  aber  schon  im  partikulären  Integral  (7)  vor; 
also  wird  der  Zustand,  den  das  partikuläre  Integral  darstellt,  bald  er- 
reicht und  bis  zur  gänzlichen  Abkfihlung  verbleiben. 

Man  denke  sich  die  Wärme  anfangs  ganz  regellos  verteilt,  z.  B. 
so,  dass  die  Temperatur  in  der  Mitte  des  Stabes  kleiner  ist  al^  in  be- 
nachbarten Teilen  rechts  und  links,  so  wird  die  Wärme  von  beiden  Seiten 
her  nach  der  Mitte  sich  bewegen,  wie  nach  den  Enden  des  Stabes. 
In  einem  gewissen  Augenblick  hört  der  Zuflnss  nach  der  Mitte  hin  auf, 
von  da  an  sinkt  zu  beiden  Seiten  die  Temperatur  unter  jene  der  Mitte 
und  es  ist  nunmehr  jener  Zustand  nahezu  erreicht,  der  durch  das 
partikuläre  Integral  ausgedrückt  wird. 


-ffO-^»- 
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Dr.  P.  J.  Johnen, 

Elemente  der  Festigkeitslehre 

in  elementarer  Darstellang  mit  zahlreichen,  teilweise  vollständig  gelösten 

Uebangsbeispielen,  sowie  vielen  praktisch  bewährten  Eonstruktionsregeln. 

Für  Maschinen-  nnd  Bautechniker,  sowie  zum  Gebrauche  in  technischen 

Lehranstalten.     Mit  176  in  den  Text  gedruckten  Abbildungen  und 

mehreren  Profiltabellen,     gr.  8.     Geh.     6  Mark  75  Pfge. 


W.  Jeep, 

das  graphische  Rechnen  und  die  Graphostatik 

in  ihrer  Anwendung  auf  Baukonstruktionen.     Zum  Gebrauche  für  Bau- 

gewerksmeister,  Baugewerksschulen  etc.     Zweite  Auflage.    Mit  einem 

Atlas  von  35  Foliotafeln,    gr.  8.    Geh.     5  Mark. 


L.  Hintz,  f 

die  Baustatik. 

Ein   elementarer  Leitfaden   zum  Selbstunterricht  und  zum  praktischen 
Gebranch   für   Architekten,   Bangewerbsmeister    und  Schüler   bautech-  . 

nischer  Lehranstalten.     Mit  einer   Tafel   und   302  in  den  Text  einge-  ^ 

druckten  Abbildungen.     Zweite  vermehrte    und  verbesserte  Auflage. 

gr.  8.    Geh.     8  Mark. 
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Dr.  P.  Schreiber, 

Handbucli  der  barometrischen  HöhenmessmigeiL 

Anleitung   zur  Berechnung  der  Höhen  aus  barometrischen,   thermome- 
trischen  und  hygrometrischen  Messungen,  sowie  zur  Anstellung  sämt- 
licher bei  den   Höhenmessungen  nötigen  Beobachtungen,  unter  beson-  j 
derer   Berücksichtigung   der   Surrogate   für   das    Quecksilberbarometer  | 
(Aneroide,    Thermobarometer).      Für    Ligenieure,    Forschungsreisende, 
Meteorologen,    Mitglieder   der  Alpenvereine   etc.     Zweite  wohlfeilere  i 
Ausgabe.    Mit  einem   Atlas  von  18  Foliotafeln,  enthaltend  zahlreiche 
Karten  und  Figuren,     gr.  8.     Geh.     4  Mark  50  Pfge. 
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